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AVERTISSEMENT  DE  L’ÉDITEUR. 


l.’Ouvrage  dont  nous  publions  la  traduction  a paru  en 
Angleterre  sous  le  nom  de  Traité  des  Sections  coniques , 
et  forme  le  premier  volume  de  la  série  des  excellents 
Traités  de  Géométrie  analytique  de  M.G.  Salmun. 

Sous  un  titre  modeste,  M.  Salmon,  associant  d’une 
manière  plus  intime  qu’on  ne  l’avait  fait  jusqu’ici  l’Ana- 
lyse et  la  Géométrie,  donne  les  éléments  nécessaires  pour 
aborder  la  théorie  générale  des  courbes,  et  fait  une  expo- 
sition à peu  près  complète  des  divers  systèmes  de  coor- 
données : cartésiennes,  trilinéaires  et  tangentielles.  La  tra- 
duction a été  faite  avec  un  soin  consciencieux  et  une 
connaissance  approfondie  du  sujet,  mais  sans  interpré- 
tations ni  mutilations,  comme  il  convient  pour  une  œuvre 
correcte  et  remarquable  en  elle-même. 

Un  coup  d’œil  jeté  sur  la  Table  des  matières  permet 
de  constater  la  riebesse  des  matériaux  que  renferme  ce 
livre  et  la  mélbode  magistrale  .qui  sert  à leur  mise  en 
œuvre.  Nous  nous  bornerons  à citer  ici  la  théorie  des 
notations  abrégées  et  ses  nombreuses  applications,  l’ex- 
posé analytique  et  géométrique  du  principe  de  dualité,  la 
méthode  des  polaires  réciproques , les  propriétés  harmo- 
niques et  anharrnoniques  des  sections  coniques,  la  mé- 
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thode  des  projections,  la  mélhodc  des  infiniment  petits, 
enfin  la  lliéorie  féconde  des  invariants  et  covariants  des 
systèmes  de  coniques,  qui  permet  à la  Géométrie  d’utiliser 
les  ressources  de  la  nouvelle  Analyse. 

Ce  qui  distingue,  en  outre,  cet  Ouvrage,  c’est  la  sage 
progression  avec  laquelle  .sont  exposées  les  lliéories,  le 
choix  gradué  de  nombreux  Exercices,  et  l'emploi  systé- 
matique de  problèmes  numériques  pour  faire  saisir  plus 
nettement  les  applications. 

Dans  l’esprit  des  traducteurs,  l’édition  française  du 
Traité  de  M.  Salmon  est  appelée  à rendre  un  réel  service 
à l’enseignement;  aussi  nous  espérons  que  cet  Ouvrage 
ne  tardera  pas  à devenir  classique  en  France,  comme  il’ 
l’est  déjà  en  Angleterre. 

G.-V. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DU  POINT. 


§ I.  — Prêmhikaires. 

1.  La  méthodejljie  nous  allons  exposer,  pour  déterminer  la 
positmira’un  point  sur  un  plan,' est  due  à Descarf es,  q^iï^fa 
indiquée  dans  sa  Céomélrie  en  iGS;  : elle  a été  généralement 
suivie  par  les  géomètres  qui  lui  ont  suceédé. 

Par  le  point  P (Jig.  i),  menons  PM  et  PN  parallèlement  aux 

Fig.  I. 

T, 

-S  .J* 


droites  fixes  XX',  YY'  qui  se  coupent  en  O et  sont  données 
de  portion  : il  est  évident  que,  connaissant  la  position  du 
point  P nous  pourrons  en  déduire  les  longueurs  des  paral- 
lèles PM  et  PN;  et  que  réciproquement,  connaissant  ces  lon- 
gueurs, nous  pourrons  déterminer  la  position  du  point  P 
Si  par  exemple,  on  a PN=a.  PM  = 6,  il  suffira  de  pren- 
dre OM-_a,  ON  = 6,  et  les  droites  MP  et  NP  menées  paral- 
lèlement à YY',  XX'  se  couperont  au  point  cherché  P. 
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On  reiircsciue  habiiuellcmonl  par  la  lellro  v la  parallèle  I*.M 
à OV,  (M  par  la  lellre  x la  parallèle  PN  à OX.  On  dit  alors  (pie 
le  point  P est  déterminé  par  les  deux  équations  a, 

2.  Les  parallèles  PM  et  PN  s’appellent  les  coordonnées  du 
point  P;  PM  est  Vordonnée  àa  ce  point,  et  PN,  qui  est  égale  au 
segment  OM  de  ÜX  déterminé  par  l’ordonnée,  se  nomme 
Vahscisse. 

I.es  droites  fixes  XX'  et  VV”  sont  les  ares  de  coordonnées, 
et  le  point  O,  où  elles  se  coupent,  est  l’or/^/ne.  Les  axes 
sont  dits  reclan^nltiires  ou  ol>li(]iies  suivant  que  l’angle  qu'ils 
comprennent  est  droit  ou  non. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coordonnées  du  point  M (,/?/?■•  ') 
sont  x = a,  y=z  o;  celles-du  point  N,  x = o,y  —h;  et  celles 
de  l’origine  x = o,  y = o. 

3.  Pour  que  les  équations  x = a,  y = b ne  représentent 
qu’«/(  seul  point,  il  faut  tenir  compte,  non-seulement  de  la 
(grandeur,  mais  encore  du  signe  des  coordonnées. 

Ki(-.  1. 


ï 


Car  en  prenant  {fig.i}  OM=n,  et  ON  = è,  d’un  côté  ou 
de  l’autre  de  l’origine,  on  obtient  quatre  points  P,  P,,  P„  P, 
dont  les  coordonnées  satisfont  aux  équations  x =.  a,  y--  b. 
Mais  nous  pouvons  établir  une  distinction  algébrique  entre  les 
lignes  OM  etOM'(<iui  sont  de  longueur  égale  et  de  direction 
opposée),  en  admettant,  comme  règle,  que  si  des  longueurs 
mesurées  dans  une  direction  sont  regardées  comme  positives, 
les  lignes  mesurées  dans  une  direction  opposée  seront  consi- 
dérées comme  négatives.  I-e  sens  positif  est  en  soi  arbitniire, 
mais  il  est  d’usage  de  regarder  la  longueur  OM  (mesurée  en 
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allaiii  de  gauche  à droite)  et  la  longueur  ON  (inesurce  de  bas 
en  haut)  comme  positives. 

En  partant  de  ces  conventions,  on  distinguera  facilement  les 
quatre  points  P,  P,,  P„  P,.  Les  coordonnées  de  ces  points  se- 
ront respectivement 

x = ->ra,  — x = — a,  }^=z-^^b; 

x=  + a,  X = — b;  x = — a,  jr=  — b. 

Ces  distinctions  de  signe  ne  sauraient  présenter  aucune  dif- 
ficulté au  lecteur  familiarisé  avec  les  principes  de  la  ii  igono- 
mélrie. 


Remarque.  — On  désigne  souvent,  pour  abréger,  par  point 
[a,  b),  point  [x',  y')  les  points  qui  ont  pour  coordonnées 
X a,  X = b ou  X = x',  x = x'' 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  que  les  points 
{+  a,  + b)  ei  { — a,  — b)  se  trouvent  sur  une  même  droite 
passant  par  l’origine,  sont  également  distants  de  l’origine  et 
sont  situés  dans  des  régions  opposées  par  rapport  à cette  origine. 


4.  Trouver  l’expression  de  la  distance  â des  deux  poiiUs 
{x',  x' {^"fX")’  <‘0<trdp_nnêes  étant  rectangulaires. 

Fig.  3. 

I P 

-N 


On  a_éyidemment  jmur  la  distance^  1*Q  (Ji^.  3)  des  deuK 
points  P et  Q dont  les  ordonnées  sont  PM  et  QM',  QS  étant 
parallèle  à OX, 

PQ’  = i^’-t-Qs’; 

d’ailleurs 

PS  =PM  — 

QS  = OM  - OM' = a:' - x"; 

par  suite 

3’  = ^’=(ar'  — x"y  + (x’ 
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Pour  trouver  la  distance  d’un  point  {x',  >•')  à l’origine,  on 
n’a  qu’à  faire  x*  = o,  y"  = o dans  l’équation  précédente,  et  on 
trouve  ainsi  ' 

5.  Nous  aurons  rarement  occasion  dans  la  suite  de  nous 
servir  des  coordonnées  obliques,  parce  que  les  formules  sont 
en  général  beaucoup  plus  simples  avec  les  coordonnées  rec- 
tangulaires : néanmoins,  comme  il  y a quelquefois  avantagea 
employer  les  coordonnées  obliques,  nous  donnerons  les  for- 
mules principales  dans  leur  forme  la  plus  complète. 

Si  nous  supposons  que  l’angle  YOX  soit  quelconque  (fig.  3) 
et  égal  à m,  nous  aurons 

PSy  — 1 8o"  — 01, 

et 

PÜ’  —1^’  -t-  SÔ’-  îPS.SQ  cosPSg, 
ou 

PQ’^  (/->•")>+  { X’  -x"y  + 2[/-  y"  ) ( x'  - x"  ) cos  (.). 

La  distance  d’un  point  (x',  y')  à l’origine  s’obtient  en  fai- 
sant x"^o,y"=:o  dans  l’équation  précédente;  ce  qui  donne 

è’  = x'’-i-y'’  2x'y'  cosf.). 

En  appliquant  ces  formules,  il  faut  faire  attention  aux  signes 
des  coordonnées.  Ainsi,  par  exemple,  si  le  point  Q se  trouvait 
dans  l’angle  XOY',  le  signe  de_;-"  serait  changé,  et  la  ligne  PS 
serait  la  somme  et  non  la  différence  de  y' et  y'.  Du  reste,  le 
lecteur  n’éprouvera  aucune  difficulté  en  écrivant  les  coordon- 
nées avec  leurs  signes,  et  en  ayant  soin  de  prendre  pour  PS  et 
QSla  différence  algébrique  des  coordonnées  correspondantes. 

EXERCICES. 

1.  Trouver  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  dont  les  sommets  ont  pour 
coordonnées  x’=  a,  y'  = 3 ; x'=  4,  y * = — 5 ; x"  = — 3,  y"  = — 6 
(axes  rectangulaires). 

Réponse.  yÆs,  V^io<>. 
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II.  Mêmes  données,  les  axes  faisant  un  angle  de  6o  degrés. 

Réponse.  v'^,  v"i5i  . 

III.  Exprimer  que  la  distance  du  point  [■r,r]  au  point  (a,  3)  est  égale  à 4- 

Réponse.  (x  — a)’-t- ( >•  — 3)’ = i6. 

IV.  Exprimer  que  le  point  (x,/)  est  également  distant  des  points  {a,  3), 
(4.  5). 

Répo.nse. 


(x  — a)’ -+-(.)■— 3)>  = (x—4)>-f-(/  — 5)’  ou  x-t-j=7. 

V.  Trouver  le  point  qui  est  à égale  distance  des  [>oints  (a,  3),  (4,  5), 
(6,  i).  On  pose  deux  équations  qui  servent  à déterminer  les  inconnues 
X et  X- 


Réponse. 


r = 


3’ 


la  distance  de  ce  point  à chacun  des  trois  autres  est  égale  à 


G.  La  distance  de  deux  points,  étant  exprimée  par  une  racine 
carrée,  peut  recevoir  le  double  signe;  de  plus,  si  la  dis- 
tance PQ,  mesurée  dans  le  sens  PQ,  reçoit  le  signe  +,  la  dis- 
tance QP,  mesurée  dansle  sens  contraire  QP,  reçoit  le  signe 
Lorsqu'il  s’agit  simplement  de  la  distance  entre  deux  points, 
le  signe  n’est  susceptible  d’aucune  interprétation,  puisqu’il  ne 
sert  qu’à  indiquer  si  cette  distance  doit  s’ajouter  à une  autre 
distance,  ou  s’en  retrancher;  mais  il  n’en  est  pas  de  même 
lorsqu’il  y a plusieurs  distances  à considérer.  Si,  par  exemple, 
on  se  donne  trois  points  en  ligne  droite  P,  Q,  R,  et  les  deux 
distances  PQ,  QR,  on  aura  PR  = PQ-t-QR;  et,  d’après  ce 
qui  a été  dit  plus  haut,  cette  équation  sera  toujours  vraie, 
que  le  point  R soit  ou  non  entre  P et  Q.  Car  s’il  est  en 
dehors  de  P et  Q,  PQ  et  QR  se  trouvent  mesurées  en  sens  con- 
traire, et  leur  différence  arithmétique  est  encore  égale  à leur 
somme  algébrique. 

Hors  le  cas  où  les  droites  sont  parallèles  à l’un  des  axes, 
on  n’a  établi  aucune  convention  sur  la  direction  qui  doit 
être  regardée  comme  positive. 
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7.  T miiver  les  coordonnées  du  point  R qui  parlat^e  dans  le 
rapport  m\n  la  droite  /oif^nunt  les  tleax  points  P et  {). 


Hic. 


Menons  les  ordonnées  QN,  RS,  PM  {/i-r.  4)  ; et  soient  x,  y, 
x',r';  x",y",  les  coordonnées  des  points  R,  Pet  Q;  nous 
avons 


ou 

c’est-à-dire 

d'où 


/«:«  PR:RQ  ::  MS;SN, 
m'.n'.'.x'  — x\x  — x" , 


inx  — mx"  — nx'  — nx. 


X = 


mx"  nx' 

m -)-  a 


Nous  trouverions  de  même 

niy"  -t-  ny  ' 

V — — : : — . 

m -t-  n 


Si  la  droite  doit  è\.rv:co\\\yéc.  extérieurement  (')  dans  un  rap- 
port donné,  nous  aurons 


m : n ::  X — x'  : x — x", 

et,  jiar  suite, 

^ mx‘  — nx'  my"  — ny' 

m — n ’ ^ ~ m — ii 


On  voit  (|ue  les  formules  relatives  au  cas  où  la  droite  est 
coupée  extérieurement  se  déduisent  de  celles  qui  sont  rela- 
tives au  cas  où  elle  est  coupée  intérieurement  en  changeant 


( * ISoii»  avons  cru  devoir  conM*r  v<*r  le»  <‘X|nr»>»îoire  : t/roite  coupée  intérieii- 
rewfnt , extérieurement  ; ieetton  tnténeure^  CAtérieure^  on  raison  do  leur  cuiici- 
«ion. 
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le  signe  du  rapporl,  c’esl-ii-dire  en  remplaçant  m : + ;i  par 
nf.  — n.  De  fait,  dans  le  ras  oii  le  point  de  partage  est  situé 
entre  les  deux  points,  l’R  et  RQ  sont  mesurées  dans  la  même 
direction,  et  par  suite  leur  rapport  doit  être  considéré  comme 
positif  ( 11"  6);  tandis  que,  le  point  de  partage  étant  situé  en 
dehors,  PR  et  RQ  se  trouvent  mesurées  suivant  des  directions 
opposées,  et  leur  rapport  doit  être  considéré  comme  négatif. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  joignant  (a-',/'),  (x',/'). 

x'  -r  J-'  )•’-(-  v" 

REPONSE.  X= . }■  . ■ • 

a 2 

II.  Trouver  les  coordonnées  des  milieux  des  célés  du  triangle,  ayant 
pour  sommets  les  points  (a,  3),  (.1,  — 5),  (—  3,  — 0). 

Réponse.  ->  — — ; — 3,  — i. 

a a a a. 

III.  On  divise  en  trois  parties  égales  la  droite  joignant  (a,  3),  (4,  — 5): 
trouver  les  coordonnées  du  point  de  division  le  plus  voisin  du  premier 
point. 

„ . 8 I 

REPONSE.  ■'^“3’  -'“s’ 


IV.  Les  coordonnées  des  sommets  d'un  triangle  sont  x',  r'\  x',  r’; 
x”,}-”;  une  ries  médianes  est  divisée  en  trois  parties  égales  ; trouver  les 
coordonnées  du  point  do  division  le  plus  éloigné  du  sommet  d’où  part  la 
médiane. 


Réi>onse.  X 


■Il 

3 


V.  Trouver  les  coordonnées  do  l’intersection  des  médianes  de  triangle 
do  l’Es.  11. 


Réponse. 


r = 


8 

3‘ 


VI.  On  joint  au  sommet  d’un  triangle  le  point  qui  divise  le  côté  opposé 
dans  le  rapport  de  /«;//;  trouver  les  coordonnées  du  p^l  qui  divise 
la  droite  de  jonclion  dans  le  rapport  de  m -t-  n\  l.  : 


Réponse,  x = 


h' 


/r'  »iv’ 
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§ II.  — Tbansfobmatio.n  des  coordonnées. 

8.  Ou  appelle  transformation  des  coordonnées  l’opération 
à laquelle  on  est  conduit,  lorsque,  connaissant  les  coordon- 
nées d’un  point  par  rapport  à un  système  d’axes,  on  veut  dé- 
terminer les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  à un  autre 
système  d’axes. 

Nous  examinerons  successivement  trois  cas. 

9.  I.  Les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  anciens. 

Soient  Oa:,  0>-  les  anciens  axes;  O'X,  O'Y  les 

nouveaux  ; x'  = O'S,  r'=  O'H  les  coordonnées  de  la  nouvelle 


Fi(j.  5. 


origine  O'  par  rapport  aux  anciens  axes;  x = OM,  y=  PM  les 
anciennes  coordonnées  du  point  P;  X = 0'N  et  Y = PN  les 
nouvelles  : on  aura 

ÜM  = OR-hRM,  PM  = PN4-NM, 

c'est-à-dire 

X = x'  -H  X,  y=x'  -t-  Y. 

Ces  formules  sont  évidemment  indépendantes  de  l’angle  que 
les  axes  font  entre  eux. 

II.  On  change  la  direction  des  axes  sans  déplacer  l’ori- 
gine. 

Soieni(/ïg.6)  Ox,  0/  les  anciens  axes;  OV,  OY  les  nou- 
veaux; ÜQ  = X et  PQ=y''  les  coordonnées  du  point  P par 
rapport  amuanciens  axes;  ON  = X,  PN=Y  les  nouvelles 
coordonn^^  Désignons  par  a et  (3  les  angles  que  OX  et  OY 
font  respectivement  avec  l’ancien  axe  des  x;  par  a'  et  les 
angles  que  ces  droites  font  avec  l’ancien  axe  des  j.  Si  co  est 
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l’angle  yOx  compris  entre  les  anciens  axes,  nous  aurons  évi- 
demment a -)-a'  = o»,  puisque  XOx-i-  ^Cü  r=*'0_;';  et  de  même 
3-h3'  = w. 

Fig.  6. 


Ô ^ H (J  M X 


Nous  obtiendrons  facilement  les  formules  de  transformation 
en  exprimant  en  fonction  des  anciennes  et  des  nouvelles 
coordonnées  les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  P sur  les  axes  primitifs.  Pour  cela,  menons  à üx  les 
perpendiculaires  PM,  NR,  et  la  parallèle  NS. 

Nous  avons 

PM  = PO  sin  ^QS!, 
ou 

PM  = rsin&). 

Mais 

PM  = NR  -t-  PS  = ON  sin  5<OR  -h  PN  sin  PNS  ; 

donc 

_7'sinw  = Xsina  -i-  Y'sinp. 

Nous  trouverions  de  même 


ou 


xsinr,)  = Xsina'-f- YsinP', 
a:sinw=  Xsin(fo  — «)  + Ysin(w  — J3). 


Dans  la  Jig.  6,  les  angles  a,  ^ et  w sont  tous  mesurés  du 
même  côté  de  Ox;  et  les  angles  a',  [3'  et  tous  du  même 
côté  de  Oj  : si  l'un  de  ces  angles  se  trouvait  de  l’autre  côté, 
on  devrait  lui  donner  le  signe  — . Si,  par  exemple,  OY'  se 
trouvait  à gauche  de  0_^-,  l’angle  serait  plus  grand  que  w,  et 
= ('ji  — ^)  serait  négatif,  et  par  suite  le  coefficient  de  Y 
ilans  l’expression  de  xsinto  le  serait  aussi;  c’est  ce  qui  ar- 
rive dans  le  cas  suivant,  qui  sc  présente  assez  souvent,  et  au- 
quel nous  consacrerons  une  figure  spéciale. 
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Passer  d’un  système  de  coordonnées  reclan j^iilnires  à un 
nouveau  système  de  coordonnées  rectangulaires,  les  axes  du 
nouveau  système  faisant  un  angle  ô avec  les  axes  de  l'ancien. 

Nous  avons,  dans  ce  cas, 


x — 0,  ^=()o'’4-9,  3t'  = ()o”— 5,  ^'  = — 6, 

el  les  foiTiuiles  générales  deviennent 

X sin  6 4- V cos  G, 

.r  = \ cos  G — Y sin  G. 


\, 


Fig.  7. 

Pc 

l\  , 1 

S .-V 


MR  I 


On  peut  démontrer  directement  ces  formules  ; soient  en 
effet  [ftg.  1)  Ox,  0)-  les  anciens  axes,  et  OX,  ÜY  les  nou- 
veaux; menons  PM  el  NR  perpendiculairement  à Ojt,  NS  pa- 
rallèlement au  même  axe,  et  PN  perpendiculairement  à OX, 
nous  aurons 

j=PM  = PS-i-NR,  :r=OM  = OR-SN; 
et  ces  formules  se  ramènent  aux  précédentes,  puisque 
PS  = PNcosG,  NR=ONsinG;  OR  = ONcosG,  SN  = PNsinG. 

On  rencontre  aussi  fréquemment  dans  la  pratique  le  cas 
suivant  : 

Passer  d’un  système  de  coordonnées  obliques  à un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  ayant  le  même  axe  des  x. 

On  peut  déduire  les  formules  à employer  des  formules 
générales,  en  y faisant 

a = O,  P = 90“,  a'  = w,  (3'  = M — 90”. 

Mais  il  est  plus  simple  de  les  déterminer  directement. 

Soient  PQ  el  OQ  les  anciennes  coordonnées  (/<g. R),  PM 
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ei  OM  les  nouvelles;  nous  aurons,  puis(|ue  PQ\Î  = o>, 
Y=^-siiiM,  X = a; +.TCOS«, 

Kic.  8. 

N 

' 'v 

r* P 

■ 'd  U il 

el  |iar  suilc,  pour  exprimer  les  anciennes  coordonnées  en 
fonction  des  nouvelles, 

^■sint.)  — Y,  xsinu  = Xsinr.»  — Y cosf.}. 

( 

10.  111.  0/t  change  à la  fois  l’origine  el  la  (lirection  des 
axes. 

En  combinant  les  formules  obtenues  dans  les  deux  numéros 
précédents,  nous  pourrons  trouver  les  coordonnées  d’un 
point  par  rapport  à un  nouveau  svstéme  d’axes  situés  dans 
une  position  quelconque.  Nous  calculerons  d’abord  (n^Oj  les 
coordonnées  du  point  par  rapport  à un  système  d’axes  pa- 
rallèles aux  anciens  et  passant  par  la  nouvelle  origine,  puis 
ensuite  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  système 
donné. 

Les  formules  générales  de  transformation  s’obtiendront  en 
ajoutant  x'  et  y'  (c’est-à-dire  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  par  rapport  aux  anciens  axes)  aux  valeurs  de  x et  de  y 
données  au  n°  0,  11. 

EXERCICES. 

1.  Les  coordonm>es  d’un  |K)int  satisfont  à la  relation 

J.7  4 J-  _ = 1 8 ; 

que  deviendra  celte  relation  si  l’on  transporte  l'origine  au  point  (a,  3)? 
Réponse.  X’ -t-  V’  = 3i . 

11.  Ix;s  coordonnées  d'un  [loint,  par  rapport  à des  axes  rectangulaires, 
satisfont  à la  relation  a:’  — ü;  que  deviendra  cette  relation  si  l'on 
prend  pour  axes  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  anciens? 

Réponse.  XY  = 3. 
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ni.  Transformer  l'i^quation  2x’—  5xr  -i-  2jr’  = 4>  l'risc  par  rapport  à 
dos  axes  faisant  entre  eux  un  angle  de  6o  degrés,  en  prenant  pour  nou- 
veaux axes  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  anciens. 

Réponse.  X’  — 27  Y’  -i-  12  = o. 

IV.  Transformer  les  mêmes  équations  en  prenant  de  nouveaux  axes 
rectangulaires  et  conservant  le  même  axe  des  x. 

Réponse.  3X' -h  ioY’ — 7XV  = C. 

V.  Il  est  évident  qu’en  passant  d'un  système  rectangulaire  à un  autre 
ayant  même  origine,  on  a toujours  x’-+- r’=  X'-i- Y’,  puisque  l’un 
et  l'autre  terme  de  cette  équation  représentent  le  carré  de  la  distance  d’un 
point  à l’origine.  Vérifier  cette  proposition  en  élevant  au  carré  et  ajoutant 
les  valeurs  de  X et  Y données  au  n°  9. 


VI.  Vérifier  de  même  qu’on  a,  en  général, 

x’  -e  -H  2x/  cosxO/  = X’  -I-  Y’  -+-  2XY  cos5tOV^. 

Si  l’on  pose 

X sina -H  Ysinp  = L,  X cos» -t- Ycosf»  = M. 
les  formules  du  n°  9 peuvent  s’écrire 

.vsinu  = L,  xsinw  = Msinw  — Lcosu; 

donc 

sin’M(x’-4- j’  -H  2x/cosw)  = (L’  -i-  M’)  sin’w. 

Mais 

L’-t- M' = X’-+- Y’-t- 2XYcos(»  — P)  et  a — fs  = 5W)Y^. 

11.  La  transformation  des  coordonnées  ne  change  pas  le 
degré  d’une  équation  existant  entre  les  coordonnées  d’un 
point. 

La  transformation  ne  peut  augmenter  le  degré  de  l'équa- 
lion,  puisque  les  termes  ...,  du  degré  le  plus  élavé 

dans  l’équation  donnée,  se  trouvent  remplacés  dans  l’équation 
transformée  par  les  termes 

[x' siii  to -+-xsin(&>  — a)-t-_)-sin(w  — (3)]’". 

(j'sin&j  -i-sina-l-jsin(3)“, 

qui  ne  contiennent  pas  x ci  y à un  degré  supérieur  à m. 
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La  transformation  ne  peut  pas  non  plus  diminuer  le  degré 
de  l’équation,  car  il  faudrait  alors  que  la  transformation  in- 
verse augmentât  le  degré  de  l’équation,  ce  qui  est  impossible, 
comme  on  vient  de  le  voir. 


§ III. 


Coordonnées  polaires. 


12.  On  peutaussi  déterminer  la  position  d’un  point  P {fig.tj) 
par  sa  distance  p = OP  à un  point  fixe  O,  et  l’angle  G que  fait 
la  droite  OP,  avec  une  droite  fixe  OB  passant  parle  point  O. 

F'E'9' 


La  droite  OP  s’appelle  alors  rayon  vecteur;  le  point  fixe  est 
le  pôle.  La  distance  p et  l’angle  0 sont  les  coordonnées  po- 
laires du  point  P. 

11  est  facile  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  coor- 
données rectilignes  x = OM,  y=  PM  d’un  point  P (Jig.  lo), 

et  ses  coordonnées  polaires  p = OP  et  0 = POM,  relatives  à 
la  môme  origine  O, 

Fig.  10. 


P 

I 


i"  Supposons  que  l’axe  fixe  soit  l’axe  des  a:;  nous  aurons 

OP  : PM  : ; sin  PMO  ; sin  POM  ; 
représentant  OP  par  p et  l’angle  POM  par  6,  il  viendra 

psin  G 


PM=r  = 


sin  U 


Nous  trouverions  de  môme 

f-  ___psin(t.)  — 6) 


OM  = a:  = ! 


SI  110) 
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Si  les  coordonnées  sont  roclanj;iilaires,  ce  qui  esl  le  cas 
le  plus  général,  m esl  égal  à yo  degrés;  les  formules  se  sim- 
plirieni  alors  ei  dcvienneni 

a:  = P cos  G,  y = psinO. 

a”  Supposons  que  la  droile  fixe  OH  ne  coïncide  plus  avec 
l’axe  des  x ii),  ei  fasse  avec  lui  un  angle  a;  on  aura 
alors 

1^  = G ei  VOÛ=zB  — x, 

et  il  suffira  de  remplacer  G par  G — a dans  les  formules  précé- 
denies. 

ïïu- 1 1- 

^ ’ 


M i 

li 

Dans  le  cas  des  coordonnées  rcciangulaires,  on  aura 
X = pcos{0  — x),  y-  = psin(G  — a). 

EXERCICES. 

I.  Riipporier  à des  coordonnées  polaires  les  équations  suivantes,  rela- 
tives à des  coordonnées  recUingulaircs, 

-t-.v'  = 5/n.r,  RtPO.xSE  p = 5/w  cosO, 
p’  cosaO  — rt’. 

II.  Rapporter  à des  coordonnées  rectangulaires  les  équations  suivantes, 
relatives  à des  coordonnées  polaires, 


p’  situé  = 

Répoxse.  xr  = rt’, 

p'  = n'  cosaé. 

(r’  -•-/■)’  = «’ (j"’  — .1  ’), 

J 1 , î 

0 cos-é  = Il  , 

x’  )■’  = (irt  — .r)', 

‘ -X  ’ 

i i 1 

p’  = fl*  COS  - 0. 
‘ 'i 

( X .r'  -+  2 r’  — rt.r )’  = «•  (x’ 
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13.  Exprimer  la  distance  5 de  deux  points  en  fonction 
des  coordonnées  polaires  de  ces  points. 


Soienl  P et  Q [/>(;.  12)  les  deux  points,  O le  pôle  et  OB  la 
droite  fixe. 


OP  = p',  POB  = 0', 
OQ  = p'';  QOB  =(/''; 


Fie.  n. 

<J 


mais 

i^’  = Ôp’-(-  ÜQ'-  aOP.OQcosPÜQ: 

donc 

o‘  = p'’  -e  p"’  — 2 p'  p"cos(G"  — 0'  ). 
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14-.  Deux  équations  quelconques  entre  les  coordonnées 
représentent  géométriquement  un  ou  plusieurs  points. 

Lorsque  ces  équations  sont  toutes  deuv  du  premier  degré, 
elles  représentent  un  seul  point,  car,  en  les  résolvant  par 
rapporta  x et^,  on  obtient  deux  équations  de  la  forme  x = a, 
X=  b,  qui,  ainsi  que  nous  l’avons  démontré  dans  le  Chapitre 
précédent,  représentent  un  seul  point. 

Si  ces  équations  sont  d’un  degré  supérieur  au  premier, 
elles  représentent  plusieurs  points;  en  effet,  éliminant  rentre 
les  deux  équations,  on  obtient  une  équation  en  x seule- 
ment, dont  nous  représenterons  les  racines  par  a„  a„  a 

En  substituant  une  de  ces  valeurs,  a„  à la  place  de  x dans 
les  équations  primitives,  on  trouve  deux  équations  en  r,  ayant 
une  racine  commune  (puisque  l’équation  résultant 

de  l’élimination  de  y entre  les  deux  équations  est  satisfaite 
parx  = a,).  Les  valeurs  x = «, , ^’=p.  satisfont  aux  équa- 
tions données  et  correspondent  à un  point  représenté  par 
ces  équations.  Le  même  raisonnement  s’appliquerait  aux 
autres  points  a:  = a,,  y—  .... 

EXERCICES. 

I.  Quel  est  le  point  représenté  par  les  équations 

3j: -t- 5/ = i3  , ix — y = if 
Rbpoxse.  .r=i,  _r  = a. 

II.  Quels  sont  les  points  représentés  par  les  deux  équations 

j’  -e  y’  = 5,  jy  = a ? 
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Éliminant  y entre  ces  équations  on  trouve 
X*  — 5x^-t-  4 = O. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  x’  = i,  x’  = 4.  et  par  suite  les  quatre 
valeurs  de  x sont 

x = -t-i,  x = — I,  X = -H  a,  x = — a. 

Substituant  successivement  ces  valeurs  dans  la  deuxième  équation,  on 
trouve,  pour  les  valeurs  correspondantes  do  _>•, 

j=-i-a,  y = --x,  r=-t-i,  r=-i. 

Les  deux  équations  données  représentent  donc  les  quatre  points 

-+-a),  (-i,-a),  (-i-a,  -<-i),  (-a,  — i). 

III.  Quels  sont  lés  points  représentés  par  les  équations 

X — y=i,  x’ = a5? 

Réponse.  (4>  3).  (— 3,  — 4)* 

IV.  Quels  sont  les  points  représentés  par  les  équations 

x’ — 5x -t- 3 = O,  x’-i-^’ — 5x— 3/  + 6 = o? 

Réponse.  (i,  i),  (a,  3),  (3,3),  (4,  i). 

< 

15.  Line  seule  équation  entre  les  coordonnées  représente  un 
lieu  géométrique. 

Il  est  évident  qu'une  seule  équation  est  insuffisante  pour 
déterminer  les  deux  inconnues  x et  et  qu’elle  peut  être 
satisfaite  par  un  nombre  indéfini  de  systèmes  de  valeurs  de  x 
et  de  y,  sans  que,  cependant,  elle  le  soit  par  un  système  de 
valeurs  pris  au  hasard.  L’ensemble  des  points  dont  les 
coordonnées  satisfont  à l’équation  forme  un  lieu  qui  est  con- 
sidéré comme  la  représentation  géométrique  de  l’équation 
donnée. 

Ainsi,  par  exemple,  nous  avons  vu(n”5.  Ex.  III)  que  l’é- 
quation , 

[x  — 2)’-l-  (/  — 3)’=  i6 

représente  la  distance  du  point  (x,y)  ifti  point  (a,  3),  qui  est 
égale  à 4*  Cette  équation  est  donc  satisfaite  par  les  coor- 

a 
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données  d’un  point  quelconque  du  cercle  qui  a pour  centre 
le  point  (?.,  3)  et  4 pour  rayon,» et  elle  n'est  satisfaite  que  par 
les  coordonnées  de  ces  points.  On  dit  alors  que  le  cercle  est 
le  lieu  représenté  par  cette  équation. 

L’exemple  suivant,  plus  simple  encore,  nous  permettra  de 
faire  voir  aussi  qu’une  seule  équation  entre  les  coordonnées 
représente  un  lieu  géométrique.  Reprenons  la  construction 
au  moyen  de  laquelle  (n"  1)  nous  avons  déterminé  la  position 
du  point  représenté  par  les  deux  équations  x = a,  y=b. 
Nous  avons  obtenu  le  point  I’  (/'g'.  i3)  en  prenant  MP  = A 
sur  la  parallèle  MK  menée  à OV  par  le  point  M distant  du 


Fig.  l3. 


point  O deüM=a.  Si  nous  nous  étions  donné  une  valeur 
differente  b'  pour  y,  en  procédant  de  la  môme  manière,  nous 
aurions  encore  trouvé  un  point  situé  sur  la  ligne  MK,  mais 
à une  distance  différente  de  M.  Enfin,  si  la  valeur  de  _rest 
laissée  tout  à fait  indéterminée,  et  si  nous  ne  nous  donnons 
que  l’équation  x — a,  le  point  P sera  situé  quelque  pari  sur 
la  ligne  MK,  et  sa  position  sur  cette  droite  sera  indéterminée. 
La  ligne  MK  est  donc  le  lieu  de  tous  les  points  représentés 
par  l’équation  x = a,  puis()ue,  quel  que  soit  le  point  que  l’oii 
prenne  sur  cette  ligne  MK,  l’abscisse  x de  ce  point  sera  tou- 
jours égale  à a. 

16.  En  général,  lorsqu’on  a une  équation  de  degré  quel- 
conque entre  les  coordonnées,  on  peut  prendre  pour  x une 
valeur  arbitraire,  x = a,  et  déduire  de  cette  équation  un  nom- 
bre fini  de  valeurs  de  y correspondantes  à cette  valeur  parti- 
culière de  X : par  conséquent  cette  équation  sera  saiisfqite 
par  chacun  des  points  p,  ç,  r,...  { //g.  i4),  qui  ont  pour  abscisse 
cette  valeur  particulière,  et  pour  ordonnées  les  valeurs  corres- 
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pondantes  déduites  de  l’équation.  En  partant  d’une  autre  va- 
leur de  X,  x = a’,  nous  trouverons  de  même  une  autre  série 

Fig.  14. 


de  points  satisfaisant  à l’équation.  Et  il  en  sera  encore  ainsi 

pour  d’autres  valeurs  de  jt,  x = a“,  x = a", Si  donc  nous 

donnons  successivement  à x toutes  les  valeurs  possibles,  l’en- 
semble de  tous  les  points  trouvés  comme  il  vient  d’étre  dit 
formera  un  lieu  dont  chaque  point  satisfera  à l’équation,  et 
qui  en  sera  par  conséquent  la  représentation  géométrique. 

On  peut,  en  suivant  le  procédé  qui  vient  d’être  indiqué, 
déterminer  autant  de  points  qu’il  est  nécessaire,  pour  figurer 
la  forme  du  lieu. 


EXERaCES. 

1.  Roprésenlcr  grapliiquemenl  (*)  une  série  de  points  satisfaisant  à 
l'équation  3. 

Hépo.nse.  Donnant  à x les  valeurs  —a,  —1,  o,  1,  a,...,  on 
trouve,  pour  J,  — i,  i,  3,  5,  7,...,  et  l’on  voit  alors  que  les  points  cor- 
respondants sont  en  ligne  droite. 


H.  Représenter  le  lieu  correspondant  à l’équation  r = x’ 

Répossb.  Aux  valeurs  de  x : — i,  _i,  o,  -,  1,  -,  a. 

a 2 a 

correspondent  les  valeurs  de  v ; a,  — 7,  — a,  — — 4, 

4 4 


— 3 r — a. 


(■)  Nous  is-rumnianduns  au  lecteur  de  se  servir  pour  ccl  objet  de  papier 
quadrille. 
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-,  — U,  —71  î.  Ces  points  sont  suffisants  pour  indiquer  la  forme 

4 4 

de  la  courbe;  on  jieut  du  reste  les  multiplier  en  donnant  à x des  valeurs 
positives  ou  négatives  plus  grandes. 


III.  Représenter  la  courbe  = 3 ± — x — x‘. 

Réponse.  A chaque  valeur  de  x correspondent  deux  valeurs  de  / : au- 
cune partie  de  la  courbe  ne  se  trouve  à droite  de  la  ligne  j = 4,  ni  à 
gauche  de  la  ligne  .r  = — 5,  puisqu'en  donnant  à xdes  valeurs  positives 
ou  négatives  plus  grandes,  la  valeur  de_v  devient  imaginaire. 


17.  Toute  la  Géométrie  analytique  est  fondée  sur  la  corréla- 
tion qui,  ainsi  que  nous  venons  de  le  montrer,  existe  entre 
une  équation  et  un  lieu  géométrique.  De  là  un  double  but 
à remplir.  Si  une  courbe  est  définie  par  une  propriété  géomé- 
trique, nous  aurons  à déduire  de  cette  propriété  l'équation 
qui  devra  être  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  de  la 
courbe.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  définit  le  cercle  : le  lieu 
des  points  (x,  j ) dont  la  distance  à un  point  fixe  {a,  b)  est 
constante  et  égale  à r,  on  aura  pour  Véquation  (ht  cercle  en 
coordonnées  rectangulaires  (n°  4) 

(x  — 6)*  = r«. 


Si,  d'un  autre  cdlé,  on  nous  donne  une  équation,  nous  au- 
rons à déterminer  la  forme  de  la  courbe  qu’elle  représente,  ainsi 
que  les  propriétés  géométriques  de  cette  courbe.  Pour  laire 
cette  recherche  avec  méthode,  après  avoir  classé  les  équations 
suivant  leur  degré,  nous  déterminerons  la  forme  et  les  pro- 
priétés du  lieu  représenté  par  une  équation,  en  commençant 
par  les  équations  du  degré  le  moins  élevé. 

Le  degré  d'une  équation  se  définit  par  la  plus  grande  valeur 
de  la  somme  des  exposants  de  x et  de_y  prise  dans  chacun  de 
ses  termes.  Ainsi  l'équation  xj -t- a x -f-  3/ = 4 est  du  second 
degré,  puisqu’elle  renferme  le  terme  xy.  Si  ce  terme  n’existait 
pas,  elle  serait  du  premier  degré.  On  dit  qu’une  courbe  est  du 
degré  n lorsque  l’équation  qui  la  représente  est  elle-même  du 
degré  n. 

Nous  étudierons  d’abord  l’équation  du  premier  degré  ; nous 
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ferons  voir  qu’elle  représente  toujours  une  ligne  droite,  et 
que,  réciproquement,  l’équation  d’une  ligne  droite  est  tou- 
jours du  premier  degré. 

18.  Nous  avons  déjà  examiné  (n"  15)  un  cas  très-simple  de 
l’équation  du  premier  degré,  celui  de  l’équation  x = a.  Repre- 
nant les  mômes  considérations,  nous  ferions  voir  que  l’équa- 
tion yz=b  représente  une  parallèle  PN  à l’axe  OX  ijig.,5), 
coupant  l'axe  OY  à une  dislance  de  l’origine  ON  = b.  Si  b de- 
vient nul,  l’équation  se  réduit  à = o et  représente  l’axe  OX; 
de  même  l’équation  x = o représente  l’axe  OY. 

Passons  à un  cas  un  peu  moins  simple,  et  cherchons  quelle 
est  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  d’un  point 
situé  sur  une  droite  passant  par  l’origine. 


Fi|j.  |5. 


Les  deux  coordonnées  PM  et  PN  du  point  P i5)  sont 
de  longueurs  variables,  mais  leur  rapport  est  constant,  puis- 
qu’il est  égal  à 

sin  PO.M  :sin!«PÔ; 

l’équation 

y - ^ 

sinMPO 

sera  donc  satisfaite  par  tous  les  points  de  la  droite  : ce  sera 
l’équation  de  la  ligne  OP. 

Réciproquement,  si  nous  cherchons  quelle  est  la  ligne  re- 
présentée par  l’équation 

>•  = nix, 

nous  voyons,  en  mettant  l’equation  sous  la  forme  — = m,  que 
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cela  revient  à « trouver  le  lieu  d’un  point  P tel,  que  le  rap- 
port PM  : PN  des  deux  droites  menées  par  ce  point  parallèle- 
Vnent  à deux  droites  fixes  soit  constant.  » Ce  lieu  est  évi- 
demment une  droite  OP  passant  par  rinterscciion  O des  droites 
fixes,  et  divisant  l’angle  qu’elles  forment  de  telle  sorte  que 
« 

sin  Pü^  = m sin  PÜN. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a sinPON  =cosPOM,  et 

alors  m = tangPÜM.  L’equation  représenté  dans  ce  cas  une 
droite  passant  par  l’origine  et  faisant  avec  l’axe  desx  un  angle 
dont  la  tangente  est  m. 

19.  Une  équation  de  la  forme  mx  représente  une 

droite  OP  située  dans  les  angles  YOX,  Y'OX'  ; car  il  résulte 
de  celte  équation  qu’à  une  valeur  positive  de  x correspondra 
une  valeur  positive  de  y,  et  à une  valeur  négative  de  x une 
valeur  négative  de  y.  Les  points  représentés  par  cetie  équa- 
tion auront  donc  leurs  deux  coordonnées  à la  fois  positives  ou 
à la  fois  négatives  : par  suite,  ces  points  ne  pourront  se  trou- 
ver (n°  4)  que  dans  les  angles  YOX,  Y'OX'. 

Au  contraire,  pour  que  l’équation  — mx  soit  satisfaite, 
il  faut  que  j'soit  négatif  si  x est  positif,  ou  |)ositif  si  x est  né- 
gatif. Les  points  satisfaisant  à cette  équation  auront  donc  leurs 
coordonnées  de  signes  différents  : par  suite,  la  droite  que  re- 
présente l’équation  se  trouvera  ( n°  3)  dans  les  angles  Y'OX, 
YOX'. 

20.  Cherchons  maintenant  l’équation  de  la  droite  PQ  {/ig.  i6) 
située  d’une  manière  quelconque  par  rapport  aux  axes. 

Menons  par  l’origine  une  parallèle  ORà  QP,  et  soit  R le  point 
de  rencontre  de  OR  et  de  l’ordonnée  PM.  11  est  évident  { n“  18) 
que  le  rapport  RM  ; OM  est  constant  (on  aura,  par  exemple, 
RM  = m.OM);  mais  l’ordonnée  PM  diffère  de  RM  tie  la  quan- 
tité constante  PR  = OQ  = l>;  nous  pourrons  donc  écrire 

PM  = RM -H  PR  ou  PM  = /n.OM-4-PR, 
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r’esl-à-dirc 

y = mx  + b. 

Celle  éqiialion,  élanl  salisfaiic  par  tous  les  poinls  de  la  droilc 
QP,  sera  par  suile  l'équalion  de  celle  droilc. 


Fig.  i6. 


~/o  H T 


Il  résiille  du  numéro  précédent  que  m sera  positif  ou  néga- 
tif suivant  que  la  parallèle  OR  à QP  se  trouvera  dans  l’angle 
YOX  ou  Y'OX.  D'autre  part,  h sera  positif  ou  négatif  suivant 
que  le  point  Q,  où  la  droite  rencontre  l’axe  des  y,  sera  au-des- 
sus ou  au-dessous  de  l’origine. 

Réciproquement,  l’équation  y=mx  + b représente  tou- 
jours une  ligne  droite.  En  mettant,  ce  qui  est  possible,  celte 
équation  sous  la  forme 


et  menant  QT  parallèlement  à OM,  on  aura 


TM=A, 

et,  par  suile, 

PT=j-A. 

La  proposition  ci-dessus  revient  donc  à « trouver  le  lieu  d’un 
point  tel,  qu’en  menant  par  le  point  une  parallèle  PT  à OY 
Jusqu’à  la  rencontre  de  la  droite  fixe  QT,  on  détermine  un 
segment  PT  qui  soit  à QT  dans  un  rapport  constant.  » Et  ce 
lieu  est  évidemment  une  droite  PQ  passant  par  le  point  Q. 
L’équation  la  plus  générale  du  premier  degré, 

A X -f-  B )*  -f-  L O, 

peut  évidemment  se  ramener  à la  forme  j = /«j.- -t- 6,  puis- 
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qu’elle  csl  équivalente  à 


Elle  représente  donc  toujours  une  ligne  droite. 

21.  Ce  que  nous  venons  de  dire  plus  haut  permet  de  préci- 
ser la  signification  géométrique  des  constantes  qui  se  trou- 
vent dans  l'équation  de  la  ligne  droite.  Si  la  droite  représentée 
par  l'équation  y = mx  -4-  h fait  un  angle  « av^c  l’axe  des  x et 
un  angle  p avec  l’axe  des  _>-,  on  a (n®  18) 


sina 


et,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

m = tanga. 

D’ailleurs  (n“20)  b est  le  segment  déterminé  par  la  droite 
sur  l’axe  des  y. 

L’équation  étant  donnée  sous  la  forme  A x -i-  Bj  -h  C=  o,  peut 
se  ramener  comme  précédemment  à la  forme  y—n\x-\-  b; 
on  trouve  alors 

A _ sina 
B ~ sinp’ 

ou,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

A 

— Q = tanga: 

C ^ 

et  le  rapport  — ^ représente  le  segment  que  la  droite  deter- 

11 

mine  sur  l’axe  des 

Corollaire.  — Les  droites  r=  mx b,  y = m'x  -4-  b'  sont 
parallèles  si  nt  — m',  puisqu’elles  font  toutes  deux  les  mêmes 
angles  avec  les  axes.  De  même  les  droites  Ax  -4-  B.r-4-C  =o. 
A'x  -4-  BV  -4-  C'  = O sont  parallèles  lorsque 

A V 
B — b" 

» 

Avant  d’aller  plus  loin,  nous  allons  faire  connaître  deux 
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formes  différenies  sous  lesquelles  on  mei  fréquemmenl  l’é- 
quation de  la  ligne  droite.  ’ 


22.  Trouver  Têqualion  d’une  droite  MN  [Jig.  17  ) en  fonction 
des  segments  OM  = a,  ON  = l>  quelle  détermine  sur  les  axes. 


Nous  pouvons  déduire  oettc  équation  de  l’équation  déjà 
connue 


Ax+  B_)-  -f-  C = O ou 


A B 


Cette  dernière  équation,  devant  être  satisfaite  par  tous  les 


Fig.  17. 


I 

it 


points  de  la  droite,  le  sera  par  le  point  M(x  = a,  j'  — o) 
(n°  2);  nous  aurons  donc 


A 

^a  + . = «. 


a 


Elle  le  sera  de  même  par  le  point  î\{x  — o,  y — b),  donc 

B __i_ 

C “ b' 


Portant  ces  valeurs  dans  l’équation  générale,  elle  devient 


Cette  équation  est  indépendante  de  l’angle  que  font  entre  eux 
les  axes  de  coordonnées. 

La  position  de  la  droite  varie  évidemment  avec  les  signes 
des  quantités  a et  b.  Ainsi,  à l’équation  - -j-  qui  donne 

des  quantités  positives  pour  les  segments  faits  sur  les  axes. 


A 
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L’équation  de  la  droite  MN  est  (n°  22) 


Multipli.Tnt  cette  équation  par  p,  il  vient 


Mais  - 
a 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  ce  qui  est  le  cas  le 
plus  fréquent,  (3  = 90°—  a,  et  l’équation  de  la  droite  devient 

jTCOSa  4-/sina  = /). 

Si  l’on  suppose  que  oc  puisse  prendre  une  valeur  quelconque 
comprise  entre  o et  36o  degrés,  cette  équation  présentera 
quatre  cas  particuliers  correspondants  à ceux  de  l’équation 
du  n“22.  Si  la  droite  a la  position  NM'(_/îgf.  17),  a sera  compris 
entre  90  et  180  degrés,  et  le  coelficicnt  de  a:  sera  négatif;  si  elle 
a la  position  M'N',  oc  sera  compris  entre  180  et  970  degrés,  les 
coefficients  de  x et  dc  _r  seront  tous  deux  négatifs;  enfin,  si 
elle  a la  position  MN',  oc  étant  compris  entre  270  et  180  degrés, 
le  coefficient  de  x s*'*’'*  négatif.  Néanmoins,  dans  ces  deux 
derniers  cas,  il  sera  plus  commode  d’écrire  l’équation  sous 
la  forme  xcosa -t- jsina  = — />,  et  de  regarder  oc  comme 
l’angle,  compris  entre  o et  180  degrés,  que  le  prolongement 
de  la  perpendiculaire  fait  avec  la  direction  positive  de  l’axe 
des  X,  Par  suite,  dans  l’emploi  de  la  formule 

X cosa  -f-_fsin  oc  = p, 

nous  supposerons  p susceptible  de  recevoir  le  double  signe, 
et  nous  prendrons  pour  oc  l’angle,  toujours  inférieur  à 180  de- 
grés, que  la  direction  positive  de  l’axe  des  x fait  avec  la  per- 
pendiculaire ou  avec  son  prolongement. 

On  peut  facilement  ramener  à la  forme  x eosa  -l-^'sina  = p, 
l’équation  générale  Ax -i- -f- C — o;  car,  en  divisant  tous 


P P 

^ X + rx  = p. 
a b' 


■ cosa,  ^ = cosp,  donc  l’équation  de  la  droite  sera 
X cos  a -(- rcos^  = D. 
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expriment  respectivement  les  cosinus  des  angles  que  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l’origine  sur  la  droite 

A a:  -1-  -I-  C = O 

fait  avec  l’axe  des  .r  et  celui  des  y,  et  que 

C sin  M 

\J\'  -i-  B’  — 2 AC  cos  Cl» 

est  la  longueur  de  cette  perpendiculaire.  Cette  longueur 
peut,  du  reste,  se  calculer  plus  facilement  en  (Hvisant  le 
double  ( ON . OM  sin  ca)  de  l’aire  du  triangle  NOM  (Jig.  i8)  par 
la  longueur  de  MN  dont  on  connaît  l’expression. 

Le  radical  qui  se  trouve  au  dénominateur  doit  recevoir  le 
double  signe,  puisque  l’équation  peut  se  ramener  à l’une  ou 
l’autre  des  formes 


X cosa  -4-/cos(3  — p = o, 

X cos(a  -t-  i8o“)  -(-  jcos(P  -t- 180°) -4-  P =0. 

25.  Trouver  l’angle  compris  entre  deux  droites,  dont  les 
équations  sont  données,  en  coordonnées  rectangulaires. 


L’angle  formé  par  les  deux  droites  est  évidemment  égal  à 
celui  qui  est  compris  entre  les  perpendiculaires  abaissées  de 
l’origine  sur  ces  droites;  si  donc  ces  perpendiculaires  font 
avec  l’axe  des  x les  angles  a et  a',  Ax -t- B/ -i- C = o, 
A'x-t- B'j-i- C' = o étant  les  équations  des  deux  droites, 
nous  aurons (n°23) 


cosa  = 


cos  St 


V/À’  -t-  B' 

A' 

V'A"  -+-  B." 


sma 


:»  sma 


B 

V'ÂJhTB’’ 

B' 

VA"  -i-B'’’ 


d’où 


BA'-AB' 

sin  ( a — a ) = - — . -.-  T — ; — » 

aa'-hbb' 


cos(  a — : 


VÂ^B>.VA'’-t-B" 
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cl,  par  suite, 
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lang(3t  — a')  = 


BA'-  AB' 
AA'  + BB'' 


Corollaire  I.  — Les  deux  droiles  sonl  parallèles  (n“  21) 
lorsque 

BA  - AB'  - O, 

puisque  l’angle  qu'elles  forment  devient  nul. 

Corollaire  II.  — Les  deux  droiles  sonl  perpendiculaires 
lorsque 

AA'-hBB'=o, 

puisque  la  tangente  de  l’angle  qu’elles  comprennent  devient 
infinie. 

Si  les  ét^ualions  des  droites  sonl  données  sous  la  forme 
y—  mx  -f-  h,  y’—  ni'x  ■+■  h', 

les  tangentes  des  angles  qu'elles  font  avec  l’axe  des  x sonl  rtt 
et  rti’  (n°  21  ),  et  comme  l’angle  qu’elles  comprennent  est  égal 
à la  différence  de  ces  angles,  on  aura  pour  sa  tangente 

ni  — ni' 

I -(-  mm' 

Les  droiles  sonl  parallèles  si  m = m',  et  perpendiculaires  si 

I mm'  O. 


*20.  Troui'er  l'angle  compris  entre  deux  droites,  les  coor- 
données étant  obliques. 


Partant  des  expressions  du  n”  21,  et  procédant  comme 
ci-de.ssus,  nous  irouveions,  en  désignant  par  w l’angle  que 
forment  les  axes, 

A sine,) 

cos  a = r . 

VA’  -4-  B'  — 2 AB  cos to 

, A'sino) 

cos  a = -7=  1 

V A'’  4-  B'’  — 2 A'B  COS&) 


et 

. B — A coso) 

sina  ^ — 1 

vA’  B’  — 2AB  COS6) 


B'  — A'cosm 

sina  = - — - _ . , — • 

VA''+  B'’ — 2 A'  B' cos  CO 
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(BA'—  AB'  )sin&) 

V^A'  ■+-  B= — îsABcosoi.^Â'’  + B'’  — aA'B'cosoi 

BB'-f- AA'— (_AB'-i-A'B)cosw  

-f-  B' — 2 AB  cosw  . v^A''+  B'’ — 2 A* B'  cos&i 

( BA' — AB'  ) sino) 

BB'  + aX'  ^^B  -iTÂ^B  )^osm  * 

Corollaire  /.  — Les  droilos  sont  parallèles  lorsque 

BA'=  AB'. 

Corollaire  II.  — Les  droites  sont  perpendiculaires  lorsque 
AA'  + BB'=(AB'+  BA')cos6). 

27.  On  peut  toujours  trouver  une  droite  satisfaisant  A deux 
conditions. 

Toutes  les  formes  sous  lesquelles  nous  avons  donné  l’équa- 
tion générale  de  la  ligne  droite  renferment  deux  constantes. 
Ainsi  les  formes  j = mx -(- f»,  xcosa -t-/sina  = /;  renfer- 
ment les  constantes  m et  b,  a.  et  p.  La  seule  forme 

A X -4-  B_)-  -f-  C = o 

semble  en  renfermer  un  plus  grand  nombre;  mais  dans  ce 
cas  on  n’a  pas  à considérer  les  grandeurs  absolues  des  coeffi- 
cients, mais  bien  leurs  rapports,  car,  en  multipliant  ou  en 
divisant  tous  les  termes  d’une  équation  par  une  même 
quantité,  on  ne  change  pas  la  nature  du  lieu  qu’elle  repré- 
sente. On  peut  donc  ramener  l’équation  Ax -t- Bj -h  C = o 
. . . , AB 

a n avoir  que  deux  constantes  » j-r  en  divisant  tous  ses 

VJ 

termes  par  C.  Par  suite,  en  adoptant  une  quelconque  de  ces 
formes,  par  exemple  y—mx-\-b,  pour  celle  de  l’équation 
générale  de  la  droite,  on  peut  considérer  m et  b comme  des 
inconnues  qu’il  s’agit  de  déterminer.  Lorsque  nous  aurons 
deux  conditions,  nous  pourrons  trouver  les  valeurs  de  m et 
de  b relatives  à la  droite  qui  satisfait  à ces  deux  conditions. 


Donc 

sin(a  — a')  = 
sin{a  — a')  = 
tang(a— a')  = 
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Ce  sujet  sera  du  reste  développé  d’une  façon  plus  explicite 
dans  les  n"  28,  29,  32  et  33. 

28.  Trouver  l'équation  d'une  droite  menée  par  un  point 
[x',y')  parallèlement  à une  droite  donnée. 

droite  cherchée  devant  être  parallèle  à une  droite  don- 
née, la  constante  m de  son  équation  y = mx  + l>  est  déter- 
minée (n“21.  Cor.);  puisque  en  outre  cette  droite  passe  par 
le  point  {x',x'),  son  équation,  qui  doit  être  satisfaite  par  les 
coordonnées  d’un  quelconque  de  ses  points,  le  sera  par  x',  y'; 
on  aura  donc  pour  déterminer  b,  y'  = mx'-\-b,  et  l’équation 
cherchée  sera 

y=  mx  -i-y' — iiix'  ou  y — y'=m{x  — x'). 

Si  dans  cette  dernière  équation  nous  considérons  m comme 
indéterminée,  nous  aurons  l’équation  générale  des  droites 
passant  par  un  point  donné. 

29.  Trouver  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  deux 
points  (x’,  y'),  (x",  y"). 

L’équation  générale  (que  nous  venons  de  trouver)  d’une 
droite  passant  par  un  point  donné  (x',  j')  peut  s’écrire 


m étant  une  indéterminée.  Si  la  droite  doit  passer  en  outre  par 
le  point  (x",  y"),  cette  équation  sera  satisfaite  lorsqu’on  y 
remplacera  x et  j par  x"  et^  ".  Donc 


et,  par  suite,  l’équation  cherchée  est 

r — r ' _ J'"  — y' 

X — x'  X* — x' 

Sous  cette  forme,  elle  se  grave  facilement  dans  la  mémoire. 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  l’équation  suivante, 
qui  est  d’un  usage  assez  fréquent, 

{y'—y")^  — (^'  — ^")y-^  xy"—y'x’—  o. 
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On  peut  meltre  aussi  celle  équation  sous  la  forme 

qui  représente  une  droite,  puisque  les  termes  en  xy  dispa- 
raissent; on  voit  immédiatement  qu'elle  est  satisfaite  par  l'une 
ou  l'autre  des  liypolhéses  x = x',x=y';  x=  x",  y^y”;  et, 
en  développant  on  retombe  sur  le  résultat  précédent. 

Corollaire.  — L'équation  de  la  droite  joignant  Yorigine  au 
point  (x',  y')  est 

y'x  = x'y. 


EXERCICES. 

I.  Écrire  b's  équations  des  côtés  du  triangle  ayant  [lour  sommets  les 
points  (a,  i),  (3,  — a),  (—4,  - i). 

Réponse,  j h- 7_v -i- i i = o,  3j  — 3j-t-^  = 7. 


II.  Même  problème;  les  sommets  étant  ( a,  3),  (4,  — 5),  (— 3,  — (*). 
Réponse.  x — 77- = 3g,  g-r— 5_»=:3,  4j-<-7'=ii. 


III.  Trouver  l'équation  de  la  droite  joignant  les  points 

, , ,,  . / ni.r'-t-  nx'  mr'-k-  nr’\ 

{x,y')  et  I ) ■ •). 

V m -h  n m n j 

Réponse.  { v'— 7")x—  (x'  — j*)r-4- j-'.»'—  x’y'—  o. 


IV.  Écrire  l'équation  de  la  droite  joignant 


Réponse. 


rO  ) et  , — ./-)• 


(7-'-+-7  a r ’)x  - (x*^-  x”-  ax'jj  h-  x’y'-y’x'-t-  x”j  7 ”x'=  o. 

V.  Érrire  les  équations  des  médianes  du  triangle  de  l'Ex.  II. 

Réponse.  17c — 37  = a5,  7X -1- g_y 17  = o,  5x— r>7=:ai. 

VI.  Écrire  l'équ.ition  do  la  droite  joignant 

/ /x' — mx'  Ir' — nir’\  , ( U' — nr’  Ir' — ny'\ 

réponse. 

x[/(;h  — //)  >■' -4-  m(n  — l)y"  a(l  — «r)7  ”] 

— 7-[/(»i  — «)x'-t-  Hl(/I  — /)  x'  -I-  «(  / — /«) 

= //»{7'x'-  x'7  ')  -H  nm[)  •x’  — x'y’)  i-  nl[y”y  - y' x"). 

3 
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30.  Trouver  la  condition  pour  que  trois  points  (x,,  _ri)» 

{xj,  f,)  soient  en  ligne  droite. 

Il  suffît,  pour  résoudre  cette  question,  de  voir  si  les  coor- 
données du  troisième  point  satisfont  à l'équation  (n°29)  de 
la  droite  joignant  les  deux  premiers.  On  obtient  ainsi  la  rela- 
tion 

(ji— {•*'1— ^>)r>  + — x,^,)=  O, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  plus  symétrique 

.r*i  (x,  — X,  ) -f-  r>  ( X,  — X,  ) -I- r»  ( x,  — x,)  = o ( * ). 

31.  Trouver  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de 
deux  droites  données  parleurs  équations. 

Chacune  de  ces  équations  exprimant  une  condition  à la- 
quelle doivent  satisfaire  les  coordonnées  du  point  cherché, 
on  trouvera  ces  coordonnées  en  résolvant  les  deux  équations 
par  rapport  à xci  r- 

Nousavonsdil  (n“  Hjqu’un  pointétait  déterminé  lorsqu'on 
avait  deux  équations  entre  ses  coordonnées;  nous  voyons 
maintenant  que  chaque  équation  représente  un  lieu  sur  lequel 
le  point  doit  se  trouver,  et  par  suite  que  ce  point  est  l'inter- 
section des  deux  lieux  représentés  par  ces  équations.  Ainsi, 
les  équations  les  plus  simples  pour  la  déterniinalion  d'un 
point  sont  x = a,  jr=  b;  elles  représentent  deux  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées,  et  le  point  se  trouve  à leur  intersec- 
tion. Lorsque  les  équations  sont  toutes  deux  du  premier  de- 


(*)  En  omploynnt  cette  formiilo,  et  iTautres  tfuo  non»  micoiitio* 

rons  pins  loin,  on  doit  Itieii  ftiirc  nttention  de  prendre  les  rnordoniioc«  dans  nii 
ordre  fixe  [ voir  la  figure  cî-apres).  SI,  par  exemple,  pour  avoir  le  deuxième 


terme  de  la  foiraiilc  c’-deftsus,  nous  remplacions  dans  le  pieniier^v,  pav.),»  J*, 
par  X,  et  x,  par  x^;  pour  obtenir  le  troisième  nous  devions  marcher  dans  le 
mèmcoidre,  et  nmplacer^r,  par,V|»  J",  par  x, , et  x,  par  x,. 
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grc,  elles  ne  représenlent  qu’un  seul  point,  puisque  clinque 
équation  est  celle  d’une  droite,  et  que  deux  droites  ne  peu- 
vent se  couper  qu’en  un  seul  point.  Dans  le  cas,  plus  général, 
où  les  équations  sont  d’un  degré  supérieur,  les  lieux  corres- 
pondants se  coupent  en  plusieurs  points. 


EXERCICES. 


I.  Trouver  les  sommets  du  triangle  dont  les  rétés  ont  pour  équations 

JT  — 3/=4i  3x -I- 5/ -I- 7 = O. 

-f:)'  (ï-  a-  -0- 

II.  Trouver  les  coordonnées  des  iiitersertions  des  droites  4' 

3 X -r-  r — 1 = O,  X -¥■  a_T  =5,  ix  — 2j  -t-  y = o. 

RÉPO.,SE.  (1,  11),  (-±,  ÿ). 

TII.  Trouver  les  ^coordonnées  des  intersections  des  droites  ‘ 

■ix  -I-  3_7'  = 1 3,  ' üx  —y  =7,  x — 4.v  -t-  lo  ;r  o. 

Réponse.  — Ces  droites  so  coupent  au  point  (a,  3). 

IV.  Trouver  les  coordonnées  des  .'ommets  et  les  équations  des  diago- 
nales du  quadrilatère  dont  les  côtés  sont 

ax— 3_r=io,  a_)-l-x  = 6,  i6x  — 107"  33,  lax -i- 147' -t- ag  - o. 

Réponse. 

(-?)■  {».  ^>  {-.j> 

67'  — X = G,  8.r  a >"  -r-  1 .=  o. 

V.  Trouver  les  inter.sertions  des  cotés  oppost’s  du  même  quadrilatère 
et  l’équation  de  la  droite  joignant  ci  s points  d'intersection. 


Réponse.  (h3.  (- .Ga/- 


iggx  44Ga 

3. 
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VI.  Trouver  les  dia;;onales  du  parallélogramme  formé  par 

X 1=  rt,  X = n',  y=  b,  y = //. 

HÉTONSE. 

(b  — b')x  — (/!  — «')_)•=  a' b — ub',  (b  — i').r -+-  [n  — a')y  ~ ub  — a' b'. 

VII.  On  prend  pour  axes  la  base  d'un  triangle  cl  la  médiane  eorres- 
(«ndanto;  trouver  les  équations  des  autres  médianes  el  l(*s  coordonnév'S 
do  leur  point  d’intersection,  les  coordonnées  du  sommet  opposé  à la  bas(' 
étant  O,  y,  celles  des  autres  .sommets,  x',  o et  — j’,  o. 

Réponse. 

Zx'y  — y'x  — x'y  = o,  3x'^  -+- v'x  — x'j  ' = o ; 

VIII.  On  prend  pour  axes  les  côtés  opposés  d’un  quadrilatère,  el  les 
autres  côtt^  ont  pour  équations 

X r XV 

ao  %a  ib 

trouver  les  jioints  milieux  des  diagonales. 

Réponse.  (<r,  b'\  («’,  b). 


IX.  M ém(*s  données;  trouver  les  rnordonm'es  du  point  milieu  de  la 
droite  joignant  les  points  d'intersection  des  côtés  opposés. 


Répo.nse. 


a'h.n  — nh’.n’  n'b.h' — nb'.b 
(l  ' b — «b'  a b — ah' 


La  forme  de  ces  c.xpressions  indique  (n'  7)  que  «!  |K)int  (bvise  exté- 
rieurement la  droite  joignant  les  deux  premiers  en  deux  segments  qui 
sont  dans  le  rapport  a' b ; ab'. 

32.  Trouver,  en  cooniomtées  rectangulnires,  tVqiialion  de 
Li  perpendieitlaire  abaissée  d'un  point  donné  (.i',  y')  sur  lu 
droite  y=  mx  + b. 

Puisque  mm'=  — i (n°  25)  est  la  condition  pour  que 
deux  droites  soient  perpendicuiaircs,  on  a |)Our  l'équatiou 
cherchée 

-(x-x'). 

/ ^ /?t  ' ' 
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On  irouverait  de  même  pour  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  (x',  y')  sur  la  droite  Ax  4-  C =o,  l'équation 

A(r-r')  = B(^-*')r 

qui  peut  se  déduire  de  celle  de  la  droite  en  y permutant  les 
coefficients  de  x et  de  y,  et  changeant  le  signe  de  l'un  d'eux. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  les  é(|uations  des  hauteurs  du  triangle  (i.  i),  (3,  — a), 
(-4, -■). 

Réponse.  I.es  équations  des  côtés  sont  (20,  Ex.I) 

X -4- 1 1 = O,  3 v — .r=i,  3.r-+-^=7, 

et  celles  des  hauteurs 

1 7x  — _»■  ='i3,"  3x-t-_7'=T7,  3_r— x = i. 

Le  triangle  est  rectangle. 


II.  Trouver  les  équations  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux 
des  côtés  du  mémo  triangle. 

Réponse.  Les  points-milieux  étant 


les  per|>endiculaires  ont  pour  équations 

7x  — V -I- a = O,  3x -t- 3 =r  o,  3_)‘ — x -f- 4 = o. 

et  elles  se  coupent  au  point 

III.  Trouver  les  érgunlions  des  hauteurs  du  triangle  (a,  3),  (4,  —5), 
(-3,-6)  (29,  Ex.  II). 

Réponse.  7x-4-_v=i7,  5.r  h- gj- i5  = o,  x — 4/=ai; 
ces  droites  se  coupent  au  point 
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IV.  Trouver  les  équations  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux 
des  cétés  du  même  triangle. 

Rbpo.nse.  7.r -HJ -t- a = o,  5 j- -h  9 v -h  i6  = o,  x— 4>=ai; 
. / I 5i\ 

ces  droites  se  coupent  au  point  ~ ~ 

V.  Trouver  le.s  équations  des  hauteurs  d’un  triangle  ayant  (x‘,  ,v'). 
(x*,  j’),  {x”,  r")  pour  sommets. 

Ripo.v^. 

(.1’-  x’)x  -H  ( V-H  (x'x"-H  r'j  ”)  - (x'x*-H  r'.v'  ) = O. 

(.r"-  x')x  -H  (j"”- r’)  r -h  (x*x'  v'r')  - (x'x"-h  j'j")  = o, 

(.r— x*)x  -H  (j'— .»").)•  -H  (x"x'-H />')  - (x"x'-H  r"j'  ) = O. 

VI.  Trouver  les  équations  des  perpendiculaires  élevées  sur  In  milieu 
des  côtés  de  ce  triangle. 

RieoNSK. 

(X'-X-)X-H  0 '-j")j  = i(x'’-x"')-H^(r"-  V”), 

(,c”-  x')x  -H  {r’’-x‘  )r  = ^(x**-  x’>  ) j"  ), 

(.r-  - X*  )x  -H  ( r'  - J-  ) J = i (x-»  - x’’  ) -H  i ( j"  -.r"  ) . 

vu.  On  prend  pour  axes  la  base  d’un  triangle  et  la  hauteur  rorrespon- 
danle;  trouver  l’é(|uation  des  deux  autres  hauteurs  et  les  rooidonnées  d” 
leur  (loint  d’intersection.  Les  roo'données  des  extrémités  de  la  base  sont 
0)1  (—  ■*”>  ‘>)i  Pi  ppIIp  du  sommet  opposé 

Réponse. 

x"(x-x')-Hj  V = o,  x'{x-Hx’")-j'j=0,  ^O, 

VIII.  Mêmes  données  ; trouver  les  équations  des  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  côtés  et  les  coordonnées  de  leur  intersection. 

Réponse. 

a(x"-Hr'r)=j"-x'’>,  a(x*x- v'.r)  = x">- r",  ax  = j'-x", 
(x'-x’  r"  — x'x"\ 

■ -a;”j‘ 

IX.  Trouver  l'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  p int(.r',j  ')sur 
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la  droite  xcosa  +_vsinx  = p,  et  les  coordonnées  du  pied  de  cette  per- 
pendiculaire. 

RÉPo.'iSK.  y — ,r*  = tang*{x  — J-'), 

j'-t-  cosa(^  — x'cüsx  — /’sin*),  /'-H  sinx(/>  — x'cosa  — .r'sina). 

X.  Trouver  la  longueur  de  cette  perpendiculaire. 

Réponse.  ^ — x'cosa — _7''sina). 


33.  Trouver  en  coordonnées  rectangulaires  l'équation  d'une 
droite  passant  par  un  point  donné  (x',  r'),  rt  faisant  un 
angle  9 avec  la  droite  y = mx  •+■  b. 


Soit 


y— y' = m[x  — x') 


l’équation  cherchée,  nous  aurons  ( n”  25) 


m — m 

tang?=  . 


d'où 


m = 


m — tanft9 
I -t-  m tang9 


3i.  Trouver  la  distance  d'un  point  (x',y')  à une  droite 
XC.0S0L+ ycos^  = p. 


Nous  avons  déjà  indiqué  (n°32,  Ex.  IXélX)  un  procédé 
pour  résoudre  celte  question,  tirais  on  peut,  à l’aide  de  la 
géométrie,  arriver  au  même  résultat.  Soient  MN  [Jig.  19)  la 


Fig.  19. 


I 


droite  donnée,  OR  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’origine  sur 
celte  droite,  QK  l’ordonnée  du  point  donné  Q. 
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Menons  QR  et  KT  parallèles,  et  0^  {■erpendiciilaire  à la 
droite  donnée.  Alors 


mais 
dune 
par  suite 


OK=x',  OT  = x'cos«; 
SQK  = p et  QK=/', 


RT  = OS  = cos  p, 
x'  cos  a cos  (3  = OR. 


Retranclianl  de  chaque  membre  la  distance  OP  de  l’origine  à _ 
la  droite,  on  aura,  pour  la  distance  cherchée, 

x'  cos  a -t-  y’  cos  p — /<  = PR  = QV. 

Si  l’on  avait  pris  dans  la  figure  le  point  Q du  même  cùté  de 
ia  droite  que  l’origine,  OR  aurait  été  plus  petit  que  OP,  et  on 
aurait  trouvé  p — x'cosa — jf'cosp  pour  la  valeur  de  la  dis- 
tance cherchée;  cette  distance  change  donc  de  signe  suivant 
que  le  point  se  trouve  situé  d’un,  côté  ou  de  l’autre  de  la 
droite.  Lorsqu’il  ne  s’agit  que  d’une  seule  distance,  on  peut 
ne  considérer  que  sa  valeur  absolue,  abstraction  faite  du  signe; 
mais  quand  on  a à comparer  les  distances  de  deux  points,  tels 
que  Q et  S,  il  faut  nécessairement  (n"C)  tenir  compte  des 
signes  de  ces  distances  QVet  SV,  puisqu’elles  se  trouvent  me- 
surées suivant  des  directions  opposées.  Le  sens  positif  étant  en 
soi  arbitraire,  on  peut  prenare,  pour  représenter  la  distance 
d’un  point  à une  droite,  l’expression  (/>  — x'  cosa  — cosp), 
soit  avec  le  signe  ■+,  soi^avec  le  signe  — . En  la  prenant  avec 
le  signe  autrement  dit  en  supposant  le  terme  constant  po- 
sitif, on  considère  comme  positives  les  distances  des  points 
situés  du  même  côté  de  la  droite  que  l’origine,  et  comme 
négatives  les  distances  des  points  qui  se  trouvent  de  l’autre 
côté.  Si  l’on  prenait  l’expression  avec  le  signe  — , ce  serait 
l’inverse  qui  arriverait. 

Si  l’équation  de  la  droite  est 


Ax  -t-  B/  C = O, 
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en  Ifl  ramenant  à la  forme 

xcosa  -t-_^‘COsp  — P = O, 

on  trouve  pour  la  distance  du  point  (x',  y')  à cette  droite 

Ax' Br'-i- C (Ax'-+- Br' +C)sin&> 

V'A’+B’  V^A> + B’— aABcosû) 

suivant  que  les  axes  sont  rectangulaires,  ou  otiiii|ues  sous 
l'angle  û).  En  comparant  les  distances  respectives  du  point 
{x',  y')  et  de  l’origine  à la  droite,  on  voit  que  le  point  (x',  y') 
se  trouve  du  même  côté  de  la  droite  que  l'origine  lorsque 
Ax"  -h  B_7^'  -f-  C a le  même  signe  que  C,  et  inversement. 

La  condition  nécessaire  pour  qu’un  point  (x-',  y'}  se  trouve 
sur  une  droite  Ax  + Bj>‘ -t- C ==  o s'obtient  évidemment  en 
exprimant  que  ses  coordonnées  x'ct  r'  satisfont  à cette  équa- 
tion, ce  qui  donne 

Ax'  -h  Bj'-t-  C = O. 

Cette  condition  n’est 'donc,  d’après  ce  qui  précède,  que  la  ira* 
duction  algébrique  de  ce  fait  : que  la  distance  du  point  à la 
droite  est  nulle. 

EXERCICES. 


I.  Trouver  la  distance  de  l'origine  à la  droite  3x  -h  4y-h  ïo  = o,  les 
axes  étant  rectangulaires. 

' Réponse.  4- 


II.  Trouver  la  distance  du  point  (a,  3)  à la  droite  — 4 = o. 


Réponse.  — :r  j le  point  est  situé  du  côté  opposé  à celui  de  l'origine. 
v'5 


III.  Trouver  les  hauteurs  du  triangle  {a,  i),  (3,  — a),  { — 4,  — i). 
Réponse,  ay/â,  /îo,  av'Tô.  L'origine  est  à l'intérieur  du  triangle. 


IV.  Trouver  la  distance  de  (3,  — 4)  à 4x  -t-  a_v  — 7 = o,  l'angle  des 
axes  étant  de  60  degrés. 


Réponse. 


3 

4' 


le  point  est  du  même  côté  que  l'origine. 
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V.  Trouver  la  dislance  de  l’origine  i la  droite 

fl(x  — n)-t-  b(y  — b)  — O. 

Répo.nse.  \/u'  -h  b'. 

35.  Trouver  l'équation  Je  la  bissectrice  de  l'angle  compris 
entre  les  deux  droites 

xcosa  +7‘sina  — y —o, 

X cosp  + jsin[3  — p'  o. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  trouver  celle  équation  con- 
siste à exprimer  algébriquement  celte  propriété  éonnuc  ; 
a Les  points  de  la  bissectrice  d’un  angle  sont  à égale  distance 
des  côtés  de  cet  angle.  » Nous  avons  alors  immédiatement 
l'équation 

X cos  a >'sin  »—  p = ±(x  cos  (3  -t-  ysin^  — p'  ), 

puisque  ciiacun  de  ses  membres  exprime  la  distance  d'un  de 
ces  points  à une  des  droites  ( n"  34). 

Si  les  équations  des  droites  étaient  données  sous  lu  forme 
Ax -4- Bj -t- C = O,  A'x -f- B y -4- C'  = O,  on  trouverait  pour 
l’équation  de  la  bissectrice 

A X -I-  B r -I-  C A'  X -4-  B'  r -t-  C 

v/a>-hB»  \jk'‘  -4-  B'= 

Le  doubie  signe  montre  qu’il  y a deux  bissectrices.  Les 
points  de  la  première  sont  à égale  distance  d'une  des  droites, 
dans  la  région  que  nous  considérons  comme  positive,  et  de 
l’autre  droite  dans  sa  région  négative  ; les  points  de  la 
deuxième  sont  à égale  distance  des  deux  droites  prises  dans 
leurs  régions  positives  ou  dans  leurs  régions  négatives. 

En  prenant  le  signe  de  telle  façon  que  les  deux  termes  con- 
stants soient  de  même  signe,  on  a (n'’34)  la  bissectrice  de 
l'angle  dans  lequel  se  liouve  l’origine;  en  donnant  aux  deux 
termes  constants  des  signes  contraires,  on  obtient  la  bissec- 
trice de  l’angle  supplémentaire. 
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EXERCICES. 


I.  Ramener  les  équations  des  bisscctiires  des  angles  formés  par  les 
deux  droites  de  l’énoncé  du  n°33  à la  forme  jcos»  -*-/sin*  = p. 

Réponse. 

j-cosr^(a  -H  ji)  go”!  -(-^■sinri(*-i-  -s-  go”!  = 

^ -J  L -**>cîn  — fîË  — 


- 

I-  ,,  .1,  P-^P 


asin-(a  -P) 


xcos  - (a  -t-_vsin-(*  H-  f>)  = ■ 


acos-(a  - P) 

II.  Trouver  les  équations  des  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites 

3x  -t-  4 J'  — 9 = 0,  lax  H-  5_v  — 3 = 0. 

Réponse.  yjr  — g_r  -t-  34  =■  o,  g.r  -t-  7^'  = la. 


36.  Trouver  l’aire  du  triangle  formé  par  les  trois  points 
(x„  J,).  (x„  J,),  (Xj,  jv,). 

Le  double  de  l’aire  de  ce  triangle  peut  s'obtenir,  en  multi- 
pliant la  longueur  de  la  droite  joignant  deux  de  ces  points 
(x„  r>)  par  la  distance  du  troisième  point  (x„  jj)  à 
cette  ligne.  Cette  distance  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires, 
est  égale  ( n°*  29,  34)  à 

(7.  — — ( J’i  — X,)  r»  X,  r,  — _x,^ 

v'iri  — — 

et  comme  le  dénominateur  de  cette  fraction  exprime  la  lon- 
gueurdela  ligne  Joignant  (x„  7i)à(x„  j,),  la  quantité 

( X,  — X,  ) -t-  { X,  — X,  ) -(-  rj  ( X,  — X,  ) 

représente  le  double  de  l’aire  du  triangle  formé  par  les  trois 
points. 

Nous  trouverions,  en  répétant  le  même  raisonnement  et  en 
employant  les  formules  relatives  aux  axes  obliques,  que,  dans 
le  cas  de  deux  axes  faisant  entre  eux  un  angle  u,  il  suffit  de 
multiplier  l’expression  précédente  parsinw. 

A la  rigueur  nous  devrions  faire  précéder  cette  expression 
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du  double  signe,  puisque  nous  l’obienons  en  extrayant  une 
racine  carrée.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a qu’une  seule  aire  à con- 
sidérer, et  où  par  suite  il  ne  saurait  être  question  que  de 
grandeur  absolue,  c'est  chose  inutile.  Mais  il  n’en  est  plus  de 
même  lorsqu’on  a à évaluer  «leux  triangles  dont  les  sommets 
^i),  {-T„  /,)  ne  se  trouvent  pas  du  même  côté  delà  droite 
joignant  {x„  ),  et  qui  sert  de  base  commune  aux 

deux  triangles;  il  faut  alors  donner  des  signes  différents  aux 
aires  de  ces  triangles,  et  la  surface  du  quadrilatère  formé  j ar 
ces  quatre  points  est  la  somme,  et  non  la  différence,  de  ces 
deux  triangles. 

Corollaire  /.  — l.c  double  de  l’aire  du  triangle  formé  par  les 

points  (x,,  r,),  (x,,  y,)  et  l’origine  s’obtient  en  faisant  x,=  o, 

7-,  = o dans  l’expression  précédente  eta  poUr  valeur  x, — r,x„ 

/ 

Corollaire  II.  — Considérée  au  point  de  vue  géométrique, 
la  condition  (n"  39)  pour  que  trois  points  soient  en  ligne 
droite  exprime  que  l’aire  du  triangle  formé  par  ces  trois  points 
est  nulle. 

37.  Exprimer  l'aire  d'un  polyf^one  en  fonction  des  coor- 
données de  ses  sommets. 

Joignons  un  point  quelconque  {.r,  j),  pris  dans  l’intérieur  du 
polygone  à tous  les  sommets  {x,,  y,),  {x„  y,},  {x„  yy),. . 
nous  diviserons  ainsi  le  polygone  en  un  certain  nombre  de 
triangles,  et  la  somme  des  aires  de  ces  triangles  sera  évidem- 
ment égale  à l’aire  du  polygone.  Le  double  de  l’aire  declia(|ue 
triangle  est  jn“  3G)  respectivement 

— Ji)  —/{  ri  — ^,]  + x,y,  -h  x,y„ 

.Vi)  — /(-rj  — Xy)  -hXyyy  — xyy„ 


a-(/._,  — /,)  — — x.)  -t-  x._,  y.  — x,y._i, 

^(/-  — /•>  - — -r.)  + x,y,  — x.y.. 

Ajoutant  toutes  ces  valeurs,  et  observant  que  la  somme  des 
facteurs  de  x ou  dey  est  nulle  (ainsi  que  cela  doit  être,  puis- 
que l’aire  du  polygone  est  indépendante  de  la  manière  dont 
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olle  n éit?  divisée  en  triangles},  on  trouve  pour  le  double  de 
l'aire  du  pol^'gone 

(a-,  J.  — x,j.)  -f-  — X,;-,)  + . . . 

+ ( ■r._,  J-,  — X.  j._,  ) -h  ( x.  Vi  — X,  ), 

expression  qui  peut  s'écrire 

X,  (y,  —y.) -h  X,  0',  — y,)  + x, — J, ) 4- ...  -f.  X,  ( j,  — 

ou  bien  encore 

y, ( X,  — X, ) 4- 7-.(  — ■ï'i  ) + .?  i(x,  - X,  ) 4- . . . -+-7'.{  x_,  — X,  ) . 

EXERCICES. 

I.  Trouver  l'aire  du  triangle  (a,  i),  (3,  — a).  ( — 4,  — i). 

Réponse.  10. 

II.  Trouver  l'aire  du  triangle  (a,  3),  (4,  — 5),  ( — 3,  — G). 

Réponse,  ag. 

III.  Trouver  Taire  du  rjuadrilalère  (i,  1),  (a,  3),  (3,  3),  (4,  1). 
Réponse.  4- 

38.  Trouver  la  condition  pour  que  trois  droites  concourent 
en  un  même  point. 

Soient 

Ax-fBj4-C  = o,  A'.r-(-lJ'/-t-C'=o,  A''x  + B"j4-C''— o 

les  équations  de  ces  droites. 

Si  elles  se  coupent  en  un  môme  point,  les  coordonnées  de 
l’intersection  de  deux  d'entre  elles  doivent  satisfaire  à lu  troi- 
sième équation. 

Les  coordonnées  de  l'intersection  des  deux  premières  sont 

Bf.'-B'C  CA' -C'A 
AB'— A'B’  AB— AB’ 

et  en  les  substituant  dans  la  troisième  éi|uation,  on  trouve 
A"(  BC' - B'C)  -4-  B'( CA' - C'  A } -4-  C'(  AB'  - A'  B)  = o; 
cette  condition  peut  encore  s'écrire  des  deux  manières  sui- 


A 
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vanlcs 

A ( B' G"  - B' C'  ) + B ( C'A'  - C"A' ) + C( A'  B'-  A'  B'  ) = o, 

A{B'C'-B"C')  -f-  A'(B"C-  BC")  + A'(BC'—  B'C)'=:o. 

*39.  Trouver  Taire  du  triangle  formé  par  les  trois  droites 
Ax  + B7+C  = o,  A'x  + B'r-+-C'=o,  A'x-f-B'r-+- C"=  o. 

Les  coordonnées  des  sommels  du  triangle  s'obtiendront  en 
éliminant  successivement  x et  y entre  ces  équations  prises 
deux  à deux.  En  substituant  leurs  valeurs  dans  la  formule  du 
n°3G,  on  trouve  pour  le  double  de  l’aire 

BC'— B'C/A'C"  — C'A'  A'C— C'A\ 

A B'  — B.\'  \ B'  A"  — A ' B"  B"  A — A''  B / 

B'  C"  — B'  C'  /A'C-  C'  A AC  - CA'  \ 
A'B'-B'A"VB”A  — A'B  BA'— AB'/ 

B'C  - BC"  / AC'  — C'A  A'C'  — C' A'\ 

A"B  — B'A  \BA'—  AB'  B'A"—  A'B"/' 

Si  l’on  réduit,  dans  chncuiie  des  parenthèses,  les  deux  frac- 
tions qu’elles  comprennent  au  même  dénominateur,  on  ob- 
tient une  série  de  fractions  ayatit  pour  numérateurs  la  (]uantité 

A'  ( BC'  — B'  C ) -h  A ( B'  C"  - B"  C'  ) -t-  A ' ( B"  C — C"  B ), 

multipliée  respectivement  par  A",  A et  A',  et  il  vient  pour  le 
double  de  l’aire 

i \/B'C'-  B'C')-t-  A'(r.'C  — BC'JI -h  A"(BC'  — B'C)]> 

AB'  — B \'  ) ( A'  B — B^À"  ) ( A"  B — B"  A ) 

Si  les  trois  droites  sont  concourantes, cette  expression  s’an- 
nule (n°  38);  si  deux  des  droites  sont  parallèles,  elle  devient 
infinie  ( n"  23). 

4-Ü.  Trouver  Téqualion  d'une  droite  passant  par  l'intersec- 
tion de  deux  droites  données. 
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On  peuirnsoudre  relie  quesiion  en  substilunnlàx'  ei_>  ' dans 
l'équalion  y—y=m{x—x')du  ii”  28,  les  coordonnées  de 
l’inlerseclion  des  deux  di  oiles,  délerminées  d’après  le  n”31. 
Mais  on  arrive  plus  racilemenl  au  résullal  en  s'appuvanl  sur 
le  principe  suivanl,  qui  csl  d'une  grande  imporiance. 

Si  S=  O,  S'=o  sont  les  Aquations  Je  deux  lieux,  le  lieu  repré- 
senté par  l’équation  S 4-  /<  S'  =:  o ( dans  laquelle  k est  une 
constante)  passe  parles  points  communs  aux  deux  premiers. 

Il  esl  évidcnl,  en  effci,  que  loui  couple  de  coordonnées  qui 
salisfera  à la  fois  aux  équalions  S = o,  S'  = o saiisfera  aussi  à 
l’équalion  S -f-  hS'—o. 

Il  résulle  de  là  que  ré({UJlion 

( Ax  + B.»-  + C)  -f-  /.  (A'x  4-  B'7  -h  C')  = O, 

qui  esl  du  premier  degré,  représente  une  droite  passant  par 
l’inlcrseciion  des  deux  droites 

Ax  -t-  B_|-  + C = O,  A'x  H-  B'/  + C'  = O. 

Les  coordonnées  du  point  d’intersection  de  ces  deux  droites 
satisfont  évidemment  à l’équation 

( A X -t-  B/  4-  C)  -♦-  /■  ( A'x  + B'/  4-  C' ) = O, 

puisqu’elles  annulent  séparément  chacune  des  deux  parties 
de  celte  équation. 

EXEnr.ic.ES. 

I.  Trouver  réqualion  de  la  droite  joignaul  à l’origine  rinterscclion  de 

Ax-i-B/4-C  = o,  A'x  -t-  B’ )•  H-  C = O. 

Réponse.  Multipliant  la  première  é<|uatiun  par  C',  la  seconde  parC,  et 
soustrayant,  on  obtient  l'équation  chercliéo 

(AC'  - A’C)x^-  (BC-  CB')r=  O. 

La  droite  qu’elle  représente  passe  en  effet  par  l'origine  (n”  18)  et  par 
l’intersection  des  deux  droites  (n”  tO). 

II.  Trouver  l’équation  de  la  droite  menée  par  rinlcrsection  de  res  deux 
mêmes  droites  parallèlement  à l’axe  des  x. 

Réi>o>se.  (BA'-  AB’)r-t-(’.V-  AC.'=  o. 
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UI.  Trouver  l'équation  do  la  droite  passant  par  le  point  d'intcrsertinn 
de  ces  deux.mémes  droites  et  par  le  point 

Réponse.  Déterminant  dans  l’équation  "énéralc  donnée  ci-dessus  la 
ronstante  X-,  de  manière  que  cette  équation  soit  satisfaite  par  x',  r',  on 
trouve  pour  l'équation  cliercbée 

(Ax  + B/-t-C)(AV-4-B>'-»-C’)  = (A'x-)-B’v-4-C’)(Ax'-*-B.)'-t-C). 

IV.  Tnuyver  l'équation  de  la  droite  joignant  le  point  (2,  3)  à l'intersec- 
tion des. deux  droites  ix  -i-  3_v  -i-  1 = o,  3x  — 4 >■  = ü. 

Réponse. 

1 1 (ix -4- 3_v -H  1) -H  i4(3x  — 4/ — 5)  = O,  ou  C4x  — 23,)' = 5g. 

41.  Le  principe  établi  au  numéro  iirécédenl  donne,  pour 
reconnaître  si  trois  droites  se  coupent  en  un  même  point,  un 
critérium  souvent  plus  commode  dans  la  pratique  que  celui 
du  n*  34  : 

Trois  droites  Ax-+- C = o,  A'x -I- B' )■ -+- C'=  o, 
A*x -H  B"j'-l- C"=  O passent  par  un  même  point,  lorsque  la 
somme  de  leurs  équations  multipliées  respectivement  par  une 
constante  est  identiquement  nulle,  c’est-à-dire  si  la  relation 
suivante,  dans  laquelle  /,  m,  n représentent  trois  constantes, 
est  vraie,  quels  que  soient  x et  v, 

/(  A X -4-  B )•  -f-  C)  m ( A'x  H-  B',r  -t-C')-i-n(  A ”x  -h  B"j ■ + C ) = o. 

Car  alors  les  valeurs  des  coordonnées  qui  annulent  séparc- 
menl  les  deux  premiers  termes  de  l’équation  annulent  aussi 
le  troisième. 


KXERCir.ES. 

I.  I.es  trois  médianes  d’un  triangle  se  coupent  en  tin  mémo  point. 
Leurs  équations  sont  (21),  Ex.  IV) 

-+-  (x”/’— /"x')  -h  (x"j'  — .r"x')  = O, 

( > ”-e  >•'  — 2 > ')  c — (x”  -H  x'  — 2.r*)_r 

+ ixy’-yx’)  = O, 
(y-t-y--2jyx-(y^x’-2x”)r 

-4-  (xy"-yx")  -4-  (x*^  'x")  = O. 
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La  somme  de  ces  équations  est  identiquement  nulle,  les  droites  qu’elles 
représentent  se  coupent  donc  en  un  seul  point,  dont  les  coordonnées 
sont 

II.  Démontrer  le  même  iliéorème  en  prenant  pour  axes  les  deux  côtés 
du  triangle  dont  les  longueurs  sont  a et  b. 


2.r 

Réponse  . — 
a 


V 


,r 

n 


a,v 

T 


= o, 


■£ 

» b 


O. 


III.  Les  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même  point.  Il  en  est 
de  mémo  des  perpendieulaires  élevées  sur  le  milieu  des  côtés. 

La  somme  des  érpiations  (n°  32,  Ex.  V,  VI  ) est  identiquement  nulle. 

IV.  Les  bis-sectrices  des  angles  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même 
point. 

Elles  ont,  en  effet,  pour  équations, 

(xcos*  -(-/sina  — p)  — {xcosp  -t-_vsin^  — p')=  o, 

(x  cos^  -i-  _r  sinS  — p')—  {xcosy  -i-/  siny  — p")=  o, 

(x  cosy  ■+■  > sin|î  — //)  — (xcos*  -i-^vsina  — p)  = o. 

*42.  Trouver  les  coordonnées  rie  V intersection  de  la  droite  joi- 
•rnant  les  points  [x',y’),  avec  la  droite  kx  C=o. 

Le  but  de  ce  problème  est  d’exposer  une  méthode  (que 
nous  aurons  souvent  occasion  d’emplover  dans  la  suite)  pour 
déterminer  le  point  où  un  lieu  donné  rencontre  la  droite  joi- 
gnant deux  points  donnés.  Nous  savons  (n“  7)  que  les  coor- 
données d'un  point  de  la  droite  passant  par  ces  points  peuvent 
s’exprimer  par  les  formules 


mx 


nxé 


my 


nr' 


Nous  prendrons  pour  inconnue  le  rapport  — des  segments  dé- 
terminés par  le  lieu  sur  la  droite  joignant  les  deux  points,  et 
nous  en  chercherons  la  valeur  en  exprimant  que  les  coor- 
données ci-dessus  satisfont  à l’équation  du  lieu.  Ainsi  dans  le 

4 
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d'où 


mx  ■+■  nx'  niy  -+-  ny  ^ 
m -h  n ni  + n 

ni kx'  + Br''  + C 

7T“~  A a ' -4-  Bj'*-t-C’ 


l'ordonnée  du  point  clierchc  sera  donc 

_(Aj'-t-Br-'  + C)r"-(Aa:''-i-Br''-4-C)x' 

^ ( Ax' + B/' + C j — ( Ax"  + B/'-t- C)  ’ 

et  l'on  aura  une  expression  analogue  pour  l'abscisse.  La  va- 
leur du  rapport^  peut  s'obtenir  géométriquement,  en  remar- 
quant que  le  rapport  des  segments  de  la  lignejoignant(x',  _r'), 
(x",  j")  est  égal  à celui  dos  distances  de  ces  points  à la  droite 
donnée.  Ces  distances  sont  (n°  34) 

Ax'-t-  Br' -H  C Ax'-h  Br"-t-C 
V^A’  -t-  B>  ’ v^A>-i-  B* 

Le  signe  — qui  se  trouve  dans  l'expression  de  ^ donnée 

plus  haut  tient  à ce  que,  dans  le  cas  de  la  section  intérieure 

auquel  correspond  le  signe  -h  pour  le  rapport^  (n"7),  les 

points  (x',j'),  (x'./'jne  se  trouvent  pas  du  même  côté  de  la 
droite,  et  que  par  suite  les  distances  de  ces  points  à la  droite 
doivent  être  de  signes  contraires  ( n°  34). 

Nous  pouvons  dès  lors  démontrer  facilement  le  théorème 
suivant  : 


Si  line  droite  coupe  les  côtés  d'un  triangle  BC,  CA,  AB 
(Jîg.  ao)  aux  points  L,  M,  N,  on  aura  la  relation 

BL.CM  AN_ 

LL.A.M  BN~  '■ 

Désignons  les  coordonnées  des  sommets  par  (x',  >•'),  (x",  r")» 
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{x“,  y“)-,  nous  aurons 

BL  _ AT•’  + Br'’  ^-C 
CL  ~ Ax"-4-Bj”+C’ 

CM_  Ax*'+B.r"-4-C 
A^  ~ Ax' + B/' -f-C’ 

AN  kx’  -¥  Br'  H-  C 

BN  Bj'  -Te  ■ 


FÎ0.  )o. 

H 

■1 


Le  ihéorème  est  dès  lors  évident. 

*43.  Trouver  le  rapport  dans  lequel  la  droite  joignant  les 
deux  points  (x,,  ),  est  coupée  par  la  droite  passant 

par  les  deux  autres  points  (r,,  r»).  )• 

L’équation  de  celle  dernière  ligne  est  (n”  29) 

(r>  — 74  ) X — ( X,  — X.  -h  jTj  J,  — X.J,  = O ; 

donc,  d'après  le  numéro  précédent, 

m _ _ (_>•»  — r,  ) X,  — ( X,  — X,  ) ri  + X,  )■,  — X,  ) , 

n ~~  {.r  > — .>-4  ) X,  — ( X,  — X,  )/-,  -h  X,  X.  — X,  r> 

Il  est  à remarquer  (n°  36}  que  ce  rapport  est  égal  à celui  des 
surfaces  des  triangles  ayant  pour  sommets  {x,,  y,),  (xj,  y,), 
(x„  y,)  et  (x„y,),  {x„  y,),  (x.,  j-,)  ; ce  qui,  d'ailleurs,  est 
évident  au  point  de  vue  géométrique. 

Comme  application  nous  pouvons  établir  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  les  droites  Joignant  un  point  donné  aux  sommets  A,  B 
et  C d 'un  triangle  coupent  les  côtés  opposés  à ces  sommets  BC 

4- 
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C.V,  AB  aux  points  I),  E,  F,  on  aura  la  relation 


BD. CE. AF 
DC.EA.FB-'^'’ 


Soient  en  effet  (x,,  v<)  lo  point  donné,  et  {x„  r,),  (.r„  ),), 
(xi,y,)  les  sommets  du  triangle,  on  aura 

BD  _ — r.)  + X,  (/.  — r.  ) -t-  r,  ( )-,  — y,  ) 

DC  — x,(jr.  —X,  ) .r,  \x,  — y,)-i-Xt(x,—x>Ÿ 

CE  _ X, (/,—  )•,)  -I-  x,(ri  — r,)  -t-  r.(r.  — r,) 

EA  ~ X, (j,  — _r,  ) '-4-  X,  ( J.  — X,  {/.  — J, ) ’ 

AF  _ X,(  r,  — n )ji-  X,  ( r-,  — y,  ) j-  x,  ( j.  — .r<  ) . 

FB  “ X.  (j)  — y,  ) -ÿ-  X,  ( >•,  — X,  ) -t-  X,  (/,  — .n)  ’ 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


Équation  de  ta  ligne  droite  en  coordonnées  polaires. 

Prenons  pour  axe  lixe  la  perpendiculaire  à la  droite,  et 
soit  OB  (yî^.  21  ) un  rayon  vecteur  quelconque  mené  «lu  pôle  O 


Fi(j.  ïi. 


\,R 


\ 


-X— 


à la  droite  donnée  PR.  Posons 


Mais 


OR  = p,  KOP=e. 
OR  COS&  = OP. 


L’équation  de  la  droite  est  donc 
P cos  0 =p. 

Dans  le  cas  où  Taxe  fixe  fait  un  angle  x avec  la  perpendicu- 
laire, elle  devient 

P cos( 0 — a)  — p. 

Cette  équation  peut  aussi  s’obtenir  en  transformant  l’équa- 
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lion  du  n'>23 

a:  cos  a -t-^  sina  =/). 

En  y remplaçant  x par  p cos6,  et  ,r  par  p sin  0 ( n°  12  ),  on  ob- 
tient 

p(cosO  cos  a -(-  sin  0 sina)  = />, 
ce  qui  revient  à 

p cos( 0 — ce)  = p. 

Une  équation  de  la  forme 

p(  A cos  0-4-  Bsin0)  = C 

peut  ( n*  23)  se  ramener  à la  forme  pcos(0  — cc)  = p;  car,  en 
la  divisant  par  v^A’-t-  B’,  on  peut  poser 

A . B C 

COSa  = — . Sina  = — » p = r* 

vA’-4-B>  v'A’-t-B'  V^A*-4-B' 

EXERCICES. 

I.  Ramener  à des  coordonnées  reclangulaires  l'équation 

p = an  séc  ^0  ■+■  • 

Réponse.  j^cos?  — )-sin?  = an. 

G O 

II.  Trouver  les  coordonnées  polaires  de  l'inlerseetion  des  deux  droites 

p cos  ^0  — = an,  pcos  ^9  — = n, 

et  l’angle  w (ju'elles  forment  entre  elles. 

Réponse.  p = an,  0=-— , »=?• 

a 3 

III.  Trouver  l'équation  polaire  de  la  droite  passant  |>ar  les  deux  points 
dont  les  coordonnées  polaires  sont  (p',  9'),  (p',  9'). 

Réponse.  p'p'sin(9' — 9')-(-  p*ps;n(9’—  9)-i-  pp'sin (9  — 9')  = o. 
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CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES  SUR  LA  LIGNE  DROITE. 


45.  Après  avoir,  dans  le  dernier  Chapitre,  exposé  les  prin- 
cipes qui  permetlenl  d’exprimer  algébriquement  la  position 
d’un  point  ou  d’une  droite,  nous  allons  donner  quelques 
exemples  de  leur  application  à la  solution  des  problèmes  de 
géométrie.  Nous  recommanderons  d’étudier  avec  soin  ces 
questions,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  acquis  habitude  et  facilité  dans 
l’emploi  de  ces  principes.  Généralement  les  équations  aux- 
quelles nous  serons  conduit  pourront  être  simplifiées  par  un 
choix  judicieux  des  axes  de  coordonnées,  puisque,  en  choisis- 
.sant  pour  axes  deux  des  lignes  les  plus  remarquables  de  la 
figure,  nous  serons  amené  à des  expressions  plus  simples. 
Cependant,  il  arrivera  quelquefois  que,  en  prenant  des  axes 
indépendants  de  la  figure,  les  équations  gagneront  en  symétrie 
plus  qu’elles  n’auront  perdu  en  simplicité.  Il  suffit,  pour  s’en 
convaincre,  de  comparer  les  deux  solutions  que  nous  avons 
données  de  la  même  question  (n°  41,  Ex.  I et  II).  La  première 
est  la  plus  longue,  mais  elle  présente  cet  avantage  que,  l’é- 
quation d’une  des  médianes  étant  déterminée,  on  peut  écrire 
immédiatement  les  autres  sans  faire  de  nouveaux  calculs. 

L’emploi  des  coordonnées  obliques  conduisant  à des  ex- 
pressions assez  compliquées  dans  les  questions  relatives  aux 
angles,  il  sera  jiresque  toujours  préférable  de  se  servir  dans 
ce  cas  de  coordonnées  rectangulaires. 

46.  Lieux  géométriques.  — La  géométrie  analytique  se 
prête  avec  une  facilité  toute  particulière  à la  recherche  des 
lieux  géométriques.  Il  suffit,  en  effet,  de  déterminer  les  con- 
ditions auxquelles  les  données  de  la  question  assujettissent  les 
coordonnées  du  point  dont  on  veut  trouver  le  lieu  géomé- 
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iriquc  : la  iraduclion  algébrique  de  rcs  conditions  donne  im- 
médiatement l'équation  du  lieu  cherché. 


EXERCICES. 


1.  On  donne  la  base  AB  et  la  dilTérenco  /«’  des  carrés  des  côtés  AC, 
CB  d'un  triangle  ABC;  trouver  le  lieu  du  s(  mmet  C. 

Prenons  la  base  du  triangle  pour  axe  dos  x,  et  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  celle  base  pour  axe  des  /.  Désignons  par  c 
la  moitié  de  la  base,  et  par  x,  x les  coordonnées  du  sommet. 

Fij.  Tl. 


Nous  aurons  alors 


AC  =^’-i-(r X)’ (•),  BC  .r)', 

Âc’—  Bc’=  4<-.r. 

L'équation  du  lieu  est  donc  4cx  = Elle  représente  »une  pertiei.di- 
culaire  élevée  à la  base  du  triangle  en  un  point  distant  du  milieu  do 
///* 

celte  basede  lacjuantité-r  = — ■ Il  est  facile  de  voir  que  la  différence  des 

carrés  des  segments  que  ce  point  délcrmini;  sur  la  base  est  égale  à la 
différence  des  carrés  des  edUSs. 

II.  On  donne  la  base  AB  et  la  quantité  rot  A ni  cotB  = />  {fg.  22)  ; 
trouver  le  lieu  du  sommet. 


(•)  On  fait  quel<iiH*foi»  If*  ruisonnement  suivunt  ! la  lipne  AR  se  coni|»o>c 
de  deux  parties  AM  = — cet  MR  = .r,  sa  longueur  est  — ch-x  et  non  pus 

c-t-x;  donc  AC  *H-(x  — c)’.  Mais  on  doit  oliservcr  que  le  signe  d’une  lon- 
gueur ne  de|>end  pas  du  cAté  de  l’origine  où  elle  se  trouve,  mais  bien  du  sens 
suivant  lequel  elle  est  mesurée.  Mous  allons  de  à R dans  le  sens  positif,  en 
prenant  d’abord  dans  cette  din*ctinn  .AM  = r,  puU  ensuite  MR=^x;  donc 
AR  C-+-X.  Pour  aller  de  R à R,  nous  suivons  d'abord  le  sens  négatif  en  pre- 
nant RM  = — x;  puis,  revenant  en  sens  contraire,  nous  prenons  MR=^  c;  donc 
RB  = c — X. 
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Il  est  évident,  d'après  la  figure,  que 


. , AR  c -I-  .r 

cotA-^- 


cotB  = 


L’équation  cherchée  est  donc 


c -t-  X -t-  l/l  {<■  — r)  = jiy. 
Klle  représente  une  ligne  droite. 


III.  On  donne  la  base  AB  et  la  somme  ni  des  deux  autres  côtés  du 
triangle  (yf;».  a»);  on  prolonge  la  hauteur  RC  au  delà  du  sommet  C de 
telle  sorte,  qu’elle  devienne  égale  à un  des  côtés  ; trouver  le  lieu  des  ex- 
trémités de  la  hauteur  ainsi  prolongée. 

Prenons  les  mêmes  axes  et  cherchons  la  relation  qui  existe  entre  les 
coordounùs  du  point  dont  on  demande  le  lieu.  L’ordonnée  de  ce  (mint 
e^t  évidemment  MR,  cl  son  abscisse  est,  i>ar  hypothèse,  égale  à AC; 
on  aura  donc 

BC  — III  — y; 

mais 

BC’=ÂB  t^Âc’— ïAB.AR. 
ou 

{iii  — v)’=  ’ — 4r{r 


et  en  réduisant. 


a un  — — /«’, 


équation  d’une  ligne  droite. 


IV.  Deux  droites  fixes  OA,  OB  sont  coupées  par  une  parallèle  à une  troi- 
sième droite  fixe  OC;  trouver  le  lieu  des  points  P qui  | artagent  les 
droites  AB  dans  un  rappairt  donné,  c’est-à-dire  tel  que  PA  = «AB. 
Prenons  OA  et  OC  pour  axes  (Jîg.  a3);  soil,i'=  mx  l'é<piation  de  OB. 


Ki(j.  al. 

C/ 

a - 


o“  A 

Puisque  le  point  B se  trouve  sur  celte  droite,  nous  aurons 
AB  = «J.  OA, 

donc 

AP  = iii.n.OX. 
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Mais  AP  est  l’ordonnée^'  du  point  P,  OA  en  est  l’dbscissc  x;  le  lieu  du 
point  P est  donc  une  droite  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  équation 

= innx, 

V.  La  droite  PA,  parallèle  à OC,  comme  ci-dessus,  rencontre  un  cer- 
tain nombre  de  droites  fixes  aux  points  B,  B',  B*,...,  on  prend  PA  pro- 
portionnel à la  somme  des  ordonnées  BA,  B'A,...  ; trouver  le  lieu  des 
points  P. 

Répo.nse.  Les  é(|uations  des  droites  fixes  étant 

y = mx,  y = m'x  -i-  y = m' x n" 

celle  du  lieu  sera 

ky  = mx  -h  [m'x  -+■  «')  -l-  { m'x  -i-  //') 

VI.  On  donne  les  côtés  o,  b,  c,...  et  la  somme  w’  des  aires  d'un  certain 
nombre  de  triangles  ayant  le  sommet,  opposé  à ces  côtés,  commun  ; trou- 
ver le  lieu  de  ce  sommet. 

Soient  a,  b,  c les  longueurs  des  côtés,  et 

X cos*  -s-  y sina  — p = o,  x cos^  sin^  — p'  — o, . . . ; 

leurs  équations.  Puisque  (n"3i)  xcosa  -+-_rsina  — p représente  la  dis- 
tance du  sommet  (x,_y)  à la  première  droite,  n (x  cos*  j'sin*  — p)  sera 
le  double  de  faire  du  premier  triangle,  etc.  L'équation  du  lieu  seia 

« (x  cos*  -i-j'sina  — />)-+-A(x  cos^  -s-^sin^  = a«/’; 

et  comme  elle  ne  contient  x et  _v  qu’au  premier  degré,  elle  représente 
une  droite. 

VII.  Cn  donne  un  angle  O d'un  triangle  -24)  et  la  somme  des 
côtés  qui  le  comprennent;  trouver  le  lieu  du  point  P où  le  côté  opposé  à 
cet  angle  est  partagé  dans  un  rapport  donné. 

Prenons  pour  axes  les  (ôtés  qui  comprennent  l'angle;  soit  ~ '*■ 

Fie-  3,'|. 


I. 

y 


O M K 


rapport  donné.  Nous  déduirons  de  la  similitude  des  triangles 

OK^(r»-s-»)x, 

m n 
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Le  lieu  cherché  est  par  suite  une  droile  avant  pour  équation 


•r  r ,t 

H ■-  = 

III  II  III  -+-  n 


Vni.  D'un  point  P on  abaisse  des  perpendiculaires  PM,  PN  sur  deux 


Fi(;.  j5. 


droites  fixes  OM,  ON  [fig.  i5);  trouver  le  lieu  du  point  P,  tel  que 
OM  -t-  ON  =r  consl. 

Prenant  les  droites  fixes  pour  axes,  on  a évidemment 
OM  = JT  -t-  >■  cosv,  ON  = r -I-  X cosw  ; 
l'équation  du  lieu  est  donc 

X -h  jr  const. 

IX.  Trouver  le  lieu  du  point  P dans  le  cas  où  MN  est  parallèle  à une 
droite  fixe. 

Réponse.  _r -i- x cosw  = /«  (x  h-j  cos«). 

X.  Trouver  le  lieu  du  point  P dans  le  ras  où  MN  est  divisé  en  deux 
parties  égales  ( nu  dans  un  rapport  donné)  par  la  droile  r = wx -t- //. 

Les  coordonnées  du  point  mdieu  de  la  droile  MN,  exprimées  en  fonction 
dos  coordonnées  x et  / du  point  P,  sont 

» 

^ (x -t-_r  cosw),  ^ (_>-i-.rcosw), 

et  puisqu’elles  satisfont  à l'équation  de  la  droite,  les  ccordonnérs  du 
point  P satisferont  à l'équation 

^ -t-  X cosw  = III  (x  -<-_)•  cosw)  -+-  an. 

XI.  Le  point  P glis.se  le  long  d'une  droite  j = n;.r -(- n,  trouver  le 
lieu  du  point  milieu  do  MN.  Si  a et  S sont  les  coordonnées  du  point  P,  x 
ct_v  celles  du  point  milieu,  on  a 

ax  =:  » -r-  f cosw,  a/  = P -1-  a rosw  ; 
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d'où 

xsin'u  = kx  — a J cosw,  p sin’w  ==  a/  — axcosw. 
Mais  a et  P sont  liés  par  la  relation 


donc 


P = ;;/  » -H  » , 

a_^  — ax  cosm  = to  (ax  — a_>  cos«)  -t-  n sin’w. 
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47.  On  représente  habiuiellement  par  x étalés  coordonnées 
du  point  dont  on  cherche  le  lieu,  et  par  des  lettres  accentuées 
celles  des  points  fixes,  comme  nous  l'avons  fait  dans  les  pro- 
blèmes précédents.  Mais  il  arrive  souvent  que,  dans  la  re- 
cherche d'un  lieu,  on  est  obligé  d'écrire  les  équations  de  cer- 
taines lignes  liées  à cette  recherche;  de  là  une  confusion 
possible  entre  les  coordonnées  courantes  x et  d’une  de  ces 
lignes  et  celles  x et  j du  point  dont  on  demande  le  lieu.  Il 
est  alors  plus  commode  de  représenter  les  coordonnées  de  ce 
point  par  d’autres  lettres,  telles  que  a et  p,  jusqu’à  ce  qu'on 
soit  arrivé  à la  relation  qui  doit  exister  entre  elles.  Une  fois 
l’équation  du  lieu  trouvée,  rien  n’empêche  d’y  remplacer  a 
et  P par  x et_^,  de  manière  à la  ramener  à la  forme  habituelle 
où  X et  J représentent  les  coordonnées  courantes. 


EXEItCICES. 

I.  On  donne  la  base  CD  d’un  triani-lc  {^g.-nd)  cl  le  rapport  AM  : NB 
des  segments  que  les  prolongements  des  côlés  délermincnl  sur  une  pa- 
rallèle AB  à la  base;  trouver  le  lieu  du  sommet. 

Fig.  îfi. 

I r 

/ 

,•(  — ^ ^ — - î 

i 

Prenons  pour  a\es  la  droite  AB  et  la  perpendiculaire  élevfe  au  point  A, 
et  exprimons  AM,  NB,  en  fonction  des  coordonnées  a,  p,  du  point  P. 
Soit  X,  x',_)  ',  les  < oordonnées  de  C,  D.  (Ces  points  ont  même  ordonnée, 

puisqu’ilssont  sur  unepaiallèle  CD  à AB.)  L’équation  de  la  droite  PC,  qui 


Digitized  by  Google 


(k>  CHAPITRE  III. 

joint  k*s  (loinls  (ot,  ^),  (j',  v'),  est  (n°  20) 


J^')r=  f J-'- »/'. 

Celle  équalion  étant  sati^failc  par  les  roordonnées  de  tous  les  points 
de  PC  le  sera  par  celles  du  point  M(/  = o,  x = AM);  on  aura  donc,  en 
faisant  v = o, 


Un  trouverait  de  même 


AN  = -^^^ — 


El  si  AB  = r,  la  relation  AM  = / .BN  devient 


£x’ — X r'\ 


On  a exprimé  ainsi  les  ronditions  du  problème  en  fonction  des  coor- 
données du  jxjint  P;  toute  confusion  étant  devenue  impossible,  on  («eut 
remplacer  a et  ^ par  x et.r,  et  on  trouve,  en  chassant  les  dénominateurs, 
pour  l'é(|ualion  du  lieu, 

^[e(r  — .v')  — Jv')]- 


II.  Deux  .sommets  du  triangle  ABC  (/ig.  xy)  glissent  sur  deux  droites 

Fie-  ■‘‘r 

i 

^ ' A \b 

- _ - J--,-,  t 

O H'  P,  a 

' c 

fi.xos  LM  et  LN,  tandis  que  les  trois  côtés  passent  |tar  trois  points  fixes 
O,  P,  0i  situés  en  ligne  droite;  trouver  le  lieu  du  troisième  sommet. 

Prenons  pour  axe  des  x la  droite  OP  contenant  les  trois  points  fixes, 
et  pour  axe  desj  la  ligne  01.  joignant  l'intersection  des  deux  droites 
fixes  au  point  0.  Désignons  par  x,  3 les  coordonnées  du  point  C,  et  toit 

OL  = b,  OM  = a,  ON  = OP  = e,  OQ  = c'. 


Les  équations  de  LM  cl  LN  sont  évidemment 
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L’équalion  de  CP,  qui  passe  par  (a,  p)  el  P ou  (_>■  o,  x — c),  est 
(a  — c)y  — Sx  -h  Pr  = O. 

Les  coortfonnées  de  l’inlersection  A de  celle  droite  avec 
X y 

seront 

nh  \x  — r)  -i-  nr P b{ri  — c)p 

' b[x  — c)-i-ap  ’ '^'~~b(x  — c)-t-(ip 

Celles  de  B s’obtiendront  en  accentuant  les  lettres  des  préccdenles 

/i'b(  X — c')  -i-/i't  'p  _ b(/i' — e')P 

A (a  — c') -t- b(x  — r')-t-a'P 

La  condition  pour  que  les  deux  points  (x,,  v,) , (x,,  _r,j  se  trouvent 

sur  une  droite  passant  par  l'origine  est  (n°30):  it  = on  aura  donc 

X,  Xj 

b[n  — c _ b [h'  — r')p 

nb[x  — r)  + ficp  ii'b[x  — r')  -r-  «V'S 

Nous  avons  ainsi  déduit  des  conditions  du  problème  une  relation  qui 
doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  a,  p,  du  point  C;  en  y remplaçant 
a,  P,  par  x,  y,  nous  aurons  l'équation  du  lieu  sous  la  forme  ordinaire. 
Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve 

(a  — c)  [n'é(x  — C*)  -t-  «Vj]  = {«'—  c')  [«t(x  — c)  -t-  firr], 

ce  qui  revient  à 

(ac'  — a'c)x  r_ 

rc'(rt  — a')  — <in'{c  — c')  b *’ 

équation  d'une  droite  passant  par  le  point  L. 

III.  Les  points  P et  Q du  problème  précédent  sont  sur  une  droite  pas- 
sant, non  plus  par  le  point  O,  mais  par  le  point  L;  trouver  le  lieu  du 
sommet. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  où  les  points  P et  Q ont  une  position 
quelconque.  Prenons  les  droites  fixes  LM,  LN  pour  axes,  et  désignons 
respeclivement  par  x',  j',  x*,  ,r';  x", a,  p,  les  coordonnées  des  points 
P,  Q,  O,  C.  La  condition  que  nous  avons  à exprimer  revient  à ceci  ; les 
droites  CP,  CQ,  coupant  les  axes  aux  points  A et  B,  la  droite  AB  doit 
passer  par  le  point  O. 

L’équation  de  CP  est 

[p  - y’)  X — [a  — x’]y  = px’ - a/'. 
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Le  segment  LA  qu’elle  détermine  sur  l'axe  des  x a pour  valeur 

LA  = ^:^'-“r'- 
p-y 


On  trouverait  de  même,  pour  le  segment  LB,  fait  par  CQ  sur  l'axe 
des  jr, 


a 


y 


La  droite  Àfi  a pour  équation 


X 

LX 


ou 


px‘— 


jr{ai  — x') 

ax'-py-'- 


La  condition  du  problème  est  que  cetle  équation  soit  satisfaite  par  les 
coordonnées  elle  sera  donc  remplie  lorscpi'on  aura  entre  « et  ^ 

la  relation 

x-ip~r')  ^ r"(«-x’)  ^ 

px'-dj‘  aj’—px‘ 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  que  rette  équation  renferme 
en  général  les  coordonnées  a et  ^ au  deuxième  degré.  Mais  si  l'on  suppose 
que  les  points  (x',  [x',f')  se  trouvent  sur  une  mémo  droite 

y=  mx  passant  par  l'origine,  on  pourra,  en  observant  que/’=  nix’, 
écrire  l’équation 


•r‘(6-.r')  , ■>-•(« -X*)  _ 

(P  — a. /Il)  x"(an/  — p)  . 


chassant  les  dénominateurs,  remplaçant  x,  p par  x,  y,  on  trouvera  pour 
le  lieu  cherché  une  droite  ayant  pour  équation 

x"!’  (y  — y')  — y"x'  [x  — x')  = x'x*  [nix—y). 


48.  Il  est  souvent  commode,  au  lieu  d’exprimer  les  condi- 
tions du  problème  directement  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  dont  on  cherche  le  lieu,  de  les  exprimer  d’abord  au 
moyen  des  autres  lignes  de  la  figure;  on  peut  alors  obtenir 
autant  de  relations  qu’il  est  nécessaire  pour  éliminer  les  indé- 
terminées que  l’on  a introduites,  et  arriver  en  déPinitive  à une 
relation  entre  les  coordonnées  de  ce  point.  Les  exemples  sui- 
vants serviront  d’éclaircissement. 


EXERCKÆS. 

I.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  rectangles  inscrits  dans  un  triangle. 
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Prenons  CR  et  AB  pour  axes  [fg.  a8).  Soit  CR  = />,  BR  = .t,  AR  = s'; 

Fig.  î8. 
c 


i ; 

y/— 1 

I \ 

\ 

,8 

.J 

f / 1 

’ 'x  1 

!\ 

A K B 1 

L ’i 

les  équations  de  AC  et  BC  seront 


y. 

P 


s 


Menons  une  parallèle  FS  à la  base,  à une  distance  FK  = k de  rctte 
base;  nous  trouverons  les  abscis.ses  des  points  F et  S,  où  cette  parallèle 
rencontre  AC  et  BC,  en  faisant  k dans  les  équations  de  AC  et  de  BC. 
Nous  tirons  ainsi  de  la  première 


x = R/t 

P •' 


et  de  la  seconde 


/ 

1> 


— I, 


Des  abscisses  de  F et  S,  nous  déduisons  ( n°  7)  celle  du  point  milieu  de  FS, 
X = ■ ■■-—  évidemment  l’abscisse  du  centre  du  rec- 

tangle; d’ailleurs  l’ordonnée  de  ce  centre  est^'  = Pour  trouver  la  re- 
lation qui  subsiste  entre  cette  abscisse  et  cette  ordonnée,  quel  que  soit  /, 
nous  n’avons  qu’à  éliminer  k entre  leurs  expressions.  En  portant,  par 
exemple,  la  valeur  k — -xy,  tirée  de  la  seconde,  dans  la  première,  nous 
obtenons 


pour  l’équation  du  lieu  cherché.  Elle  représente  une  droite  joignant  le 
milieu  de  la  hauteur  au  milieu  de  la  base,  ainsi  qu’il  est  facile  de  le  voir 
en  examinant  les  segments  qu’elle  détermine  sur  les  axes. 


Diggizecl  by  Google 


PROBLÈMES  SL'R  LA  LIGNE  DROITE. 


65 


sales  seront  alors 


fiA' 


,r 

un 


Retranchant  ces  équations  l’une  de  l’autre  , et  divisant  le  résultat 
par  ) , MOUS  aurons,  pour  l’équation  du  lieu, 


•r  V 


Cette  équation,  ainsi  que  nous  l’avons  vu  (41,  Ex.  II),  représente  la 
médiane  do  la  base  du  triangle. 

IV.  On  donne  deux  points  A et  B,  situés  chacun  sur  un  des  axes;  on 
prend  sur  ces  axes  les  points  A'  et  B',  de  telle  sorte  que 

OA'-t-OB'=OA-HOB; 

trouver  le  lieu  de  l’intersection  do  AB',  A'B. 

Soient  0.\  = «,  OB  = 6,  OA'=  n -{-  Â \ d’après  les  conditions  mêmes  du 
problème,  on  a OB'=é  — A.  Les  équations  de  AB'  et  de  A'B  sont  res- 
pectivement 

J-  r .r  r 

7TT'^b~'’ 

ou 

bjT  -h  nr — ab  -t-  A (a  — j)  = o, 
bx  -+-  nr  — nb  -r  A [y  — A ) =r  o. 

En  éliminant  A par  soustraction,  nous  trouvons  pour  l’équation  du  lieu 
X y = n -r-  b. 

V.  Sur  la  base  AB  d’un  triangle  ABC,  et  à chacune  de  ses  extrémités, 
on  prend  des  segments  AT,  BS,  dont  le  rapport  est  constant;  par  les 
points  T,  S,  on  mène  des  parallèles  TE.  SF,  à une  droite  fixe  CR  : trouver 
le  lieu  do  l’interseetion  O des  droites  EB  et  FA. 

Prenons  AB  et  CR  pouraxes  [/ig,  ag),  et  soient  AT  = A,  BR  = î,  AR  = s', 
CR  = />,  BS  = «I.  .AT  = mA.  Les  coordonnées  du  point  S seront  (r  — mA,o), 

F'B-  ag- 
c 

A .. 

/ \ P 

A 

a‘  T B S B 

et  celles  de  T ( — (i'  — / ),  o)  ; les  ordonnées  de  E et  F s’obtiendront  en 

5 
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substituant  ces  valeurs  de  x dans  les  équations  do  AC  et  de  BC;  nous 
trouverons  ainsi,  pour  E et  F, 

X = — (jr' — / ), 


X — s — HlX , Y — 


rnp/i 


Les  équations  dos  transversales  EB,  AF  seront  alors 

, . pk  pks 

[s-i-  s — k)  r ■+■  - , X — — O, 


, , , , iiipk  mpk.t' 

(.v-t-  J — iiii  ) y — — — X = o; 


en  les  retranchant  l’une  de  l'autre  et  divisant  par  /,  nous  trouvons  pour 
l'équation  du  lieu 


Elle  représente  une  ligne  droite. 

VI.  On  mène  aux  deux  côtés  AB , AC  d’un  parallélogramme  deux 
parallèles  quelconques  PP',  QQ';  trouver  le  lieu  de  l'intersection  des 
droites  PQ  et  P'O'- 

Prenons  ces  deux  côtés  pour  axes,  et  soient  «,  b leurs  longueurs  (_/îg.  3o); 
posons  AQ'  = /// , AP  = n. 

Fig.  3o. 

9-  JL_  _ D 

/ 7 

i / i 

i ff  B 


L’équation  de  PQ  joignant  P (o,  n)  à 0('">  *)  ^st 
[b  — n)  xmy  + mn  = o. 

Celle  de  P'Q'  joignant  P’  [a,  «)  à Q'  (»i,  o)  est 
/IX—  («  — /«)  r — 'lin  = o. 

Il  y a deux  indéterminées  ni  et  ii,  et  on  ne  saurait  « priori  allirmer  la 
possibilité  de  les  éliminer  au  moyen  do  deux  équations.  Cependant  si  l’on 
ajoute  les  deux  équat.ons  ci-dessus,  m et  h disparaissent  à la  fois,  cl  on 
trouve  pour  l'équation  du  lieu 

bx  — aj-  — o. 

Elle  représente  la  diagonale  du  parallélogcamme. 
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VII.  On  donne  un  pninl  el  deux  droites  fixes;  par  le  point,  on  mène 
deux  droites  quelconques,  et  on  joint  transversalement  les  points  où  elles 
coupent  les  droites  fixes  : trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  des  trans- 
versales. 

Prenons  les  droites  fixes  pour  axes;  soient 

X r X r 



ni  n ni  n 

les  équations  des  droites  passant  par  le  point  fixe  [jr\x  ) ■ nous  avons 
alors  les  conditions 


x'  y'  x'  r* 

1 =1,  *1 

///  n ni  n 


par  suite 


\ m m J \ fi  fi  J 

Les  équations  des  transversales  sont 


X y 

— -t-  .=1.  — I. 


d'où 


\m  tu  ) \fi  fi  J 


Éliminant  — ^ et  - — -,  entre  cette  éq’uation  et  celle  obtenue 

ni  ni  n n 

plus  haut,  il  vient 

x'  T 'x  = O 

pour  l'équation  du  lieu.  C'est  celle  d'une  droite  passant  par  l’origine. 

VllI.  Par  un  point  de  la  base  d’un  triangle,  on  mène,  parallèlement  à 
une  droite  donnée,  une  droite  de  longueur  fixe,  de  manière  qu’elle 
soit  coupée  par  la  base  dans  un  rapport  donné;  trouver  le  lieu  de  l'in- 
tcrsection  des  lignes  joignant  scs  extrémités  à celles  de  la  base. 

49.  Toutes  les  fois  qu’un  point  est  assujetti  à une  condition 
géométrique  déterminée,  ses  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
une  équation  correspondante  : c’est  là  l’idée  fondamentale  de 
la  géométrie  analytique.  Il  est  important,  pour  celui  qui  en 
entreprend  l’élude,  de  se  pénétrer  de  cette  idée,  et  de  faire 
tous  ses  efforts  pour  arriver  à trouver  facilement  l’équation 
correspondant  à une  condition  géométrique.  Aussi  ajouterons- 
nous  ici,  comme  exercices,  quelques  problèmes  touchant  les 

5. 
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lieux  géométrique»,  et  conduisant  à des  équations  d’un  degré 
supérieur  au  premier.  L'interprétation  de  ces  équations  sera 
l’objet  d’autres  Chapitres  ; mais  la  méthode  à employer,  la 
seule  chose  que  nous  ayons  actuellement  en  vue,  est  exacte- 
ment la  même  que  celle  qu’on  emploie  lorsque  le  lieu  est  une 
ligne  droite,  et,  en  réalité,  le  degré  de  l’équation  du  lieu  est 
inconnu  jusqu'au  moment  où  l’on  arrive  à cette  équation. 

Les  exercices  suivants  ont  été  choisis  de  manière  à ce  que 
l’on  puisse  en  calquer  la  solution  sur  celle  des  problèmes  qui 
viennent  d’être  exposés,  et  en  suivant  un  ordre  analogue.  Les 
axes  et  les  notations  sont  les  mêmes  dans  les  exercices  cor- 
respondants. 

EXERCHÆS. 

' 1.  On  donne  la  base  d'un  triangle  et  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés;  trouver  le  lieu  du  sommet. 


Réponsk.  -h  r ’ = - m’  — c’ . 

•'  -X 

II.  On  donne  la  base,  et  m fois  le  carré  d'un  côté  ± n fois  le  carré  de 
l’autre. 

Répoxse.  {m  ± /»)  (j’ -t-2(  ;«  «)cjr  -i-  (//i  ± n)  = p', 

''  III.  On  donne  la  base  et  le  rapport  des  côtés. 

^ IV.  On  donne  la  base  et  le  produit  des  tangentes  des  angles  à la  base, 
Dans  ce  problème  et  les  quatre  suivants,  on  se  servira  des  valeurs  des 
tangentes  dos  angles  à la  base  (n”  Ri,  Ex.  H). 

Répoxse.  r’  -h  m'x'  m’r’. 

V.  On  donne  la  base  et  l'angle  au  sommet,  ou,  en  d'autres  termes,  la 
somme  des  angles  à la  base. 

RipoNSB.  jr’-t-r*  — 2 J-/ cote  = c’. 

VI.  On  donne  la  base  et  la  différence  des  angles  à la  base. 

Réponse.  x’  — -s  »x_rcotD  = c’. 

VII.  On  donne  la  base  : un  des  angles  à la  base  est  double  de  l’autre. 

RÉPOXSE.  3x’— 2CX=  c*. 
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VIII.  On  donne  la  base  et  tang  C = m tangB. 

Réponse.  c*)  = ïc(c  — t). 

IX.  On  mène  PA  parallèle  à OC  (n“  •46,  Ex.  IV);  cette  parallèle  ren- 
contre deux  droites  fixes  BB';  on  prend  PA  = PB. PB'  ; trouver  le  lieu 
du  point  P. 

Réponse,  mx (»i'x  -h  n)  = xi "')■ 

X.  On  prend  pour  PA  la  moyenne  harmonique  entre  AB  et  AB'. 

Réponse,  a nix  ( tn'x  •+-/(')  = ( mx  ■+■  m'x  -1-  n'). 

XI.  On  donne  l'angle  u au  sommet  d’un  triangle;  trouver  le  lieu  du 
point  P où  la  ba.se  est  coupée  dans  un  rapport  donné  m n,  lorsque 
l'aire  est  constante. 

Réi>onse.  x^=consl. 

XII.  Trouver  le  lieu  du  point  P lorsque  la  base  b est  constante, 
a xY  cos  M ù’ 


Réponse. 


x‘ 

m‘ 


y 

~n‘ 


(/«  -I-  /ij‘ 


XIII.  Trouver  le  lieu  de  ce  point  P lorsque  cette  base  passe  par  un 
point  fixe  {x',x')- 

mx’  nr' 


Réponse. 


■ = m n. 


XIV.  Trouver  le  lieu  du  point  P (46,  Ex.  VIII)  lorsque  MN  est  con- 
stant. 


Réponse. 


j:’  -e  a xr  cos  w = const. 


XV.  Trouver  le  lieu  de  ce  point  P lorsque  MN  passe  par  un  point 
fixe  (x',  r’). 

■r'  x' 

x-(-_rcosw  j^-excosw 


Réponse. 


XVI.  Trouver  le  lieu  do  l’intersection  des  parallèles  menées  aux  axw 
|iar  les  points  M et  N lorsque  MN  passe  par  un  point  fixe  (x',  r'). 


Réponse. 


X 

X 


XVTI.  Trouver  le  lieu  du  point  P (47,  Ex.  I)  dans  le  cas  où  CD  n’est 
pas  parallèle  à AB. 

XVIII.  On  donne  la  base  CD  d’un  triangle  PCD,  et  le  segment  AB  dé- 
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terminé  par  scs  côtés  PC.  PD  sur  une  droite  donnée;  trouver  le  lieu  du 
sommet  P. 

Réponse. 

(xV— .r'x)(.r  — .r*)-  (<>  —.r'c = r (v-v') (.)  — j”). 

50.  Problèmes  oti  il  faut  démontrer  qu’une  droite  mobile 
passe  toujours  par  un  point  fixe. 

Nous  avons  vu  (40)  que  la  droite  représentée  par  l’équation 

A X -t-  B V + C + /)  ( A'  X + B'/>  -4-  C'  ) = O , 

ou,  par  la  suivante, 

( Ax  -I-  h K'  ) X -(-  ( B + /iB'  ) >■  -+-  C + kC  = o , 

dans  laquelle  k est  une  indéiermince,  passe  par  un  point  fixe, 
autrement  dit,  par  l'intersection  des  droites 

Ax  + B_r  -t-  C = (I,  -A' X -t-  B'  r + C'  = o. 

Donc  : Si  l'équation  d'une  droite  contient  une  indéter- 
minée au  premier  degré,  cette  droite  passe  toujours  par  un 
point  fixe. 

EXERCICES. 

1.  On  donne,  dans  un  triangle,  un  angle  et  la  somme  ^ des  récipro- 
ques des  côtés  qui  le  comprennent  ; prouver  que  le  côté  opposé  à l'angle 
donné  passe  par  un  [joint  fixe. 

Prenons  pour  axes  les  côtés  qui  com()rennent  l'angle,  l’équation  du 
coté  opposé  sera  (en  désignant  par  n et  ô la  longueur  des  autres  côtés). 


Mais  on  a 

III  III 

= — ou  7= 

a b /Il  b m a 


L'équation  ci-dessus  se  réduit  donc  à 
r Y Y 


ou  bien  encore  à 


a m n 


' / K y 

-(x  - x)  - — ' - », 

a ni 
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€l  ronfprine  rindiîlerminée  - : la  droite  qu’elle  représente  passe  donc  tou- 
jours par  un  point  fixe,  qui  est  l’inlersoction  des  deux  droites 


X— ^=0,  x=m. 

II.  Les  trois  sommets  d’un  triangle  ABC  glissent  sur  trois  droites  fixes 
OA,  OB,  OC,  issues  du  mémo  point;  deux  de  ses  côtés  AC,  CB  passent 
par  deux  points  fixes  (x', /' ),  (x",  y’)  : démontrer  que  le  troisième 
côté  AB  passe  aussi  par  un  (loint  fixe. 

Prenons  OA  et  OB  pour  axes  3i)  : l'équation  de  OC  sera  / — nix. 


Fig.  3i. 

x’y 


()  if 


Soit  a l'abscisse  du  sommet  C dans  une  position  quelconque,  I ordonnée 
correspondante  sera  nin.  L'équation  de  AC  sera  alors 

(x' — rt)y — ( I ' — ni/i)  x -+-  «(.)"'  — iiix')  = o, 


celle  de  BC  sera  de  même 

(x*—  a) y — ( r'  — ma)x  -H  a ( r' — mx")  = o. 

Si  l’on  fait  x = o dans  l'équation  de  AC,  on  trouve,  pour  la  longueur 
de  OA, 


On  obtient  do  môme  pour  la  longueur  de  OB,  en  faisant  _>•  = o dans 
l'équation  de  BC, 

x = OB  = iL(-C-"'"’^. 

r — ma 

L'équation  de  AB  est  donc 


r — ma  x — a 

X , -H  y —, , — a. 

y — mx  ~ y — mx 

Puisque  n est  une  indéterminée  et  n'entre  qu’au  premier  degré  dans 
cette  équation,  la  droite  AB  passe  toujours  par  un  point  fixe.  En  mettant 
l’équation  sous  la  forme 

r*  x'  / mx  r 

;X , , r — al  -, i-  ' 

y — mx  y — mx'  \y  — mx  y — mx 
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on  voit  que  le  point  Gxe  se  trouve  à l’intersection  des  deux  droites 

>■'  jc'  mx  Y 

-,  ; i J'  = O,  — = ; j-x H-  1 = O. 

J'  — mx  Y —wx'^  y"  — MX  Y — mx 

III.  La  droite  sur  laquelle  glisse  le  sommet  G (Ex.  précédent)  ne  pas.sc 
plus  par  le  point  0 : à quelle  condition  doivent  satisfaire  les  autres 
données  du  problème  pour  que  le  cété  AB  passe  toujours  par  un  point 
Gxe. 

Conservons  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  notations  que  ci-dessus  : l’é- 
quation de  la  droite  sur  laquelle  glisse  le  sommet  C sera^  = mx  ■+■  n,  et 
les  coordonnées  du  point  C dans  une  do  ses  positions  seront  «,  ma  -y-  n. 
L’équation  do  AC  sera 

(x‘ — a]  Y — — ma  — «)x  -i-  a (y  — mx']  — nx'  = o, 

et  celle  de  BC 


(x'  — a) y — (_)  " — ma  — a)  x -t-  a (_r"  — mx")  — nx“=  o; 


d’où 


_ « (r' — mx')  — nx'  _n{  r" — mx")  — nx" 

x‘ — a ’ y — ma  — n 


OA  = - 


L’équation  de  AB  est  donc 


V — ma  — n 

■r—y: ^-y- 


a\y — mx")  — nx"  ''  a (y'  — nix')  — nx' 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  une  équation  dans  laquelle 
a entre  au  second  degré  : en  général , le  cété  AB  ne  plissera  donc  pas 
par  un  point  Gxe.  Mais  si  les /minls  (x',y'),  (x*,  /’)  snnt  sur  une  droite 
(y=  kx)  passant  par  le  point  0,  on  peut  remplacer,  dans  les  dénomi- 
nateurs/*, par /x",  et/'  par  Xx'  ; l'équation  devient  alors 


n[k  — m ) — H, 


et  ne  renferme  plus  l'indéterminée  a qu’au  premier  degré  : donc,  dans 
ce  cas  particulier,  le  côté  AB  passe  par  un  point  Gxe. 

IV.  Si  la  somme  dos  distances  d’un  certain  nombre  do  points  Gxes 
(x', /'),  (x*, /•). . . à une  droite,  multipliées  chacune  par  un  facteur 
constant  m',  m",  est  nulle,  la  droite  passe  par  un  point  Gxe. 

Soit  xcosa -I- /sina  — /J  = o l'équation  de  la  droite,  la  distance  du 
point  (x', /')  à cotte  droite  sera 

x'  cos  «-(-/'  sina  — p. 
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et  l’équation  suivante  exprimera  les  conditions  du  problème 

m'  ( jt'cos*  -t-  > ' sina  — /^)  -e  cos  a -t-  r'âin  a — />)  -h  . . . = o. 

En  posant,  pour  abréger  (*), 

t { mx'  ) = m' x'  m"  x’  -t-  -+- , 

ï (/H^  ')=  ;h'  r'-H  »r  » ' -I-  nt" x’"  -H . . . , 

I (/«)  = //;'  -+■  ni’  + ni” 

on  peut  écrire  l’équation  précédente 

ï {mx')  cos  a -H  ï (wyjsin  a — />l{m)  = o. 

En  portant  la  valeur  de  p qu'on  en  déduit,  dans  l’équation  primitive 
de  la  droite  mobile,  on  trouve 

xl.  (/«)cosa  ï(/h)  sina  — l{mx')cos  a — ï (/»>  ')  sin  a = o, 
ou  bien 

(«))  — ï («/.r')  -I-  — ï («/  r')]  tanga  — o. 

Cette  équation  renferme  l’indéterminée  tanga  au  premier  degré;  la  droite 
qu’elle  représente  passe  par  un  point  fixe,  qui  est  déterminée  par  l’inter- 
section des  droites 

xï(/n)  — l{mx')  = o,  rï(»i)  — ï(/;/r')  = o, 

et  qui.  par  suite,  a pour  coordonnées 

_ ni'x'-v-  ni’r'-i-  nrr” m'r'-+-  ni’>  ’-¥-  m” r" ■+■  . . . 

m' -I- m’ ni" -+- ’ ■ «/' -4-  m* -t- «;'* -t- . . . 

Ce  point  s'appelle  quelquefois  rentre  des  lUstances. proportionnelles. 

51.  Lorsqu’un  point  (x',  ) glisse  sur  une  droite,  la  droite, 

dont  l'équation  renferme  les  coordonnées  du  point  {x',  y)  au 
premier  degré,  comme  la  suivante 

( Kx* B^’’-t-  C )x  -t-  ( A’x’-f-  -t- C’  ) I’  “F*  A”x^-+-  B y -F- C^—  v», 

passe  par  un  point  fixe.  Car  les  coordonnées  du  point  satisfont 

(•)  La  somme  indiquée  par  l’abréviation  S(m),  par  exemple,  est  une 
tomme  aigêbriif  lie  ; car  plusieurs  des  quantités  #/i',  peuvent  être  néga- 

tives. 
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à une  équation  de  la  forme 

Lx'  + M/-t-N=o, 

et  en  éliminant  x'  entre  cette  équaiion  et  la  précédente,  nous 
retombons  sur  une  é(|ualion  ne  renfermant  plus  qu’une  indé- 
terminée r'  au  premier  degré,  et  représentant  par  suite  une 
droite  passant  par  un  point  fixe. 

Si  donc  les  coefficients  de  l’équation  Ax -I- B r -H  C = o 
sont  liés  entre  eux  par  la  relation  a A 4-  f»B  -l-  cC  = o ( dans 
laquelle  a,  h et  c sont  des  constantes , et  A,  B ef  C des  varia- 
bles) la  droite  qu'elle  représente  passe  par  un  point  fixe. 

Car  la  relation  donnée  nous  (lermet  d’éliminer  C et  de  mettre 
l’équation  sous  la  forme 

(ex  — a ) A -I-  (cr  — ) B = O, 

on  voit  alors  qu’elle  représente  une  droite  passant  toujours 
par  le  point  = r = 

52.  Coordonnées  polaires.  — Les  coordonnées  polaires  sont 
en  général  d’un  usage  commode,  lorsqu’il  s’agit  de  trouver  le 
lieu  des  extrémités  des  droites  menées  par  un  point  fixe  sui- 
vant une  loi  déterminée. 


EXERCICES. 

I.  A et  B sont  deux  points  fixes;  par  le  point  B,  on  mène  une  droite 
quelconque  BP,  sur  laquelle  on  abaisse  une  pcrpendidulaire  AP  du  point  A ; 
on  prolonge  AP  jus<]u  en  Q,  de  manière  que  le  rectangle  PA.  AQ  soit  con- 
stant et  égal  à X’  ; trouver  le  lieu  du  point  Q. 

Prenons  AB  pour  axe  fixe  (fiff.  3a),  et  A pour  pôle  : AQ  = psera  le 

Fig.  3a. 

\e 

li 

A îl 

rayon  vecteur,  et  ^AB  = 9,  l'angle  qu’il  fait  avec  l'axe  fixe.  L’équation 
du  lieu  sera  la  relation  qui  lie  o et  9. 
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Posons  AB  = f.  Le  triangle  rectangle  APB  donne  AP  = ccosO;  mais, 
d’après  les  conditions  du  problème,  AP.AQ  = : l'équation  du  lieu  est 

donc 

/I 

pccosO  = /’  ou  pcosO  = — ; 


nous  avons  vu  [ U)  que  cette  équation  représente  une  droite  perpendi- 
culaire  à AB,  et  menée  à une  distance  — du  point  A. 


n.  On  donne  les  angles  a,  p,  y d'un  triangle  ABC;  le  sommet  A esU 
fixe,  tandis  que  le  sommet  B glisse  le  long  d une  droite  BP  ; trouver  le 
lieu  du  troisième  sommet  C. 

Prenons  le  sommet  fixe  A pour  pèle  {^g.  33),  et  la  perpendiculaire  AP 


Fig.  33. 


à la  droite  fixe  BP  pour  axe,  on  a alors  AC  = f 
Puisque  les  angles  du  triangle  sont  donnés 

sera  constant  ; d’ailleurs,  B.AP  = 6 — ot  ; mais 


, et  CAP=  0. 

le  rapport  m de  AB  à AC 


AP  = AB  cos 


III . AC  cos 


ÊAP; 


en  posant  AP  = «,  nous  aurons,  pour  l'équation  du  lieu, 

/«P  cos(0  — a)  = «; 

c'est  une  ligne  droite  ( i4),  faisant  un  angle  a avec  les  droites  données, 
et  passant  à une  distance  du  point  A. 


III.  On  donne  la  base  AB  = c d'un  triangle  .\BC,  et  la  somme  AC  -i-  CB  = /n 
des  deux  autres  côtés;  à l'extrémité  B de  la  base,  on  élève  la  perpendi- 
culaire BP  au  côté  adjacent  bC  : trouver  le  lieu  du  point  P où  cette  per- 
pendiculaire rencontre  la  bissectrice  extérieure  CP  de  l’angle  ACB. 

Prenons  le  point  B pour  pôle  (Jîg.  34],  et  le  prolongement  BD  de  la 


Désignons  par  a,  b,  c,  les  côlés  du  triangle  opposés  aux  angles  A,  B,  C, 
on  a 

/X  I I 

BCP  = 9o°  — -C,  BC  = n = ptang-C. 
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Mais,  dans  le  Irianglc  ABC,  un  a 


6’=;  c — a«ccosB. 
Fig.  3(. 


Elle  représente  une  droite  periicndiculaire  a la  base  du  triangle  et 

. — r’  J _ 

passant  a une  distance du  point  B. 

On  trouverait,  en  suivant  la  mémo  marche,  le  lieu  du  point  P,  dans  le 
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cas  où  CP  sérail  la  bissectrice  inlrrwure,  et  où  on  donnerait  la  différenco 
au  lieu  de  la  somme  des  côtés. 

IV.  On  donne  n droites  fixes  et  un  point  fixe  O ; par  ce  point,  on  mène 
un  rayon  vecteur  qui  coupe  les  droites  en  r, , r„  r^,. . r,,  et  on  prend 
sur  ce  rayon  vecteur  un  point  R,  tel  que 

/I  I I I I 

trouver  le  lieu  du  point  R. 

Soient 

pcos(0  — a)  P cos(9 — &)  =/>„... 

les  équations  des  droites,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  du  lieu  est 
n _ cos(9  — *1  ces( 0 — P ) 

P ~ !>, 

qui  représente  une  ligne  droite  (41).  Ce  théorème  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier d’un  autre  plus  général  que  nous  démontrerons  par  la  suite. 

Nous  ajouterons  ici,  comme  au  n”  49,  un  petit  nombre  de  problèmes 
conduisant  à des  équations  de  degré  plus  élevé. 

V.  Soit  BP  une  droite  fixe  [Jig.  3a)  ayant  pour  équation  pcos6  = /«; 
sur  chaque  rayon  vecteur  AQ,  on  prend  une  longueur  constante  PQ  =•  r/  : 
trouver  le  lieu  des  points  Q. 

Par  hypothèse  AP  = j donc  AQ  = p = -t-  il. 

Cette  équation,  rapportée  è des  coordonnées  reclangulaire.s,  devient 
(.r — mŸ  ( a:’  -t-  _>  ’)  = r/’j-’. 

VI.  Trouver  le  lieu  des  points  Q,  lorsque  le  point  P décrit,  non  plus  une 
droite  BP,  mais  un  lieu  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires 
P = ?(0)- 

La  longueur  AP  est  égale  au  rayon  vecteur  p du  lieu  cherché,  diminué 
de  d\  l'équation  s’obtiendra  donc  en  remplaçant,  dans  celle  du  lieu  du 
point  P,  p par  p — r/  ; on  trouvera  ainsi 

p — f/=  Ÿ (0). 

VII.  Le  point  P décrit  le  lieu  p = ^ (9)  ; on  prolonge  AP  jusqu’en  AQ, 
de  manière  que  AQ  = lAP  ; trouver  le  lieu  du  point  Q. 

Il  suffit  de  remplacer,  dans  l’équation  du  lieu  de  P,  p par  - p pour 
avoir  l’équation  cherchée. 
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VIII.  On  mène  la  bissedrice  AP'  de  l'angle  PAB,  cl,  sur  celle  bissec- 
trice, on  prend  un  point  P’  tel  que  AP'  = m.AP;  trouver  le  lieu  du 
point  P',  lorsque  P décrit  la  droite  f>cos9=  m. 

L'angle  PAB  étant  égal  au  double  de  la  coordonnée  angulaire  9 du  lieu, 

on  a AP  = cl.  P^''  suite,  pour  l éqoaiion  du  lieu, 

ff’cos^O  — 
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‘CHAPITRE  lY. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DES  NOTATIONS  ABREOÉES 
A L’EQCATION  DE  LA  LIGNE  DROITE. 


.')3.  Nous  avons  vu  (40)  que  réquaiion 

JTCOS  a + _)-sin  a — />  — /i  (x  cos  -f- _>  sin  ^ ^ = o 

est  celle  d’une  droite  passant  par  l'intersection  des  deux 
lignes 

arcosa+^'sin  a — p = o,  xcos^  4- Ksin  (3  — p'=.  o. 

Si,  pour  abréger,  nous  représentons 

X cos  a 4-/sin  a — p, 

X cos  (3  -+- Ksin  p — p', 

par  a,  p,  nous  pourrons  exprimer  plus  simplement  le  théo- 
rème que  nous  venons  de  rappeler,  et  considérer  l'équation 
a — k^  = o comme  celle  d’une  droite  passant  par  l'intersection 
des  deux  lignes  données  par  les  équations  a = o,  (3  = o.  Nous 
appellerons  a et  (3  ces  dernières  lignes,  et  (a,  p)  leur  point 
d’intersection. 

Lorsqu’il  y aura  lieu  d’employer  des  abréviations  analogues 
pour  les  équations  de  la  forme  Ax  -f-  B_r  -H  C = o,  nous  nous 
servirons  des  lettres  romaines,  réservant  les  lettres  grecques 
pour  le  cas  exclusif  où  les  éi|uations  sont  dé  la  forme 

X cos  a-t-_r  sin  a — p = o. 

54.  Cherchons  maintenant  la  signilicalion  du  coefficient  /r  de 
l’équation  a — /,  (3  = o.  Nous  avons  vu  (34)  que  a ( c’est-à-dire 
xcosa -l-ysina  — /j)  était  la  distance  du  point  (x,/)  à la 
ligne  OA,  que  nous  supposons  représentée  par  a : de  même 
P est  la  distance  du  point  (x,  ^•)à  la  droite  OB  représentée 
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par  3-  l-’énualion 

a-/.  3 = O 

exprime  donc  que  si,  d’un  point  du  lieu  qu’elle  représente, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  PA,  PB  sur  leâ  droites  OA,  OB 
{ fl".  35),  le  rapport  de  ces  perpendiculaires  PA  : PB  est  con- 

Fij».  35. 


A 


' B ' 

stant  et  égal  à k.  Ce  lieu  est  une  Hgnc  droite  passant  par  le 
point  O,  et  on  a 

. PA sin  POA 

' PB  sin  PüB 

En  se  reportant  à la  convention  faite  relativement  aux 
signes  (34),  on  voit  que  a-hk^  = o représente  une  droite 
divisant  exlérieurenienl  l’angle  AOB  en  deux  parties  telles, 

sin  POA  , . 

que  — f.— TJ  = h : il  est  bien  entendu,  dans  ce  que  nous  ve- 
^ sin  POB  ^ 

nons  de  dire,  que  les  perpendiculaires  PA  et  PB  sont  celles 

que  nous  sommes  convenu  de  regarder  comme  positives; 

celles  qui  tombent  sur  les  directions  opposées  à a et  3 étant 

considérées  comme  négatives. 

EXERCICES. 

I.  Démontrer,  en  employant  ces  notations,  que  les  trois  bissectrices 
des  angles  d’un  triangle  se  cou|>ent  en  un  même  point. 

Les  équations  des  trois  bissectrices  du  triangle  formé  par  les  droites 
a,  P et  7 sont  évidemment  (35,  5i)  : a — p = o,  ^ — y = o,  y — « = o, 
et  leur  somme  est  identiquement  nulle. 

II.  I.es  bissectrices  oxtérievires  de  deux  des  angles  d’un  triangle  sc  ren- 
contrent sur  la  bissectrice  intérieure  du  troisième  angle. 

En  SC  reportant  à la  convention  relative  aux  signes,  on  voit  que  a-l-p  = o, 
a -)-y  = O,  sont  les  équations  des  bissectrices  exlérieures  ; si  on  les  re- 
tranche l'une  de  l’autre,  on  trouve  ^ — y = o,  équation  do  la  bissectrice 
intérieure  du  troisième  angle. 
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III.  Les  trois  hauteurs  d’un  triangle  se  coupent  en  un  même  point. 

Désignons  respectivement  par  A,  B,  C les  angles  opposés  aux  côtés  a, 

P,  7.  La  hauteur  passant  par  le  sommet  A divise  l’angle  correspondant  en 
deux  autres,  qui  sont  respectivement  complémentaires  des  angles  B et  C : 
son  équation  sera  donc 

a cos.A  — 6 cosB  = O. 

On  trouverait  do  même  pour  les  autres  hauteurs  : 

PcosB  — 7 cosC  = O,  7 cosC  — X cos.A  = o. 

Ces  trois  droites  se  coupent  évidemment  en  un  même  point. 

IV.  Les  trois  médianes  d’un  triangle  se  coupent  en  un  même  point. 

Le  rap|)ort  des  distances  du  mitieu  du  côté  7 aux  deux  autres  côtés  a 
et  S est  sinAlsinB.  Les  éi[uations  des  médianes  seront  donc 

a sin  A — psinB  = o,  f sinB  — 7SinC  = o,  7 sinC  — asin  A = o. 

Leur  somme  est  identiquement  nulle. 

V.  Les  longueurs  des  côtés  a,  p,  7,  0 d’un  quadrilatère  sont  a,  b,  r,it; 
trouver  l’équation  de  la  droite  joignant  les  milieux  des  diagonales. 

Cette  équation  est  «a  — b^  -t-  ry  — r/i  = o \ en  effet,  la  droite 
qu'elle  représente  passe  par  l’intersection  des  droites  etx  — bp  et 
ry  — fli,  qui,  d’après  l’Exercice  précédent,  sont  les  médianes  de  la  base 
commune  aux  deux  triangles  formés  par  une  diagonale  dans  le  quadrila- 
tère; elle  passe  aussi  par  rinterseclion  des  droites  nx  — <IS  et  cy  — bp, 
qui  se  coupent  au  milieu  de  l'autre  diagonale. 

VI.  Trouver  l’équation  de  la  per()endiculairc  élevée  sur  la  base  p d’un 
triangle,  et  à son  extrémité  C. 

ItÉPOXSE.  3t-f-7C0sB  = O. 

VII.  Si  l’on  a deux  triangles  tels,  que  les  perpendicidaires  abaissées  des 
sommets  du  premier  sur  les  côtés  du  second  se  coupent  en  un  même 
point;  réciproquement,  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  se- 
cond sur  les  côtés  du  premier  se  couperont  en  un  même  point. 

Soient  K,  p,  7;  a',  P',  y'  les  côtés  des  triangles;  désignons  par  {xp)  l’angle 
compris  entre  «et  S;  nous  aurons  respectivement,  pour  les  équations  des 
perpendiculaires  abaissées  de  {x,  p)  sur  7',  de  (P,  7)  sur  x',  de  (*,  7) 
sur  P', 

a cos  {py  } — pcos{ï7')  = o, 
pcos(7x')  — 7 cos(P*')  = o, 

7C0s(»p')—  *cos(7p')  = o. 

C> 
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On  trouvera  la  condition  pour  que  ces  trois  droites  sc  coupent  en  un 
même  point,  en  éliminant  p entre  les  deux  premières  équations  et  en  ex- 
primant que  le  résultat  obtenu  ostid  entique  à la  troisième.  On  aura  ainsi 

cos{atfi')cos(^V')  cos('/a’)  = rus(a'P)  cos(^'y)  cosly'a). 

La  symétrie  de  celte  équation  montre  qu’elle  exprime  aussi  la  condi- 
tion pour  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  second 
triangle  sur  les  côtés  opposes  du  premier  se  rencontrent  en  un  même 
point. 

.ï5.  I-a  droite  a — h ^ = o fait  évidemment,  avec  la  ligne  a, 
le  même  angle  que  la  droite  A a — p = o fait  avec  jî  : ces 
deux  droites  sont  donc  également  inclinées  sur  la  bissectrice 
a — (3  = 0. 

EXERCICE. 


Si,  par  les  sommets  d'un  triangle,  on  mène  trois  droites  sc  coupant  en 
un  même  point,  les  trois  droites  menées  par  ces  sommets  et  faisant  avec 
les  bissectrices  des  angles  correspondants,  les  mêmes  angles  que  les  pre- 
mières se  couperont  aussi  en  un  même  [Kiinl. 

Les  c<Més  du  triangle  étant  a,  p,  y,  les  l'ujuations  des  trois  premières 
droites  seront 


Ix  — ;«S  = o,  iiip  — ii’i  — o,  «y  — /a  = o; 


car  ces  droites  se  coupent  en  un  point  (40)  et  passent  respectivement  par 
les  points  {x,p),  (^,  y),  ('/,  »)•  Les  é<|uations  des  trois  autres  droites  se- 
ront, d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  plus  haut, 


X 

7 


1 = 0,  1 

m III 


//  7 


= O, 


ce  qui  (40)  démontre  le  théorème. 

56.  Lorsqu'  un  faisceau  de  quatre  droites  0.\,  OP,  OP',  OB, 
issues  du  même  point  est  coupé  par  une  transversale  aux  quatre 

points  A,  P,  P',  B,  le  rapport  ^p.  (que  l’on  appelle  rapport 

anharmonique  du  faisceau)  est  constant,  quelle  que  soit  la 
transversale. 

En  effet,  soit  p la  distance  du  point  O à la  transversale 
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{f‘S-  O"  »ura  les  égalités 

/i.AP  =OA.OP  sin  AOP,  ;a.P'B  = OB.OP'.sin  BOP', 
;>.AP'=OA.OP'sin AOP',  />.PB  =OB.OP  sinBOP, 
puisque,  dans  chacune  d elles,  les  deux  termes  expriment  le 

Fig.  36. 

B/ 

/ 

/ f 

r 

Ô K 

double  de  la  même  aire.  On  en  déduit 

;>-.AP  .P'B  = OA.OP.OB.OP'sinAOP  sinBOP', 
/j’.AP'.PB  =O  V.OP.OB.OP'siiiAOP'.  sinBOP, 

AP.  P'B  _ sin  AOP.  sin  BOP' 

AP  . PB  sin  .VOI".  sin  BOp" 

Ce  dernier  rapport  est  constant  et  indépendant  de  la  posi- 
tion de  la  transversale. 

57.  Si  a /i  |3  = o,  a /'j3=  o sont  les  équations  de  deux 

droites,  p est  le  rapport  an/iarmonique  du  faisceau  formé  par 

quatre  droites  a.  (3,  a-/.' (3  : car  OA,  OB,  OP,  OP' 

représentant  ces  quatre  droites,  on  aura  (54) 

/.  -r  /,_  sin  AOP' 

sin  PüB’  ' “ sinP'OB’ 

et  par  suite 

k _ sin  AOP. sin  P'OB 
r ~ si  n AOP'Tsi  n POB  ’ 

Le  faisceau  est  \xn  faisceau  harmonique,  lorsque  ^ = i, 

n 

car  alors  I angle  AOB  e.st  divisé  intérieurement  et  extérieure- 
ment en  parties  dont  les  sinus  sont  dans  le  même  rapport; 
d’où  l’on  déduit  ce  théorème  important  : 

6. 
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«4 

Les  deux  droites  (ivnnt  pour  équations  a — /i  = o, 
a -I-  h^=  O forment  arec  x et  ^ un  faisceau  harmonique. 

ü8.  Eli  gtiiiéral,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites 
X — hp,  X — ip,  X — m,3,  X — Il  3(0K,  OL,  OM,  ON  ) est  égal  à 

(n  — i)  (m  — /r) 

(m  — /«)(/— /.)' 

En  effet,  la  parallèle  KN  à ^ (fg.  3-j)  rencontrant  ces  droites 
fia  3ÿ. 


P 


aux  points  K,  E,  M et  N,  le  rapport  anharmonique  du  fais- 
ceau aura  pour  valeur 

NL. MK 

NM. LK' 

Mais  ces  quatre  points  ont  même  puisqu’ils  se  trouvent  sur 
une  parallèle  à la  droite  j3;  leurs  distances  à a (en  raison  de 
réquation  des  droites  OK,  OL...)sont  donc  proportionnelles 
à k.  l,  m,  n ; et  il  en  est  de  même  des  longueurs  Ak,  AL, 
AM,  AN.  Par  suite,  les  longueurs  NL,  MK,  NM  et  LK  sont  pro- 
portionnelles à n — ni  — k,  n — m el  l — k. 

59.  Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démonirer  dans  les 
deux  numéros  précédents  subsistent  encore  lorsque  les  équa- 
tions des  droites  sont  P — /■  P',  P — /P',...,  en  représentant 
par  P et  P' les  expressions  nx -i-èj-t- c,  a'x-r-b'y-\-c'.  En  effet, 
on  peut  ramener  P à la  forme  xcos  x -i-_^-sin  x — p,  en  le  divi- 
sant par  une  certaine  ipiantité  (23),  et,  par  suite,  transformer 
les  équations  P — /i  P'=o,  P — /P'=o,...  dans  les  suivantes 
a — =0,  a — /f.^  = O,...,  P étant  le  rapport  des  quantités 

par  lesquelles  on  doit  diviser  P et  P'  pour  les  ramener  à la 
forme  a,  (3;  d'ailleurs  la  valeur  du  rapport  anharmonique  ne 
change  pas  lorsqu'on  y remplace  k,  /,  m et  n par  kp,  Ip,  mp,  np. 
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Considérons  les  deux  systèmes  de  droites 

P -/.P',  P -/P' 

C>-/.Q'.  0-/Q' 

parlant  chacun  d’un  point  différent,  et  appelons  correspon- 
dantes les  droites  telles  que  P—  /.  P',  Q—  />  Q',  nous  aurons, 
en  remarquant  que  le  rapport  anharmonique  ne  dépend  que 
des  coelficients  h,  /,  m,  n,  le  théorème  suivant  : 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  quelconques  du 
premier  système  est  égal  à celui  des  quatre  droites  correspon- 
dantes du  second. 

Ces  systèmes,  que  nous  aurons  souvent  occasion  de  con- 
sidérer par  la  suite,  s’appellent  systèmes  homographiques. 

CO,  Les  trois  droites  x,  y formant  un  triangle  (*),  on 
peut  toujours  ramener  l'équation  d’une  dioite  ax  + by-{-  c—o 
à la  forme 

Ix  /«[j  -t-  «•/  =:  O. 

L’équation  /a w[3 -t- «•/ = o devient,  en  y remplaçant  a, 
“P  et  y par  leurs  éipiivalents  x cos  a -t-  y sina  — p,  - • - , 

( / cos  X -h  ni  cos  3 -t-  n cos  y ) x 

-t-  ( / sin  a -t-  m sin  j3  -4-  n sin  y )_>•  — {Ip  + mp'  np"  ) = o ; 

elle  sera  identique  à ré()uaiion  donnée  lorsque  l’on  aura 

/ cos  a H-  m cos  P -f  /icos-/=  «,  / sin  a -t-  wsin  (3  nsiny  — h, 

!p  -1-  mp'  -t-  np"  — — f, 

✓ 

cl  l’on  pourra  toujours  déterminer  I,  m et  n,  de  manière  à sa- 
tisfaire à ces  é<|uations. 

Les  exercices  suivants  serviront  d’éclaircissement. 


(•)  Nuuh  disons:  formant  nu  trianglr.  car  si  les  liciios  «,  yî,  ^ sc  rcncoiilrcnt 
en  un  j>oinl,  /a  «y  rt-prcsfnU*  une  drniU*  paftis'iiil  par  ce  niêmc  point, 

piiUquc  IcH  vulcurs  des  courtluiiiKH's  i|ti|  uiimilcnt  M.‘parcuiciit  v,  y niiiiiiUMit 
aussi  /a -+- /rî;3 -t- /ly. 
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EXERCICES. 

I.  IX'monirer  analytiquomcnl  les  propriétés  du  quadrilatère  romplel. 
Soient 

. a = O,  f = O,  7 = 0,  /»  — /«^=o,  /i/p  — «7  = 0, 

les  équations  des  droites 

AC,  AB,  BD,  AD,  BC, 

en  fonction  desquelles  nous  allons  chercher  à exprimer  toutes  les  autres 
lignes  de  la  figure  38). 

Fig.  38. 

K 

i 


l.'équalion  de  CD  sera 

fx  — mp  -h  ti'i  — O, 

puisque  cette  droite  passe  par  l’intersection  D des  deux  droites  Ix  — ;/;f 
et  7,  et  par  l’intersection  C de  /«^  — «7  et  x.  De  même  Ix  — «7  = o 
est  l'équation  de  OE,  puis<|ue  OE  passe  [>ar  E ou  (»,  7),  et  par  0 ou 
(/a  — mp,  mp  — "7)- 

La  droite  EF  joint  le  point  E ou  (a,  7)  au  point  F ou  (/a  — «7, 7)  ; 

son  équation  sera  donc 

/a  H-  «7  - O. 

Les  quatre  lignes  EA,  EO,  EB,  EF  forment  un  faisceau  harmonique  (.iW), 
puisqu’elles  ont  pour  équations 

a = o,  7 = 0,  I X ± ny  — O. 

La  droite  FO  joint  le  point  F,  (/a  + ny,  p),  au  point  0, 

{Ix  — nip,  inp  — ny); 

son  équation  est  donc 

Ix  — ■imp  ■+-  ny  = o. 

Los  quatre  lignes  FE,  FC,  FO  et  F.A  forment  aussi  un  faisceau  harmo- 
nique (57j,  puisqu'elles  sont  représentées  par 

Ix  — nip  ■+■  ny  = 0,  ^ = o,  Ix  — nip  ny  ± nip  = o. 

Les  quatre  droites  OC,  OE,  OD,  OE  constituent  aussi  un  faisceau  harmo- 
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nique,  puisqu'elles  ont  pour  équations 

/a  — »;p  = o,  — «7=0,  lu  — «i^±{«;S  — «7)  = O. 

II.  Discuter  les  propriétés  d'un  système  de  droites  formé  en  menant 
par  les  sommets  d’un  triangle  ABC  des  droites  AD,  BE,  CF,  se  coupant 
en  un  même  point  0. 

Soient  *,  p,  7,  les  côtés  BC,  AC  et  AB  du  triang  le  (fs-  39);  - "7. 

Fie-  3g. 


M 


«7  — /a,  — mp  les  droites  AO,  BO,  CO  (voir  n°  55). 

Les  équations  des  lignes  EF,  DF,  DE  qui  joignent  deux  à deux  les 
points  ou  les  droites  issues  des  sommets  viennent  rencontrer  les  côtés 
s’obtiendront  facilement.  Ainsi  l’équation  de  EF,  qui  passe  par  les  points  E, 
ou  (^,  «7  — /a),  et  F,  ou  (7,  iiip  — /*),  est 

«1^  -H  «7  — Ix  = O. 

On  trouverait  de  même  pour  l'équation  de  DF 
tx  — «/  S -H  «7  = O, 

et  pour  celle  de  DE 

/a  -H  «/ ^ — «7  - O. 

Les  points  L,  M,  N,  où  les  droites  EF,  DF,  DE  rencontrent  les  côtés 
CB,  AC,  AB  du  triangle  qui  leur  sont  respectivement  opposés  sont  sur 
une  droite  qui  a pour  équation 

tx  -t-  mp-i-  n-j  = o; 

car  elle  passe  par  les  points  N ou(/a-f-«;^—  M ou[/a — ;«^-i-«7,S), 

L ou  ( mp  ■+-  n'i  — /a,  a). 

Le  côté  BN  du  triangle  est  di\isé  harmoniquement  par  les  droites  CN, 
CA,  CF,  CB,  puisqu’elles  ont  pour  équations 

a = O,  P = o,  /a  — «ij}  = o,  /a-H«(p  = 0. 

On  rencontre  assez  souvent  des  cas  où  l'on  peut  se  servir  des  équa- 
tions précédentes.  Ainsi  (54,  Ex.  III),  l’équation  de  la  droite  joignant 
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les  pieds  de  deux  linuteurs  est  «cosA -t- pcosB  — ycosC  = o ; cl  la 
droite  o cosA  f cosB  ■+■  yrosC  = o passe  par  les  puinls  d’intersection 

des  lignes  joignant  les  pieds  des  hauteurs,  avec  les  côtés  opiKisos  du 
triangle.  De  mémo  (.*>4,  Ex.  IV)  la  droite  a sin  A -t- psin  B — y sinC 
joint  les  milieux  de  deux  côtés  du  triangle,  etc. 

III.  Deux  triangles  sont  /inninhgiirs  lorsque  les  intersections  de  leurs 
côtés  corres[)ondants  se  trouvent  sur  une  droite  qui  est  Vn.re  il’/inmo- 
h‘gie;  prouver  que  les  droites  joignant  les  sommets  correspondants  de 
deux  triangles  homologues  se  coupent  en  même  point. 

Soient  a,  y les  côtés  du  premier  triangle,  Ix  -t-  -h  ny  l'axe  d'ho- 
mologie, l'équation  du  côté  du  deuxième  triangle  passant  [var  l'intersec- 
tion do  a avec,  cet  axe  sera  de  la  forme  /'*  -e  iiip  -e  //y  = o;  de  môme 
celles  des  deux  autres  côtés  seront 

/x  ■+■  ni'p  -h  ny  — o,  /a  -t-  nip  -h  n'y  = o. 

Dés  lors  les  lignes  joignant  les  sommets  eorres|)ondanls  auront  pour 
équations 

(/  — /')».  = (/«  — ni')  p,  {ni  — in‘)  P =:  [n  — n')y,  (n  — n']y  = (/—/') a. 
Elles  passent  par  un  même  point,  que  l'on  appelle  centre  tVlinmnIngie. 

61 . Trouver  la  eondition  pour  que  les  deux  droites 
Ix  + ni^  ■+-  ny,  l'x  -+-  wi'jâ  -H  n'y,  soient  perpendiculaires  entre 
elles. 

En  remplaçant,  cunime  au  n"GO,  a,  et  y par  leurs  équiva- 
lents, et  en  avant  egard  a la  relation  obtenue  n'’2ii,  corol- 
laire Il  (AA'-t-  IIB'=o),  on  trouve 

//’  + nint'  nn'  -f-  ( w;i'  -(-  m' n ) cos  ( — •/  ) 

-h{nl'-i-  n'I)  cos  {y  — a ) -+-  ( /m'-i-  /'/«)  cos(a—  p,)  — o, 

d'ailleurs,  P et  y étant  les  angles  que  font,  avec  l’axe  des  .r,  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  droites  (3  et  y,  j3  — y repré- 
sente l’angle  compris  entre  ces  perpendiculaires,  cl  par  suite  est 
égal  à l'angle  compris  entre  les  deux  droites  elles-mêmes  ou  à 
son  supplément.  Si  l’on  suppose  que  l'origine  se  trouve  dans 
l’intérieur  du  triangle  formé  par  les  droites  a,  {3,  y,  cl  que  A, 
B,  C,  soient  les  angles  de  ce  triangle,  |3  — y sera  le  supplé- 
ment de  A,  et  la  condition  pour  que  les  droites  soient  per- 
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pendiculaires  pourra  s'écrire 

//'+  mm' -h  tin'—  {mn’-i-  m'«)  cos  A 

— ( ni' -h  n' I)  cos  B — {Im'-^-  ml'  ) cos  C = o. 

Ainsi  la  droite  Ix  -+-  /«  p -f-  «y  esl  perpendiculaire  à y,  quand 
on  a 

« = m cos  A + / cos  B. 

On  trouverait  de  même  que,  en  partant  de  la  formule  n“  .34, 
la  distance  du  point  (x',y)à  la  droite  Ix  + m^-hny  est 
donnée  par  l'expression 

Ix'  -t-  m P'  4-  n y' 

V'  f ' «i’  -t-  «’  — 2 «m  cos  A — 2 n/  cos  B — 2 /m  cos  C 

où  l'on  a fait  x'=  x'cosa  -I- _>-’sina  — 

EXERCICES. 

I.  Trouver  l’équation  de  la  perpendicalaire  élevée  à la  droite  7 en  son 
extrémité  B,  où  elle  eut  rencontrée  par  la  droite  a.  Celte  équation  est  de 
la  forme -+-  «7  = o;  la  condition  de  perpendicularilé  donne  n = / cos  B, 
B étant  l'angle  des  droites  a et  7.  (f'oirn°  3t,  Ex.  VI.) 

II.  Trouver  l'équation  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  7. 
l.e  point  milieu  de  7 est  l'intersection  de  yavecasin  A — ^sinf  (a,  p,  7, 

A,  B,  C ayant  la  signification  indiquée  ci-dessus);  par  suite  l'é(|uation 
sera  de  la  furme  a sinA  — p sinB  -1-  «7  =0,  avec  la  condition 

« - sin(A  — B). 

III.  Les  trois  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  cotés  d'un 
triangle  se  coupent  en  un  même  point. 

Les  équations  de  deux  de  ces  droites  sont 

asin  A — ^sinB-i-78in(.\  — B)  = o,  flsinB  — 7SinC  -t-  a sin(B  — C)=-o. 

En  éliminant  successivement  a,  p,  7 entre  ces  deux  équations,  on  trouve, 
pour  les  lignes  qui  joignent  l'interseclion  de  ces  deux  droites  au.x  trois  som- 
et  Ô *y 

mets, r = - _ = — : la  symétrie  de  ces  équations  montre  (inc 

cosA  cosB  cosC  • ' ' 

les  trois  perpendiculaires  se  coiqienl  en  un  même  point. 

IV.  Trouver,  d'après  le  n"  i'i,  le  sinus,  le  cosinus  et  la  t ingente  do 
l’angle  compris  entre  les  deux  droites  Ix  4-  mp  «7,  l'x  -t-  in'p  -h  n'-/. 
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V.  Prouver  que  xcosA  ^cosB  -+■  ycosC  est  pcr(>endicutairc  à 

asin  A cos  A siii  (B  — C ) -t-  f sin  B cos  B sin  (C  — A)-i-  ysinC  cos  Csin  (A  — B) . 

VI.  Trouver  l'équation  de  la  droite  menée  par  le  point  {*',  y')  per- 

pendiculairement à la  droite  y. 

Réponse.  *(&'-*- y 'cos  .A)  — _S(i’-t-y'cosBi  -i-y  (6'cosB  — ï'cosA)  = o. 

62.  Nous  avons  vu  qu'en  prenant  trois  droites  quelconques, 
a,  P et  y,  nous  pourrions  toujours  mettre  l’équation  d'une 
quatrième  droite  sous  la  forme 

/a  H-  ni  P H-  «y  = o, 

et  résoudre  des  problèmes,  par  une  série  d’équations  en  a, 
P,  y,  sans  faire  aucune  mention  directe  de  jc  et  de/.  Nous  pou- 
vons maintenant  envisager  à un  autre  point  de  vue  le  principe 
exposé  au  n"  00,  et  au  lieu  de  considérer  a simplement  comme 
abréviation  de  la  quantité  a:  cos  a -t-_rsin  a — p,  le  regarder 
comme  exprimant  la  distance  d’un  point  à une  droite  a.  Nous 
nous  trouvons  ainsi  conduits  à imaginer  un  système  de  coor- 
Jonnées  frilinénires  dans  lequel  la  position  d’un  point  est  dé- 
finie par  ses  distances  à trois  droites  fixes  (qu’on  appelle  lignes 
de  rt^férence),  et  la  position  d’une  droite  par  une  équation  ho- 
mogène entre  les  distances  de  ses  points  aux  lignes  de  réfé- 
rence, équation  de  la  forme 

Ix  + + ny  = o. 

Dans  les  coordonnées  cartésiennes  (coordonnées  ordinaires 
en  X et  /),  la  plus  grande  simplification  à laquelle  on  puisse 
arriver  consiste  à choisir  pour  axes  deux  des  lignes  les  plus 
remarquables  de  la  figure  : dans  les  coordonnées  Irilinéaires, 
et  c’est  là  leur  avantage,  on  peut  espérer  une  simplification 
plus  grande,  puisqu’on  peut  prendre  trois  des  lignes  de  la 
question  pour  lignes  de  référence  a,  [3,  y.  Pour  se  convaincre 
de  ce  qui  précède,  il  suffit  de  comparer  les  expressions  données 
au  n“  I>1  à celles  qui  leur  correspondent  dans  le  (Chapitre  II. 

63.  Les  distances  d’un  point  O aux  droites  de  référence  x, 
(3,  y sont  liées  entre  elles  par  la  relation 

ax  + b^-h  cy  ; ; M, 
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dans  laquelle  a,  b,  c,  sont  les  longueurs  des  côlés , et  M le 
double  de  l'aire  du  triangle  ABC  de  référence.  Cela  est  évi- 
dent, puisque  aa,  b^,  cy  expriment  respectivement  le  double 
de  l'aire  des  triangles  OBC,  OCA,  OAB.  Celle  relation  sub- 
siste toujours,  que  le  point  O soit  ou  non  dans  l'intérieur  du 
triangle  ABC  : rappelons-nous,  en  effet,  que,  lorsque  le  point 
ne  se  trouve  pas  d'un  même  côlé  d'une  des  lignes  (a)  de  ré- 
férence que  des  autres,  sa  distance  à cette  ligne  doit  recevoir 
le  signe  — : la  quantité  «a  -i-  6(3  -f-  cy  devient  alors  le  double 
de  OCA  -I-  OAB  — OBC,  c'est-à-dire  reste  encore  le  double  de 
l'aire  du  triangle. 

Puisque  sinA,  sinB,  sinC  sont  proportionnels  à n,  b,  c, 
la  quantité 

a sin  A -H  (3  sin  B -4-  ■/  sin  C 

est  aussi  constante  : ce  que  d'ailleurs  on  peut  démontrer  au- 
trement. En  effet,  celle  quantité  est  égale  à 

«sin(^—  ■/)  -H  (3  sin  (•/  — a)  -t-  '/sin  (a  — |3), 

cl  en  remplaçant  dans  celle  expression  a,  l3,  y par  leurs  équi- 
valents en  X et  )•,  on  voit  que  les  termes  en  x et  y s'éva- 
nouissent. 

Le  ibéorème  que  nous  venons  de  démontrer  permet  d'em- 
ployer  toujours  des  équations  homogènes  en  a,  (3  et  y ; ainsi 
par  exemple  l'équation  a = 3 peut  se  mettre  sous  la  forme 
homogène 

M a = 3 (u  a -t-  -+-<■■■/). 

6i.  Trouver  en  coordonnées  trilinéaires  l'équation  d'une 
parallèle  à la  droite  /a  H-  ni3  -f-  ny. 

En  coordonnées  cartésiennes,  deux  droites,  \x-+-  B > -t-  C, 
A a:  -I-  B >'  -I-  C',  sont  parallèles  lorsque  leurs  équations  ne  dif- 
fèrent que  par  une  constante.  L’équation 

/a  -I-  -4-  ny  -4-  /r  (a  sin  A -4-  ^sin  B -i-  y sinCj  = o 

représente  donc  une  parallèle  à la  droite  /a  -t- «i  |3 -4- n y = o, 
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I)uisc|n’elle  ne  diffère  de  l'équation  de  ccUe  droite  que  par 
une  <|iiantitc  que  nous  venons  de  démontrer  ronstante. 

La  droite  Ax -i- B>- -H  C -(- ( Aæ: -4- B_>- C')=  o est  aussi 
parallèle  aux  deux  droites  Ax -i-  B_>  -l- C=o,  Ax-t-  B_r-t-C'=o; 
elle  est  de  plus  à épale  distance  de  chacune  d'elles.  Si  donc 
deux  équations  P = o,  P'=  o,  sont  telles  que  P — P'=  const., 
l'é(|uation  P + P' = o représente  une  parallèle  à P et  P',  pas- 
sant à égale  distance  de  ces  droites. 

EXERCICES. 

I.  Trouver  l'équation  de  la  parallèle  menée  à la  base  7 d'un  triangle 
par  le  sommet  C. 

HÉ(*onse.  a sin  A -h  ^ sin  b = o. 

Cette  droite  passe  en  eiïet  par  a,  et  son  équation,  qui  peut  s'écrire 
y.sinC — (asin  A -(-  6sinB  7 sinC)  = o, 

ne  dilTèro  de  7 = 0 que  par  une  constante. 

Nous  voyons  ainsi  que  celte  parallèle  asin  A -+-  f sinB  et  la  médiane 
de  la  base  asin.X—  ^sinB  forment,  avec  « et  un  faisceau  harmoni- 
que (r>7). 

II.  La  droite  joignant  les  milieux  de  deux  côtés  d'un  triangle  est  paral- 
lèle au  troisième  côté.  Eu  effet,  son  écpialion  est  (60,  Ex.  11), 

asin.X -f- fisinC  — 7sinC  = o,  ou  27SinC=  asin.X -1- fsinB -+-7sinC. 

III.  Li  droite  na  — //*(  -t- ry  — r/'î  (5i,  Ex.  X')  passe  par  le  milieu  de 

la  ligne  joignant  (a,  7).  (f.  S).  En  effet,  la  (piantité  (na  -1-07)  •+■  (é^  -+  r/3) 
est  constante  comme  étant  le  double  de  l’aire  du  quadrilatère  ; donc  les 
droites  «a  h- 07  et  sont  parallèles,  il  en  est  de  même  de 

(na  -P  C7)  -t-  (èS  -t-  tlù)  qui  passe  à égale  distance  des  deux  premières. 
Cette  dernière  droite  divise  donc  en  deux  parties  égales  la  droite  joi- 
gnant les  points  (a,  7)  et  0)  pris  resiiectivcment  sur  la  première  et 
sur  la  seconde  droite. 

G.’).  Écrire  sons  la  forme  ht.  + + ny  ■=  o l'équalion  de 

la  droi/e  joij^nanl  les  deux  points  (x  jf),  (x",  f). 

Désignons  toujours  par  a,  les  quantités 

x'  cos  X -+-_r'  sin  a.'  — p,  - ■ ■ . 
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La  condilion  pour  que  les  roordoniiées  x',  y salisf.isscni  .i 
l'équalion 

la  -¥  ny  = O 

pourra  s’écrire 


la'  + mp'  + n y'  = o, 


et  on  aura  de  même 


la"  + ny"=  O. 

/ ni 

Tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  du  rapnorl-)  — » et 

n n 

les  portant  dans  l’équation  primitive,  on  obtient  pour  l’équa- 
tion de  la  droite  joignant  les  deux  points 

c(P'y"-y'P")  + p(y’0L"-fa')  + y(a'P"-a"p-)  = o. 

On  doit  observer  que  les  équations  en  coordonnées  irili- 
néaires  étant  homogènes,  il  n’y  a pas  lieu  de  considérer  les 
distances  absolues  d’un  point  aux  lignes  de  référence,  mais 
seulement  leurs  rapports.  Ainsi  l’équation  précédente  ne  sera 
pas  altérée  si  l’on  y remplace  a',  P',  y , par  oa',  p^',  p-/.  Si  donc 

un  point  est  donné  comme  intersection  des  droites  t = — = -» 

l m n 

on  peut  prendre  /,  m et  n comme  ses  coordonnées  trilinéaires. 
Car  si  nous  désignons  par  p la  valeur  de  ces  fractions,  les 
distances  du  point  aux  lignes  de  référence  seront  /p,  nip,  no, 
p étant  donné  par  l’équation  nlp  b/np  -4-  rnp  = M;  mais, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir,  nous  n'avons  pas  besoin  de 
déterminer  p.  Partant  de  là,  nous  pouvons  prendre  pour  les 
coordonnées  de  l’intersection  des  médianes  du  triangle  ABC  : 
siii  B sin  C,  sin  C sin  A,  sin  A sin  B;  pour  celles  des  hauteurs  : 
cosBcosC,  cosCcosA,  cosAcosB;  pour  celles  du  centre  du 
cercle  inscrit  ; i,  i,  i ; pour  celles  du  cercle  circonscrit  : cos  A, 
cos  B,  cosC,  etc. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  l’équalion  do  la  droite  joignant  l'intersection  dos  hauteurs 
à celle  des  médianes. 

Réponse. 

stsinAcosA  sin(B—  C)  -+-  ^sinBcosBs:n(C  — A) 

-t-  y sinCcosCsin(A  — B)  = o. 
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11.  Trouver  réi]iialion  de  Iü  ligne  joignant  les  centres  des  cercles  inscrits 
et  circonscrits. 

UÉPO.NSE. 

a(cosB  — cosC)  plcosC  — cosA)  -t-  y(cosA  — cosB)  = o. 


66.  On  peut  démontrer,  comme  au  n°  7,  que  si  une  droite 

joignant  deux  points  se  trouve  divisée  par  un  troisième  point 

dans  le  rapport  / : ni,  la  distance  de  ce  point  de  division  à une 

• . ni  x'*  , H , 1 Il 

droite  X sera  — , — — x et  a étant  les  distances  des  deux 

l ->r  ni 

premiers  à cette  même  droite.  Les  coordonnées  trilinéaires  du 
point  divisant,  dans  le  rapport  / ; ni,  la  droitejoignant  les  points 
(x\  3',  y'),  (x",  ’çi",  y"),  seront  donc  : Ix'-h  nix”,  l^'-hni^", 
ly'  -+-  niy".  Il  est  du  reste  évident  que  le  point  dont  nous  ve- 
nons de  donner  les  coordonnées  se  trouve  sur  la  droite  Joi- 
gnant les  points  donnés,  puisque  si  a',  y',  a",  P",  y",  satis- 

font à la  fois  à l’équation  Aa -4- B;3 C / = O,  il  en  sera  de 


même  de /a' -t- m'a 

Les  propositions  suivantes  se  démontrent  sans  difficulté  (‘)  : 
Le  point  Ix' — nix"  est  quatrième  harmonique  aux  trois 
points  Ix  + nix',  a',  a".  Le  rapport  anharmonique  des  points 
a'  — /la",  a' — /a",  a' — nix",  a' — na",  a pour  valeur 


(n  — l){m  — fl  ) 

(n  — ni](f  — I,)' 

Lorsque  les  deux  systèmes  de  points  a'  — fi  x",  a'  — Ix", . . . , 
a,  — A a,,  a,  — lx„. . - , sont  situés  chacun  en  ligne  droite  , ils 
sont  honiof’raphiques , puisque  le  rapport  anharmoniiiue  de 
quatre  points  (|uclconques  de  la  première  droite  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants  de  la 
seconde. 


67.  Quelle  est  fa  ligne  représentée  par 

a sin  A -f  ^ sin  B -f-  y sin  C = o. 


(•)  I„i*  poinl  (/*'-+- /n  -i- ni  fî"  t dpRigm*,  pour  abrépor, 

par  poinl  /«'-h 
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Coite  équalion,  par  sa  forme,  rappelle  celle  de  la  ligne  di  oile  ; 
mais  nous  avons  vu  (C3)que  la  quantité  asin  A -f  ^sin  B + ysinC 
était  constante  et  jamais  nulle.  En  nous  reportant  à l'équa- 
tion générale  de  la  ligne  droite  Ax  -t-  C=  o,  nous  voyons 
que  les  segments  interceptés  sur  les  axes  par  celle  droite  sont 

C C 

— Y’  ~ ïî'  P®*'  conse(|ucnl,  plus  A et  B sont  petits,  plus  ces 

A If 

segments  sont  grands,  et  par  suite  plus  grande  est  la  distance 
à laquelle  celle  droite  se  trouve  de  l'origine.  Si  donc  A et  B 
sont  nuis  à la  fois,  les  segments  deviennent  inlinis,  et  la  droite 
esta  une  distance  inrinie  de  l’origine.  L’équation  revient  alors 
à celle-ci  ; o.x  -4-  o.y  -+-  C = o,  et  on  voit  que  si  elle  ne  peut 
être  satisfaite  par  des  valeurs  finies  de  x et  de  r,  elle  peut  l'être 
par  des  valeurs  infinies,  puisque  le  produit  d’une  quantité 
nulle  par  une  quantité  infinie  est  indéterminé  et  peut  être 
fini.  Donc  V équalion  x sin.\  -+-  ^sin  B -h  y sin  C = o représente 
une  droite  située  tout  entière  à une  distance  infinie  de  l'ori- 
gine. En  coordonnées  cartésiennes,  réi|uation  d’une  pareille 
droite  est  o.x -t- o.y -4- C = o ; nous  la  représenterons,  pour 
abréger,  par  C = o. 

68.  Nous  avons  vu  (64)  que  l’équation  a -4-  C = o représen- 
tait une  parallèle  à a = o;  ce  que  nous  venons  de  dire  montre 
que  ce  n’est  là  qu’une  extension  du  principe  exposé  au  n"  4(L 
Une  parallèle  à « peut  en  effet  être  considérée  comme  ren- 
contrant a à l’infini,  et  l’équation  a-)-C=o  représente  ( iO) 
une  droite  passant  par  l’interseclion  de  x = o et  de  ('.  = o, 
autrement  dit  par  l’intersection  de  x avec  une  droite  à l’in- 
fini (67). 

69.  Les  coordonnées  cartésiennes  ne  sont  qu’un  cas  parti- 
culier des  coordonnées  irilinéaires.  Cependant  il  parait  exister 
au  premier  abord  une  différence  essentielle  entre  les  deux 
systèmes  ; les  équations  irilinéaires  sont  toutes  homogènes, 
tandis  que  les  équations  cartésiennes  que  nous  avons  rencon- 
trées jusqu’ici  renferment  un  terme  absolu,  des  termes  du  pre- 
mier degré,  du  deuxième,  etc.  Mais  un  peu  de  réflexion  montre 
que  celle  différence  n’est  qu’apparente,  cl  que  les  équations 
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carlésiennes  sont  homogènes  en  réalité,  bien  qu’elles  ne  le 
soient  pas  dans  la  forme.  L’équation  j:=3,  par  exemple, 
sigiiine  que  la  ligne  x est  égale  à 3 mètres,  3 décimètres,  ou 
à trois  fois  une  unité  linéaire  quelconque;  l'équation  = 9 
exprime  que  le  rectangle  xy  est  égal  à 9 mètres  carrés,  9 déci- 
mètres carrés,  ou  à neuf  fois  le  carré  fait  sur  une  certaine 
unité  linéaire,  et  ainsi  des  autres. 

Pour  que  nos  équations  deviennent  homogènes  dans  la 
forme,  comme  elles  le  sont  au  fond,  nous  n’avons  qu'à  repré- 
senter par  Z Punité  linéaire,  et  écrire  l’équation  de  la  droite 

Kx  -I-  B »-  -I-  C2  = O. 

En  la  comparant  avec  l’autre  équation 

A or  -f-  B P -H  C y o, 

et  nous  rappelant  (07)  que,  lorsqu’une  ligne  est  à rinllni,  son 
équation  prend  la  forme  s = o,  nous  voyons  que  lez  équations 
en  coordonnées  cartésiennes  ne  sont  que  la  forme  particulière 
prise  par  les  équations  en  coordonnées  trilinéaires , lorsque 
deux  des  lignes  de  référence  devenant  axes  de  coordonnées, 
la  troisième  ligne  de  référence  s’éloigne  à l'infini. 

70.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  quelques  indications 
sur  les  systèmes  de  coordonnées  langentielles.  Dans  un  pareil 
système,  la  position  d’une  droite  est  définie  par  des  coordon- 
nées, et  celle  d’un  point  par  une  équation  ; toutefois,  dans  cet 
ouvrage,  nous  le  considérerons  moins  comme  un  nouveau 
système  de  coordonnées,  que  comme  une  nouvelle  manière 
d’interpréter  les  équations.  L’équation  d'une  droite  (en  coor- 
données trilinéaires  ou  cartésiennes)  étant 

Ix  -+-  py  -i-  vz  z=o, 

la  position  de  celte  droite  sera  déterminée  lorsque  l'on  con- 
naîtra les  quantités  p,  v : nous  pouvons  dès  lors  appeler  ces 
trois  quantités  (ou  plutôt  leurs  rapports  qui  sont  seuls  à con- 
sidérer) les  coor</ow/j<?ci  tangentielles  delà  ligne  droite.  Lors- 
que cette  droite  passe  par  un  point  fixe  ( .r',  z'),  on  a 
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In  relation  = o;  si  donc  on  se  donne  une 

équation  de  la  forme  tû.  -t-  tu  -4-  cv  = o , entre  les  coordon- 
nées X,  ft  et  V d’une  droite,  elle  exprime  que  cette  droite  passe 
parle  point  fixe(rt,  b,  c)(.")l),  et  peut  s’appeler  l’équation  de 
ce  point. 

Nous  pouvons  employer  des  abréviations  pour  les  é(|iiations 
de  points,  et  représenter  par  a,  les  quantités  x'Â  -4- y u -h  z' y , 
x“  }. -t- y a -4- z" V ; alors /a -H  ni j3  = O est  l’équation  du  point 
divisant  dans  un  rapport  donné  la  droite  qui  joint  les  points 
(a,  ^);  lx  = ni^,  = n-/  = lx  sont  les  équations  de 

trois  points  en  ligne  droite;  x -4- x — hp  , représentent 
deux  points  qui  forment  avec  [x,  ,3)  un  système  harmonique. 

Au  reste,  nous  développerons  ces  analogies  plus  liÿn,  et 
nous  aurons  alors  occasion  de  montrer  que  les  théorèmes  res- 
pectivement relatifs  aux  points  et  aux  droites  ont  une  corré- 
lation telle,  que,  les  uns  étant  donnés,  on  peut  en  déduire  les 
autres,  et  que  souvent  on  peut  les  démonirer  les  uns  et  les 
autres,  en  interprétant  diversement  les  mêmes  é(|uations.  Les 
théorèmes  auxquels  nous  venons  de  faire  allusion  s'appellent 
théori’nies  réciproques. 


EXERCICE. 

Interpréter  en  coordonnées  tangentielles  les  équations  cm[iloyées 
(GO,  Ex.  11). 

Soient  x,  y les  équations  des  points  .\,  B,  C;  /«S  — «y,  «y  — /z, 
/x  — iup,  celles  des  points  L,  M,  N;  on  voit  que  mp -4- ny  — Ix, 
«y  -4-  Ix  — III P,  Ix  -4-  mp  — «y  rcpré*sent(  nt  les  s( inmels  du  triangle  fornié 
par  LA  , MB.  NC  : tx  -t-  mp  -4-  iiy  délinit  le  point  O où  concourent  les 
droites  joignant  les  sommets  de  ce  triangle  aux  sommets  du  triangle 
primitif  : mp  -4-  ny,  ny  -4-  Ix,  Ix  -4-  mp  représentent  D,  E,  h'. 

Il  est  des  lors  facile  do  voir  les  jxiints  de  la  ligure  ipii  foru.ent  des  di- 
visions liarmoniques. 
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CHAPITRE  V. 

DES  ÉQUATIONS  D UN  DEGRÉ  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER 
REPRÉSENXVNT  DES  LIGNES  DROITES. 


71.  Avant  de  nous  occuper  des  courbes  représentées  par 
des  équations  d'un  degré  supérieur  au  premier,  nous  allons 
examiner  quelques  cas  où  ces  équations  représentent  des 
lignes  droites. 

Si  Ton  fait  le  produit  d’un  nombre  quelconque  d'équations 
L=o,  M=o,  N=o,  on  obtient  une  équation  composée 
LMN...  =o,  qui  représente  l’ensemble  de  toutes  les  lignes 
correspondantes  à chacun  de  ses  facteurs,  puisqu’elle  est  satis- 
faite par  les  valeurs  des  coordonnées  qui  annulent  séparément 
chacun  d’eux.  Réciproquement  : Si  une  équation  d'un  de- 
gré quelconque  peut  se  décomposer  en  plusieurs  équations  de 
degré  moindre,  elle  représente  l'ensemble  de  tous  les  lieux 
correspondant  à ces  dernières  équations. 

Ainsi  lorsqu’une  équation  du  degré  peut  se  décomposer 
en  n facteurs  du  premier  degré,  elle  représente  n droites. 

72.  Une  équation  homogène  du  n'*“  degré  entre  les  va- 
riables représente  n droites  passant  par  l'origine. 

Soit  l'équation 

X"  — px'-'y-h  q.T"-\r'—  . . . tr"=o; 


en  la  divisant  par  _r*.  Ü vient 

(f)'-Kr'-(r’— 

Si  a,  b,  c,...,  sont  les  n racines  de  cette  équation,  on 
peut  récrire 

(£-c)..  =o. 
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et  l'équation  primitive  se  met  sous  la  forme 

( X - rt_r)  ( — f>x)  — ‘T) . • • = O. 

On  voit  ainsi  qu’elle  représente  n droites,  x — ar  = o,. . , 
passant  toutes  par  l'origine.  En  particulier,  l’équation  homo- 
gène 

X’  — pxx  + ÎJ**  = O 

représente  les  deux  droites  x — a^-  = o : a et  6 étant  les  ra- 
cines de  l'équation  du  deuxième  degré 


On  prouverait  de  la  même  manière  que  l’équation 
(x  — a)"  — y>(x—  a)"~' (t'  — è)  -+-  ç (x—  a)"-’ {y — 6)’-f- . . . 

-f- 1 {y  — 6)"  = O 

représente  n droites  passant  par  le  point  (a,  b), 

EXERaCES. 

I.  Que  représente  l'équalion  xr=  o? 

Réponse.  Les  deux  axes;  puisqu'elle  est  satisfaite  par  l'une  ou  l'autre 
des  suppositions  x = o,  .y  = u. 

II.  Que  représente  l'équalion  x’  — r’=  o? 

Réponse.  Les  bissectrices  xdh_>  = o des  angles  formés  par  les  axes  (35). 

III.  Que  représente  l'équation  x’  — 5xi  -h  o? 

Réponse.  x — a v = o,  x — 3_r  = o. 

IV.  Que  représente  l'équation  x’  — axi  sécO  = o? 

Réponse.  x=_vtang^45 

V.  Quelles  sont  les  lignes  représentées  par  x’  — axrtangO  — o? 

VI.  Quelles  sont  les  lignes  représentées  parx’  — 6x’_r-t-i  ix/’— 6/*=o? 

73.  Examinons  plus  en  détail  les  trois  cas  qui  peuvent  se 
présenter  dans  la  résolution  de  l'équation  — pxy  + qxy^=  o, 

7- 
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pluiûi  (le  ~ ^ T' 


de  celle  dernière  sonl  réelles  ei  inégales,  ou  bien  imaginaires. 

Le  premier  cas  ne  présenle  aucune  difncullé  : n cl  è sonl 
les  langenles  des  angles  que  les  droiles  fonl  avec  l’axe  des  »- 
(les  axes  élanl 'su|)posés  reciangulaires)  ; p esl  la  somme  de 
ces  langenles,  el  q esl  leur  produit. 

Dans  le  second  cas , a = b:  on  dit  habiluellcmeiu  que  l’é- 
qualion  ne  représente  plus  qu’une  droite  {x  — ay  = o);  mais 
alors  le  fait  géométrique  ne  correspond  pas  à l'expression  al- 
gébrique, cl  il  y a avantage  à faire  disparaître  ce  désaccord. 
Nous  regarderons  donc,  dans  ce  cas,  l’équalion  comme  repré- 
sentant deux  droiles  qui  coïncident,  el  non  pas  une  seule 
droite,  de  même  que  nous  disons  que  l’équalion  a deux  ra- 
cines égales,  et  non  pas  (|u’elle  n’a  qu’M/ie  seule  racine. 

Dans  le  troisième  cas,  les  racines  sonl  toutes  les  deux  ima- 
ginaires, el  on  ne  peut  satisfaire  à l’équation  par  aucunes  coor- 
données réelles  autres  que  celles  de  l’origine  x = o,  _)•=  o : 
aussi  dit-on  habilucllemenl  que  l’équation  ne  représente  plus 
un  système  de  lignes  droiles,  mais  bien  l’origine.  Celle  manière 
de  s’exprimer  soulève  plusieurs  objections,  elle  suppose,  en 
effet,  que,  dans  certains  cas,  une  seule  équation  peut  repré- 
senter un  point;  el  cependant  nous  avons  vu  (n°  14-)  qu’il  faut 
deux  équations  pour  déterminer  un  point.  Elle  suppose,  en 
outre,  qu’une  quantité  innombrable  d’équations  peuvent  être 
regardées  comme  celles  d’un  même  point;  car  du  moment 
où  /)’  esl  inférieur  à \q,  les  racines  sonl  imaginaires,  indé- 
pendamment des  valeurs  particulières  de  p el  de  q : el  nous 
avons  toujours  considéré  les  équations  différentes  comme 
n’ayant  pas  la  même  signification  géométrique.  Nous  trou- 
verons donc  préférable  de  calquer  le  langage  de  la  géométrie 
sur  celui  de  l’algèbre,  en  disant  que  l’équation  représente 
deux  droiles  imaginaires,  el  non  pas  qu’elle  ne  représente 
aucune  droite,  de  même  que,  dans  ce  cas,  où  p'  est  inféiieur 
à 4?,  nous  disons  que  ré(]uaiion  a deux  racines  imaginaires, 
el  non  pas  qu’elle  n’a  point  de  racines. 

En  résumé,  l’équation  x' — pxy -i- qy' — o pouvant,  dans 
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tous  les  cas,  se  meure  sous  la  forme  (ar  — fty){x — hy)  — o, 
représente  toujours,  quels  que  soient  n et  b,  deux  droites  pas- 
sant par  l'origine.  Si  rt  et  6 sont  réels,  les  deux  droites  sont 
réelles;  lorsque  n est  égal  à b,  les  deux  droites  coïncident, 
enfin  quand  a et  b sont  imaginaires,  les  deux  droites  sont 
imaginaires.  Il  peut  paraître,  de  prime  abord,  indifférent  d'a- 
dopter telle  ou  telle  manière  de  s’exprimer;  mais  nous  verrons 
parla  suite  à combien  d'analogies  importantes  peuvent  conduire 
les  principes  que  nous  venons  d’indiquer. 

])e  semblables  remarques  s'appliquent  à l'équation 

A .r’  -t-  B X)-  -H  C_7‘’  = O, 

puisqu'on  peut  la  ramener  à la  forme  x' — pxy  + qr' = o, 
en  divisant  tous  ses  termes  parle  coefficient  de  x’.  Elle  repré- 
sente donc  toujours  deux  droites  passant  par  l'origine;  ces 
droites  sont  réelles  lorsque  B’  — 4 fsl  positif,  coïncident 
lorsque  B’ — 4 AC  est  nul,  enfin  deviennent  imaginaires 
lorsque  B’  — 4 AC  est  négatif. 

Nous  interpréterons,  de  la  même  manière  que  ci-dessus, 
les  racines  égales  ou  imaginaires  qui  pourront  se  rencontrer 
dans  l’équation  homogène  du  n""  degré. 


74.  Trouver  l'angle  compris  entre  les  droites  représentées 
par  l’équation  x'  — qy^  = o- 

I/équation  équivalenie  étant  (x  — ni  )(x— /i)-)  =0,  la  tan- 
gente de  l'angle  9,  compris  entre  les  deux  droites,  aura  pour 
expression  (25) 

tangç  = 


-Jb 
ab  ' 


mais,  d'après  la  théorie  des  équations, 
donc 


ab=q,  a — b — \jp' — 4?- 


tang9 


■ y 


Si  l’équation  avait  été  donnée  sous  la  forme 
Ax’ -+-  Bx)- -H  Cl  ’ = O, 
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on  aurait  trouve. 


tang9  = 


V B’  — 4 AC 

A C 


Co/o//u/re.— Lesdroites sont  perpcndiculaireslursque  tang  tp 
devient  infini,  c'est-à-dire  lorsque  ^ = — i,  ou  A-»-C  = o, 
suivant  que  l’on  considère  la  première  ou  la  deuxième  forme 
d’équation. 

Quand  les  axes  sont  obliques,  l’angle  des  deux  droites  est 
defini  par  la  relation 


tang  9 = 


sin  II)  y B'  — 4 AC 
A + C — B cos  (,> 


EXERCICE. 


Trouver  l’angle  compris  entre  les  droites 

-h  J y — ü )■’  «=  O,  x’  — ix  vsécO  -t-_>  ’ = O. 

Répo.n.se.  ÿ = 45",  .»■  = 8. 

75.  Trouver  l’équation  des  bissectrices  des  angles  que  forment 
les  droites  représentées  par  l'équation 

Ajt’-i-  -+■  Cj’=  O. 

Soientx  — fy*  = o,x  — by—o,  les  deux  droites;  x — py=o, 
l’équation  d’une  bissectrice.  Pour  déterminer  p,  remar- 
quons (18)  que  f/ est  la  tangente  de  l’angle  fait  par  la  bissectrice 
avec  l’axe  des  y,  et  que  cet  angle  est  égal  à la  demi-somme 
des  angles  faits  par  les  droites  avec  cet  axe  : nous  avons  donc 

2 a -h  b 

I — u’  I — ab  ’ 

« 

mais,  d’après  la  théorie  des  équations, 


par  suite 


a -h  b = — 


B 

Â’ 
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OU 

A-C 

fJi'  — 2 — g — U — I O. 

Nous  avons  ainsi,  pour  délerminer  fx,  une  équation  du 
deuxième  degré  : une  des  racines  sera  la  tangente  de  l’angle 
fait  avec  l’axe  des  y par  la  bissectrice  intérieure  des  deux 
droites;  l'autre,  la  tangente  de  l’angle  fait  par  la  bissectrice 
extérieure  avec  ce  même  axe.  En  remplaçant  dans  la  der- 

X 

nière  équation  a par  sa  valeur—»  nous  trouverons,  pour  l’é- 
quation composée  des  deux  bissectrices, 

j:-— 2— g— jy-  — x’=o  (♦). 

Elle  montre  (7i)  que  ces  bissectrices  se  coupent  à angle 
droit. 

On  pourrait  arriver  au  même  résultat  en  posant  (35)  les 
équations  des  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle 
formé  par  les  droites  x — ay  = o,x  — by  = o,  les  multipliant 
l’une  par  l’autre,  chassant  les  dénominateurs  et  remplaçant 
a+b,  ab  parleurs  valeurs  en  fonction  des  coefficients  A, 
B et  C. 

76.  Nous  avons  vu  que  l’équation  du  second  degré  peut  re- 
présenter deux  droites,  autrement  dit,  se  décomposer  en  deux 
facteurs  du  premier  degré;  pour  qu’il  en  soit  ainsi,  il  faut  que 
ses  coefficients  satisfassent  à une  condition  que  nous  allons 
déterminer. 


(*)  Les  racines  de  cette  équation  sont  toujours  réelles,  même  lorsque  celles 
de  l’equalion  primitive  Ax'-f- Rxr -f- *=  o sont  imaginaires.  Ainsi  : « Les 
bissectrices  des  angles  formes  par  un  système  de  deux  droites  imaginaires  sont 
réelles.  * C’est  dans  l’existence  de  pareilles  relations,  entre  des  lignes  réelles 
et  des  lignes  imaginaires,  que  l’emploi  do  ces  dernières  puise  quelque 
utilité. 
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L’équalion  générale  du  second  degré 

-h  2 bj-’  -i-  2frx  -(-  ify  -f  e = o ( *), 

peut  s’écrire 

nx’  + 2 ( /y  -f-  g-)  X + />>•'  -t-  2 fj'  +0  = 0, 

el  en  la  résolvani  par  rapport  à x,  on  trouve 

ax=  — {hr+  g]±yi'{lt'  — ab)r‘+2ilig—  «/)r  + 

Pour  que  celte  expression  puisse  se  ramener  à la  lorme 
x = my+  II,  il  faut  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  un 
carré  parfait,  ce  qui  donne  pour  la  condition  cherchée 

( /i>—  ah)  [g^—  ac)  = {/lg—  afy, 

ou,  en  développant  el  divisant  par  a, 

abc  -+-  ‘^fgb  — rt/’ — bg' — t7i’=o. 

F-orsque  celle  condition  est  remplie,  les  équations  des  deux 
droites  s’obtiennent  en  prenant  le  radical  successivement  avec 
le  signe  + el  avec  le  signe  — . 

EXERCICES. 

1.  Vérifier  que  l'équation 

.i’  — 5x>-  -t-  X -e  2,r  — 2 = O 

repré.«enle  (leux  droiles,  et  trouver  ces  droites. 


( * ) Il  pourrait  parullrc  plus  nalufpl  ü’orrire  coltc  rquation  : 
ox^-t-bxr  -f-  rr*-4“  </.r  -t-  o o; 

mais,  pour  consorveriint*  notation  uniforme  dans  tout  le  cours  de  cet  Ouvrage, 
nous  avons  cru  devoir  adôpter,  dès  le  commencement,  l'niitrc  forme,  dont 
nous  nurons  lieu,  plus  tard,  d’apprécier  la  commodité  et  la  symetiie.  >ous 
verrons,  on  effet,  que  celte  équation  est  liée  intimement  avec  reqiintion  homo- 
gène il  trois  variables,  a laquelle  on  n donné  la  forme  symétrique  : 

Av’-f-  ci:*-+-  "ifyT  •+-  0 Axr  = f», 

dont  elle  si-  déduit  en  y faisant  x = i.  I.c  coeflicieiil  'j  qui  se  trouve  dans 
plusituirs  termes  rend  pins  simples  et  plus  faciles  a retenir  un  ci'rUiii  nombre 
de  formules  auxquelles  conduit  remploi  de  cette  équation. 
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1IÉPUNSE.  En  résolvant  cotIc  équation  par  rapport  à x,  commo  il  vient 
d’étredit,  on  trouve,  pour  les  deux  droites, 

x — r — I = O,  J- — 4.>'-i-2  = o. 

II.  V érifierque  l’expression  suivante  représente  deux  droites 

( ax  ■+■  p y —/•’)’=  (ï’  -h  p‘ — /■’)  ( J-’  -+->■’  — r^). 

III.  Qnelles  sont  les  lignes  représentées  par  ré<]uation 

.r’  — x>‘  -I-  ’ — X — _>■  -e  I = O? 

Répo.x'se.  Les  droites  imaginaires  x ■+■  O r -i-  0’  = o,  x -t-  -i-  0 = o, 

0 étant  uno  des  rarincs  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 

IV.  Déterminer  //,  de  telle  façon  que  l'équation 

x’-(-  u//.rr-t-_r’  — 5x  — ~x  -y-  6 = O 
représente  deux  droites. 

Réponse.  Remplaçant  les  coefficients  de  I équation  générale  par  les  va- 
leurs qui  leur  correspondent  dans  l'équation  donnée,  on  troiue,  pour 
déterminer  /i,  l’équation  du  second  degré  ii/d — 35/i  -t-  a5  = o,  dont 

1 ,5,5 
les  racines  sont  5 et  -• 

a 4 

* 77.  La  méthode  exposée  au  numéro  précédent,  Irès- 
simple  lorsqu’il  s’agit  d’une  équation  du  second  degré, 
n'est  pas  applicable  aux  équations  du  degré  supérieur  : 
aussi  donnerons-nous  une  autre  solution  du  |)roblème , en 
cbercbani  dans  quelles  conditions  on  peut  identifier  une  équa- 
tion du  second  degré  avec  le  produit  des  équations  de  deux 
droites 

{xx  ■+-  — i)(a'x  -t-  — 1)  = o. 

Pour  cela,  il  suffit  d’effectuer  le  produit  indiqué  et  d’égaler 
le  coefficient  de  chaque  terme  à celui  du  terme  correspondant 
<le  l’équation  générale  du  deuxième  degré,  apres  avoir  préa- 
lablement divisé  cette  dernière  par  c,  de  manière  à rendre  le 
terme  absolu  égal  à l’unité.  On  obtient  ainsi  cinq  équations  : 
quatre  d’entre  elles  servent  à déterminer  les  valeurs  des  in- 
connues X,  x',  (3,  [3',  en  fonction  des  coefficients  de  l’équation 
générale;  la  condition  cherchée  se  trouve  alors  en  exprimant 
que  ces  valeurs  satisfont  à la  cinquième. 
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Ces  cinq  équations  sont 

n , 


ax 


' = a+a'=__«,  ^^-=. 

c c 


X f X h 


Des  quatre  premières,  on  déduit  sans  peine,  pour  détermi- 
ner a,  (3,  (3',  deux  équations  du  deuxième  degré  qu’on  peut 
aussi  trouver  en  observant  que  les  valeurs  de  a,  a,  (3, 
sont  les  réciproques  des  segments  déterminés  par  les  droites 
sur  les  axes.  Ces  segments  s’obtiennent  en  faisant  alternati- 
vement j:  = o,  j=odans  l’équation  générale,  et  sont  ainsi 
donnés  par 


ax'-{-  -{■  c=o,  by^ xfy  + c = O. 

Si  le  lieu  rencontre  les  axes  aux  points  L,  L',  M,  M',  et  s'il 
se  compose  de  lignes  droites,  son  équation  peut  aussi  bien 
représenter  les  deux  droites  LM,  L'M'  que  les  deux  droites 
LM',  L'M,  et  doit  par  conséquent  s’identifier  avec  l’une  ou 
l’autre  des  équations 

( atx  -I-  (3/  — I ) ( XX  + ^’y  — i ) = o, 

( XX  + <p'y—  I ) ( a'x  H-  ;3/  — 1 ) = O. 


2 A 

Si  l’on  effectue  les  multiplications,  on  voit  que  — doit  avoir, 

non-seulement  la  valeur  x^'  -t-  |3a'  donnée  plus  haut,  mais 
bien  encore  celle-ci  a, 3 -+-  x'p'.  On  a ainsi,  pour  la  somme  de 
ces  deux  quantités, 

«(3 -t- a' -t- «;3' -I- Pa' = ( St -t- a’ ) ( ^ -I- ;3' ) = ^, 
et  pour  leur  produit 


(st|3  -t-  a'  ;3'  ) ( a’j3  -H  st;3'  ) = aa'  ( ;3’  4-  i3’’  ) -4-  ;3,3'  ( a>  -h  a”) 

n — xhv  b ^ g'—  X ne 

c c’  c f’ 

Les  valeurs  de  ^ sont  donc  données  par  l’équation  du  deuxième 
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degré 


_ & iji 

f’  t'  c 


af‘  + b g’ — abc 
c> 


O, 


107 


qui  se  ramène  facilemenl  à la  condition  donnée  précédem- 
ment. 


EXERCICE. 

Déterminer  //,  de  manière  que  x’-t-  i/;xi-  +,>  ’ — Sx—  7.»  -+-  6 = 0 
représente  deux  droites  (76,  Ex.  IV). 

Les  segments  déterminés  sur  les  axes  sont  donnés  par  les  équations 


x’ — 5x -1- 6 = 0,  y' — ■ 

'y  -1-6=0 

dont  les  racines  sont 

X = 2,  X = 3,  y — J, 

r = 6- 

En  formant  les  équations  dos  droites  joignant  les  points  ainsi  obtenus, 
on  voit  que  si  l’équation  donnée  représente  des  droites,  elle  doit  être 
de  l'une  ou  do  l'autre  des  formes 

(x  -1-  2 r — 2)  (2x  6)  = O,  (x  ■+-  3 > — 3)  (3x  — 6)  =0. 

ElTectuant  les  multiplications,  on  trouve  facilement  les  valeurs  de  /i. 

* 78.  Trouver  le  nombre  des  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  coefficients  de  l'équation  générale  du  n'*”'  degré, 
pour  quelle  représente  un  système  de  n droites. 

Nous  procéderons,  comme  au  numéro  précédent,  en  com- 
parant l'équation  générale,  dans  laquelle  nous  aurons  rendu 
le  terme  absolu  égal  à l’unité  par  une  division  préalable,  avec 
le  produit  des  équations  des  n droites 

{xx  + ^y—  i)(a''x4-^"/— 1)...  — ' o. 

Nous  trouverons  ainsi  (N  étant  le  nombre  des  termes  de  l’é- 
quation générale)  N — i équations,  puisque  les  termes  absolus 
sont  identiques  : 2/1  d’entre  elles  suffisant  à détermineP  les  2/1 
inconnues  a,  a',  a" il  faudra  N — i — a/i  conditions  qui  s’ob- 

tiendront en  éliminant  a,  a',  a", . . . entre  les  N — 1 équations. 
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En  écrivant  l'équalion  générale  sous  la  forme 

A 

+ Bx  -+■  C _v 
+ Dx’  -I-  -h  F)  ’ 

-4-  + Ko-)-’  H-  Lv’ 

■+■ 

on  voit  immédiatement  que  le  nombre  des  termes  est  égal  à 
la  somme  des  termes  d’une  progression  arithmétique,  et  que 


N — I a 3 -f-  • . • *+■  { n ~4- 1 ) — 


(n  i)(w  + a| 


formule  d’où  l’on  déduit  successivement 
N- 


n(n-t-3)  n{n  — \ ) 

) N — I — 2M  = 


I . a 


I .3 
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CHAPITRE  VI. 

DU  CERCLE. 


79.  Nous  crojons  utile,  avant  de  discuter  l’équation  géné- 
rale du  second  degré,  d’étudier  d'abord  le  cercle,  pour  faire 
voir,  par  ce  cas  assez  simple,  comment  on  peut  déduire  de 
l’équation  d’une  courbe  toutes  ses  propriétés,  sans  en  avoir 
fait  une  étude  préalable  par  les  procédés  géométriques. 

L’équation  en  coordonnées  rectangulaires  du  cercle  (lui  a 
pour  centre  le  point  (a,  P)  et  pour  rayon  r est  ( 17) 

Si  le  centre  est  à l’origine  des  coordonnées,  oti  a a = o,  (3  = o, 
et  l’équation  devient 

x'  -f-  y'  — /•’. 

Lorsqu’on  prend  pour  axe  des  x un  diamètre,  et  pouraxe  des  y 
une  perpendiculaire  à l’extrémité  de  ce  diamètre,  x — r, 
^ = 0,  l’équation  devient 

X'  + y'  — xrx. 

t.'es  deux  derniers  cas  se  rencontrent  assez  souvent  dans  les 
applications. 

80.  Dans  l’équation  du  cercle  en  coordonnées  rectangu- 
laires, les  coeflicients  de  x'  et  de  y’  sont  égaux,  et  le  terme 
en  xy  manque. 

L’équation  générale 

ttx^-\-  xhxy  -4-  by^  -t-  i"x  + -xfy  + c = 0 

ne  peut  donc  représenter  un  cercle  que  si  a — b,  h —o,  et 
alors  on  peut  la  ramener  à la  forme  {x  — x)’  y-  {y  — (3)’= 
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en  suivant  un  procédé  analogue  à celui  qui  est  usité  dans  la 
résolution  de  l’équation  du  deuxième  degré.  Après  avoir,  par 
une  division  préalable,  ramené  les  coefficients  de  x’  et  de  y' 
à l’unité,  il  suffit  de  faire  passer  dans  le  second  membre  le 
terme  absolu,  et  de  compléter  les  carrés  en  ajoutant  aux  deux 
membres  la  somme  des  carrés  de  la  moitié  des  coefficients 
de  X et  de^. 

En  appliquant  ce  procédé  à l’équation 

a{x'  +y')-h  gx  -4-  2 fy  + c = o. 


on  trouve 


Les  coordonnées  du  cenire  soni  — i cl  le  ravon  a 

a a 


pour  valeur 


7.  + - 


Si  g^  ■+■  /’  est  plus  petit  que  ne,  le  rayon  du  cercle  est  ima- 
ginaire, et  l’équation,  étant  équivalente  à 

(x  — a)’-t-(.r  — |3)’  -t-  r»  = O, 

ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  valeur  réelle  de  x et  de  y. 

Lorsque  g'  +f'  est  égal  à ac,  le  rayon  est  nul,  et  l’équation, 
étant  équivalente  à 

(x—  a)'-f-(y— |3)==o. 


ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  coordonnée  autre  <|ue 
celles  du  point  (a,  P).  On  dit  alors  que  cette  équation  est  celle 
du  point  (a,  (3);  mais  pour  des  raisons  déjà  énoncées  (73), 
nous  préférons  la  considérer  comme  l’équation  A'un  cercle 
injinimeni  petit.  Nous  avons  vu  aussi  (73)  qu’on  pouvait  la 
regarder  comme  l’équation  de  deux  droites  imaginaires 
(x  — a)±  (y  — I = O , passant  par  le  point  (a,  (î).  De 

même  l’équation  x’-i-y*  = o peut  être  regardée  comme  celle 
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d'un  cercle  infmimeni  petit  ayant  l’origine  pour  centre,  ou 
bien  comme  celle  des  deux  droites  imaginaires  ' = o. 

EXERaCE. 

Ramener  à la  forme  (j  — a)’^-  ( r — p)‘  les  équations 

H-.1  ’ — a j:  — 4.C  = ao,  3jr’-t-  3,i  ’ — Sx  — -t-  t = o. 

Réponse. 

(X  - ,)>  + (.,  - a 1»  = a5 . (^  - 1)’  + {.y  - s)’  = S •• 

les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  sont,  dans  le  premier  cas,  (i,  a] 
et  5;  et  dans  le  second,  cl  ^ 

81.  I.’équation  du  cercle  en  coordonnées  obliques  est  peu 
usitée;  on  l’obtient  en  exprimant  (n”  5)  que  la  distance  d’un 
point  au  centre  est  égale  au  rayon  ; on  trouve  ainsi 

(x  — ( r — P)’-4-  2(x  — a)(y  — ^)  cüsw= 

En  la  comparant  à l'équation  générale,  on  voit  qu’elle  ne 
peut  représenter  un  cercle  que  si  a = b,  h = a cos  oa,  et  alors, 
en  égalant  les  coefficients  des  termes  correspondants,  on 
trouve,  pour  déterminer  les  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon,  les  équations 

0£-t-3cOS4>=: — -■>  3-l-aCOS6>  = — — • 

a II 

«’+  3’-t-  2«3cos6ü  — c’=-. 

‘ a 

Les  deux  premières  équations  qui  servent  à déterminer  a 
et  P ne  renferment  pas  c,  par  suite:  deux  cercles  sont  con- 
centriques lorsque  leurs  équations  ne  diffèrent  que  par  une 
constante. 

Lorsque  c = o,  l’origine  est  sur  la  courbe,  puisque  son 
équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  x = o,  y = o de 
l’origine.  Cette  remarque  est  générale,  et  lorsqu'une  équation 
n'a  pas  de  terme  absolu,  la  courbe  quelle  représente  passe  par 
l'origine. 
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82.  Trouver  les  coordonnées  des  points  oà  une  droite 
X cos  X +^'sin  x = P rencontre  un  cercle  -f-  y'  — /’. 

Eli  égalant  l’une  .i  l’autre  les  valeurs  de  j tirées  de  cliacune 
des  équations,  on  trouve,  pour  déterminer  x. 


P — X COS  X 

sin  X 


— y r‘  — x’. 


OU,  en  réduisant, 

x’ — ipxcosx  + p'—  r’sin’a  =o; 

d’où  

X = yjcosrt  rt  sin  x\J  r‘  — 

on  trouverait  de  même 


y — P cos  X rp  cos  x y r^  — p‘. 

Il  est  facile  de  s’assurer,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les 
équations  données,  que  le  signe  — dans  les  valeurs  de  cor- 
n;spond  au  signe  + dans  la  valeur  de  x,  et  vice  versil. 

Puisque  nous  sommes  conduit  à une  équation  du  deuxième 
degré,  c’est-à-dire  avant  deux  racines  réelles  ou  imaginaires 
pour  déterminer  x,  nous  devons  en  conclure,  pour  faire  cor- 
respondre le  fait  géométrique  à l’expression  algébrique,  qu’une 
droite  (juelconquc  rencontre  un  cercle  en  deux  points  réels  ou 
imaginaires. 

Lorsque  p est  plus  grand  que  r,  c’est-à-dire  lorsque  la  dis- 
tance de  la  droite  au  centre  est  plus  grande  que  le  rajon,  cette 
droite,  considérée  géométriquement,  ne  rencontre  pas  le 
cercle,  et  cependant  l’analyse  donne  des  valeurs  imaginaires  dé- 
finies pour  les  coordonnées  des  |)oints  d’intersection.  Aussi  ne 
dirons-nous  pas  que  la  droite  tie  rencontre  pas  le  cercle,  mais 
bien  qu’elle  le  rencontre  en  deux  points  imaginaiies,  cl  cela 
parce  que  nous  n’admettons  i>as  que  l’équation  du  deuxième 
degré  n’a  pas  de  racines,  mais  bien  qu’elle  a deux  racines 
imaginaires.  Par  point  imaginaire,  nous  n’entendons  pas  autre 
chose  qu’un  point  ayant  une  de  ses  coordonnées  imaginaires, 
ou  toutes  les  deux.  C’est  là  une  pure  conception  analytique 
que  nous  ne  chercherons  pas  à représenter  géométriquement. 
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pas  plus  que  nous  n’attachons  de  signification  arithmétique 
aux  valeurs  des  racines  imaginaires  d’une  équation,  La  con- 
sidération des  points  imaginaires  est  nécessaire  pour  con- 
server à nos  raisonnements  toute  leur  généralité;  nous  trou- 
verons en  effet  bientôt  plusieurs  cas  dans  lesquels  la  droite 
joignant  deux  points  imaginaires  est  réelle  et  jouit  de  toutes 
les  propriétés  géoméiriques  de  la  droite  qui  lui  correspond 
quand  ces  points  sont  réels. 

83.  Lorsque  p = r,\a  géométrie  nous  apprend  que  la  droite 
est  tangente  au  cercle,  et  l’anaivse  nous  conduit  au  même  ré- 
sultat, puisque  les  deux  valeurs  de  x sont  égales  entre  elles, 
ainsi  que  celles  de  y : ce  qui  signifie  que  les  points  corres- 
pondant à ces  valeurs  coïncident.  Nous  ne  considérerons  donc 
pas  la  tangente  comme  n'ayant  avec  le  cercle  qu’un  seul  point 
commun,  mais  bien  comme  le  rencontrant  en  deux  points  cjui 
coïncident;  attendu  que  l’on  ne  dit  pas  que  ré(|uation  du 
deuxième  degré  (]ui  les  détermine  n’a  qu’une  seule  racine, 
mais  bien  qu’elle  a deux  racines  égales.  Aussi  définirons-nous 
en  général  la  langenle  à une  courbe  comme  la  droite  joignant 
deux  points  injiniment  voisins  de  la  courbe. 

On  trouve  de  même  une  équation  du  deuxième  degré,  pour 
déterminer  les  points  d’intersection  de  la  droite  \x  -t-  C 
avec  le  cercle  donné  par  l’équation  générale,  et  cette  droite 
est  tangente  au  cercle,  lorsque  cette  é(|uation  du  deuxième 
degré  a ses  racines  égales. 

EXERCICES. 

I.  Trouver  les  coordonnées  de  l’intersection  de  u:’ -i-  > ’ = G5  , 
3 J-  -t-y  = i5. 

Réponse.  (7,4)  d (8,  >)• 

IL  Trouver  l’intersection  de  (x  — c)’-+-  (y  — ac)’=  a5t’,  4x-c-  3y=35r. 

Réposse.  La  droite  tangente  au  point  (5c,  5c). 

III.  Dans  quel  cas  y = mx  -v  b est-il  tangent  à x’  -t-  y * = r’  ? 

Réponse.  Lorsque  è’=  r’(i  -i-  /n’). 
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IV.  Dans  quel  cas  la  droite  > = w.r  menée  par  l’origine  loiiche-t-ello 
//  (x’  -I-  axr  cosm  -+-  )■’)  -h  2ÿ^x  -+-  •x  fy  -t-  c = o? 

Kée-onse.  Les  points  d’inlerseclion  sont  donnés  par  réijualion 
rt  ( 1 -y-  im  cosw  n/’  ) r’  •+-  a {;»  -t-  fiii  ) x -t-  c = o, 

qui  a ses  racines  égales  lorsque 

{ " fin  )'  = «r  (i  -h  7.  ni  cosw  - m^)  ; 
un  en  iléduit  une  équation  du  deuxième  tlegré  pour  déterminer  ///. 

V.  Trouver  les  tangentes  menées  par  l’origine  à 

•e’  -t-  _i  ’ — G X — a_>'  -t-  8 = i>. 

Réponse.  .r — ,v=o,  x->-7r=o. 

8't.  Il  est  soitvcnl  préférable,  potir  fixer  la  position  d'un 
cercle  donné  par  sott  équation,  de  chercher  les  segments  qu’il 
détermine  sur  les  axes  plutôt  que  son  centre  et  son  rayon, 
d’autant  plus  que  trois  points  étant  suffisants  pour  le  déter- 
miner les  quatre  points  qu’on  obtiendra  ainsi  pourront  servir 
à mieux  le  faire  cotinaîlre.  En  faisant  alternativement  o, 
x = o,  dans  l’équation  gétiérale  du  cercle,  nous  trouvons, 
pour  déterminer  ces  points,  les  deux  équations  du  deuxième 
degré 

ox'  -I-  1 fix  -h  c = O,  (IJ  ’ 4-  ^fr  -f-  c = O. 

L’axe  des  x sera  tangent  au  cercle  lorsque  les  racines  de  la 
première  équation  seront  égales,  c’est-à-dire  lorsque  g'  = ac; 
l’axe  des  y sera  pareilletnent  tangent  lorsque/*  = oc. 

Réciproquement,  si  l’on  veut  trouver  l’équation  d’un  cercle 
déterminant  des  segments  >/,  sur  l’axe  des  x,  on  aura,  en 
faisant  a = i , pour  obtenir  les  coefficients  de  l’équation, 

= — (X f = 

Si  le  cercle  doit  intercepter  des  segments  u et  ■/  sur  l’axe 
des_j’’,  il  vient 

2/=—  (|!X  -I-  fl'),  C = flu'. 

On  peut  déduire  de  là  le  théorème  connu  f/.,u'=  XX'. 
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EXERCICES. 

I.  Trouver  les  points  où  les  axes  sont  coupés  par 

)•’ — Sx  — yr-+-  Cl  = o. 

Réi’oxsE.  ■*■  = 5,  ,r  — 2;  )-  = (>,  _r=i. 

II.  Quelle  est  l'équation  du  cercle  tangent  aux  axes  à une  distance  « de 
l’origine? 

Réi>onse.  .c’  1-  >■’  — 'xitx  — 1/1  y -h  /i’  = o. 

III.  Trouver  l’équation  d’un  cercle  en  prenant  pour  axes  une  tangente 
et  une  droite  passant  par  le  point  do  contact. 

Réponse.  Dans  ce  cas,  /,  i'  et  p sont  nuis;  il  est  d’ailleurs  facile  de 
voir  sur  une  figure  que  ;/  = ar.sinoi. 

L’éipiation  cliorchée  est  donc  .r’ -1- a.rp  cos'.i -f-.»  ’—  2r>  sinw  = o. 

8.").  Tronyer  l’éqiutlioii  de  la  tangente  en  un  point  [x',y'), 
d’un  cercle  donné. 

Puisque  la  tangente  à une  courbe  (83)  peut  être  considérée 
comme  une  droite  joignant  deux  points  infiniment  voisins  de 
cette  courbe,  nous  pourrons  déduire  son  équation  de  celle  de 
la  corde  passant  par  deux  points  quelconques  (x",  )•"), 

de  la  courbe,  en  y faisant  x'  ==x",  y = jr". 

Supposons  d’abord  que  le  cercle  ait  son  centre  à l'origine, 
son  équation  sera 

X-  = r’. 

L’équation  de  la  droite  passant  par  les  deux  points  (x',  _>•' ), 
(x',j"),  est  (29) 

y— y'  _ y'  — y’ 

X — x'  x'  — x" 

Si  on  y fait  x'=  x",  y=:  y",  le  second  membre  de  l'équation 
devient  indéterminé;  cela  tient  à ce  que  nous  n'avons  pas 
encore  exprimé  que  les  points  (x',  /'),  (x",  y")  se  trouvent 
sur  le  cercle  : en  introduisant  cette  condition,  on  fait  dispa- 
raître l’indétermination,  car  on  a 

r»  = x'*  -t-  j"  = x"  4- y”’, 

8. 
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a’’—  x‘’‘=  y"'  — y"-, 

|).ir  suite 

>•'  — *•" .r'  — r' 

x' — x"  ~ y'-^?'" 

L’éf|uaiion  «le  In  ronle  est  alors 

)•  — _r' _ x'--  .r' 

X — x'  y'~^.y" 

et  en  v faisant  .i' = .r".  )■'=_>•",  on  aura  pour  ré(|untion  de 
la  tangente 

V — r'  _ _ -y 
X — x‘  r' 

i|ui  devient,  toutes  réduciions  faiii's, 

xx'  ■+■  yy'-  ' r . 

Ün  peut  encore  arriver  ii  cette  é()uation  de  la  manière  sui- 
vante ( ' ) : 

L’equation 

(æ-  — — x")  — — .)■")  = x'-t-  _r’— /•' 

représente  la  corde  joignant  les  doux  points  (.r'.  r'),  (x",  v'  ) 
d’un  cercle.  En  effet,  elle  représente  une  ligne  droite,  puis- 
que les  termes  en  x*  et  r’  disparaissent  après  le  développe- 
ment ; d’ailleurs,  si  on  y fait  x = x',  r = r',  le  premier  mem- 
bre s’évanouit,  et  il  en  est  de  même  du  second,  attendu  que 
(x',  _r')  est  un  point  du  cercle  ; cette  droite  passe  donc  par 
un  point  (x',y')  du  cercle;  on  verrait  de  même  qu’elle  passe 
par  un  autre  point  En  faisant  x‘  — x",y'=y"  dans 

cette  équation,  on  obtient  pour  celle  de  la  tangente 

(x  — x'  j’-i-  (_r  — ,v'  )■  = )■’  — r', 

(jui  se  ramène,  comme  plus  haut,  à la  foi  ine 

xx'  -t-  yy'  — i;  • 


(*)  Cette  incthoüe  ei»t  due  à M.  Riniiside 
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Si  l’on  veut  rapporter  les  équations  ei-dessus  à une  autre 
origine,  de  telle  sorte  que  a et  ,3  deviennent  les  coordonnées 
du  centre,  ilsuffitd’j  remplacer  ( n”8)  .r,  a:',  respective- 

ment par  a-  — x , x'  — x,  y — v'  — 3 ; on  trouve  ainsi,  pour 
l'éqiration  du  cercle, 

(x  - a)'  (3)=-  t\ 

et  pour  celle  de  la  tangente, 

(x  — a)  (a  ' — a)  -I-  [r  — 3)(  » ' — 3}  = r . 

équation  qu’il  est  facile  de  se  rap|)cler  en  raison  de  son  ana- 
logie avec  celle  du  cercle. 

Corollaire.  — La  tangente  xx’ -h  rt’— r*  est  perpendicu- 
laire au  rayon  x'^’ — ^•'x  — ; o aboutissant  au  point  île  con- 
tact (32). 

86.  La  méthode  que  nous  avons  indiquée  en  dernier  lii  u 
peut  s’appliquer  à l’équation  générale  (*) 

rt.r’  -I-  2 hxy  ■+-  by^  -1-  a gx  -t-  ■»/»■  -f-  <•  = o, 
et  l’équation 


«{x-x')(x-x")-t-2A{x-x')(j-..'')-t-fi(.)-r')(r-.r") 
= «x’-l-  xltxyy-  b_y’-+-  2gx  -+-  ^fy+  c 

représente  la  corde  passant  par  les  deux  points  (x',  _>’'  ),  ( x",  y"  ) 
de  la  courbe,  puisqu’elle  est  du  premier  degré,  et  qu'elle  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  x',  y',  x",  1"  de  ces  deux  points. 
En  y faisant  x*  =x',  y"=y',  on  trouve  pour  l’équation  de 


(*)  I,un>que  cette  ét|uatiün  représente  un  cercie,  il  est  bien  entendu  que 
b a,  h rt  coR&i  ; mais,  puisque  la  méthode  est  ['encrale  et  indépendante  des 
valeurs  partinilières  de  0 ou  de  /f,  nous  aimons  mieux  ohttmir  immédiatement 
les  rornitiles  generales  dont  nous  aurons  besoin  plus  tard  dans  la  discussion  de 
Tequation  générait*  du  deuxième  degré. 
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a{x  — x'  Y 0.  h {x  — x'){  y — >•’  ) -t-  6 [y  — t ’ )’ 

= ax’  -i-  •xh  xy  ■+-  h y'  -h  x f^x  -y  -x  f y •*-  c, 
ou 

xiix'x  -y  2 h{x'y  -(-  yx  ) -y  x b y' y -y  x gx  -y  xf  y + c 
a r'’  ~y  o.  h x'  y -t-  /»  »•’’  ; 

si  l'on  ajoute  de  part  et  d’antre  2 f;x'  -t-  xfy'  -t-  c,  en  observant 
i|ue  est  un  point  de  la  courbe,  on  trouve 

ax'x  -y  II  {x'y  + j-'x  ) -t-  bj’y  -y  g{x  -y  x') 

-yf{y-yy)-^(-'  = °- 

On  se  rappellera  faciletncnt  cette  é(|uation  de  la  tangente, 
si  l’on  observe  qu'elle  se  déduit  de  celle  de  la  courbe  en  v 
remplaçant  respectivement  j*  et  >•’  par  .r’x,  r'.)”  xxy,  xx,  x y 
par  x'y  + y' x,  x'  -t-  x,  y'  -+-.»•• 


EXEllCICKS. 

I.  Trouver  les  équations  des  tangentes  aux  courlies  .ri  = c’et  y - pj . 

Réponse,  x' 1 = ar’,  a vr' - (j -t- .r'). 

II.  Trouver  la  tangente  au  point  (5,  4)  do  (.r  — a)’-r  (p  — 3)’=  m. 

Réponse.  3j:-i->=19. 

H.  Que  représente  réipiation  (jr'-i-a-")  j;  4-  ( r’-r- 4 " 

|iar  rapport  au  cercle  .r’  -h  r'  = r’? 

Réponse.  La  corde  joignant  (j-',  .1'),  j 

IV.  Trouver  la  condition  |iour  que  \x  4-  R.i  4-  C = o touche. 

(jr  — *)’  4-  (_v  — ^)’  = r’. 

„ . A * BS  4-  f,  , . 1 , c , • 

REPONSE.  — 1 = r,  puisque  la  distance  de  (».  B)  a cette  ligne 

y/A‘  4-  B> 

doit  être  égale  au  rayon. 

87.  Mener  une  tangente  au  cercle  x-  4-  y-  = r'-  par  un 
point  {x',y'). 
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Soicni  x",  r"  les  coordomiécs  <Jii  poiiil  de  roiiiaci;  puisque, 
par  liÿpolhèse,  les  coordonnées  x',r'  salisfonl  à ré(|ualion  de 
la  tangente  en  (s",  y"),  nous  aurons  la  condition 

x'x^  -h  y_r"z7=  /■', 

et  comme  {x",y")  se  trouve  sur  le  cercle,  nous  aurons  aussi 
x"  /■». 

Ces  deux  é(|ualions  surlisent  pour  déteriuiner  ( x",  v*)  ; et 
en  les  résolvant,  on  trouve 


„ r\r'±ry  \/. 


h- 


Par  un  point  (|uelconquc,  un  peut  donc  mener  tangentes 
à un  cercle  ; ces  tangentes  sont  réelles  si  x'^  c’,  c’est- 

à-dire  quand  le  point  est  en  dehors  du  cercle;  elles  sont  imagi- 
naires si  x’’  -I-  c'est-à-dire  lorsque  le  point  est  à l’inté- 

rieur du  cercle;  etenlin  elles  coïncident  lors(|ue  j'’ 
autrement  dit  quand  le  point  est  sur  le  cercle. 


88.  Puisque  les  coordonnées  des  points  de  contact  s'ob  • 
tiennent  en  résolvant  par  rapport  à x et  >•  les  deux  équations 

xx'-i-ry  — i^,  x'‘+y=r\ 

nous  pouvons  dire  «juc,  géométriquement,  ces  points  se  trou- 
vent à l’intersection  du  cercle  et  de  la  droite 

xar'-t-_)T'=  r’.  (]ette  droite  passe  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  |)ar  ( j',  ^•'),  comme  on  peut  du  reste  le  vé- 
rifier, en  formant  l’équation  de  la  droite  joignant  les  deux 
points  dont  nous  avons  trouve  les  coordonnées  au, numéro 
précédent  ( ‘ ). 


(*)  Eli  (*eut‘ral,  réqiiatioii  di'  lu  taiiijontt.*  ii  une  courbe  exprime  une  relation 
entre  let>  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  lu  tangente  et  celles  du  point 
de  contact.  Si  nous  voulons,  étant  donné  un  point  de  la  taïqp'iite,  trouver  le 
point  de  contact,  nous  iruvuns  qu'à  considérer  comme  coordonnées  courantes 
celles  de  ce  dernier  point  (en  supprimunt  racceiit  qui  s’y  trouve  dans  réqua> 
tion  de  la  laii;;onte,  et  accentuant  uu  contraire  les  coordonnées  du  point  donne), 
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Nous  voyons  donc  que,  quelles  que  soient  les  inngentes 
menées  p:ir(r',  y),  réelles  ou  imnginaires,  la  droite  qui  joint 
leurs  points  de  contact  sera  la  droite  réelle  xx'-+-_rr'=  c’.  que 
nous  appellerons  la  polaire  de  jiar  rapport  au  cercle, 

t^ette  polaire  est  évidemment  perpendiculaire  à la  droite 
x'r  — .r'.*'  = O Joignant  le  point  [x',  _r')  au  centre,  et  passe  à 
r’ 


une  distance  - — 

Vx'’  -I-  y” 


de  ce  centre  (23).  On  peut  donc 


construire  la  pofaire  d'un  point  P,  en  joignant  ce  point  au 
centre  C,  prenant  sur  PC  un  point  M tel  (|ue  CM  .CP=  et 
élevant  à PC  une  perpendiculaire  en  M. 

L’équation  de  la  polaire  est  de  même  forme  que  celle  de  la 
tangente;  elle  n’en  diffère  que  parce  que  le  point  (x',_r'),  dont 
elle  renferme  les  coordonnées,  n’est  pas  nécessairement  sur 
le  cercle;  dans  le  cas  où  ce  point  s’y  trouverait,  elle  serait 
alors  identique  à l’équation  de  la  tangente  : la  polaire  d’un 
point  du  cercle  est  donc  la  tangente  menée  au  cercle  en  ce 
point. 

Le  point  (x',y')  s’appelle  le  pôle  de  la  droite 


xx'+  >7'’=  /•’. 


89.  Trouver  l 'équation  Je  la  polaire  Je  ( x',  y'  ) par  rapport 
à la  courbe 

ax’  -h  7.  Il  XV  b y^  2 ^ x + 7.fy  -h  c = o. 

Nous  avons  vu  (86)  (|ue  l’équation  de  la  tangente  est 


rtx'x  + A(x'^-  H-_r'x)+  ù/r'-l-  g-(x'-f-x )-»-/{ -t- r)4-f  = o. 


et  elle  exprime  une  relation  entre  les  coordonnées  x,  jr  d'un 
point  de  la  tangente  et  les  coordonnées  x',  »•’  du  point  de 


et  rî'>us  aurons  IVqiiation  triin  lieu  Joui  rinU'rsectioii,  av«*c  In  courbe  Jonm^, 
nous  fournira  les  points  de  contact.  Si,  par  exemple,  IVqualion  xx'*-»- rr'*=s  r* 
représente  la  bin|;cntc  à une  courbe  nu  point  les  points  de  contact 

des  taiiQciiles  mences  par  un  point  (x',  r')  se  trouveront  sur  l.i  conrlic 
x'x* -f S*  = r*.  O nVst  <jiic  dans  le  cas  tles  courbes  du  deuxième  depré  que 
roqnulioti  qui  détermine  le»  points  de  contact  est  de  même  forme  que  ct*lb‘  de 
la  tanpente. 
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contact.  Pour  montrer  que  les  coordonnées  du  premier  point 
sont  connues,  nous  leur  donnerons  un  accent,  et  nous  suppri- 
merons l’accent  des  coordonnées  du  dernier  pour  indiquer 
que  ce  sont  celles  qu'il  faut  trouver,  ce  qui  ne  change  rien  à 
l'équalion,  puisqu'elle  eslsymétrique  par  rapport  à x,  r,  x' ,y‘ . 
Celle  équation,  qui,  lorsque  {x' ,y''  ) est  sur  la  courbe,  est  celle 
de  la  tangente  en  ce  point,  représente,  quand  le  point  {x’.y') 
n’est  plus  sur  la  courbe,  la  droite  sur  laquelle  doivent  se  trou- 
ver les  points  de  contact  des  tangentes  réelles  ou  imaginaires 
menées  par  (x',y')  : elle  est  alors  l'équation  de  la  polaire. 
Si  l’on  y remplace  x,  y par  x\  y',  on  obtient  le  même  résul- 
tat qu’en  substituant  x' , y'  à x,  y dans  l’équation  de  la  courbe  : 
ce  résultat  ne  peut  donc  être  nul  que  si(ar',  r')  se  trouve  sur 
la  courbe.  Donc  la  polaire  d’un  point  ne  passe  par  ce  point  que 
s’il  est  situé  sur  la  courbe,  à laquelle  elle  est  alors  tangente. 

Corollaire.  — La  polaire  de  Vorigiiie  est  gx  + fy  + c — o. 

EXERCICES. 


I.  Trouver  la  |K>lairc  de  (4,  4)  par  rapport  à (x  — 2)’  =■  i3. 

Réponse.  3x  h- 2_j  = 20. 

II.  Trouver  la  polaire  de  (4,  5)  par  rapport  à x’-i-y’  — 3.r  — 4_y  = 8. 

Réponse.  Sx  -h  C_»  = 48. 

III.  Trouver  le  pôle  de  A.r  -r  B,t  -t-  C = o par  rapport  à j’-t-  r’  = /•’. 

Réponse.  Le  point  se  trouve  facilement  en  comparant  l'équation  donnée 

(A  f“'  B /*  ^\ 

— c~’  — ît)’ 

IV.  Trouver  le  pôle  de  3x  -t-  4/  = 7 par  rapport  à x’  14. 

Réponse.  (ü,  8). 

V.  Trouver  le  pôle  deax-t- 3_v  = G |iar  raportà(x—  — 2)’=i2. 

Réponse.  (— ii,  — iG). 

90.  Trouver  la  longueur  de  la  tangente  menée  par  un  point 
au  cercle  {x  — a )’  -t-  — |3 )’  — r’  = o.  ^ 
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Le  carré  de  la  ilblancc  d’un  point  (a-,  au  centre  est 
(j:-7)>+(r-i3)*, 

il  est  égal  au  carré  de  la  longueur  cherchée  augmenté  du  carré 
du  rayon.  On  trouvera  donc  le  carré  de  la  longueur  de  la  tan- 
gente en  substituant,  dans  le  premier  membre  de  ré(|uation 
du  cercle 

(t  — «)’-(-(,>•—  j3)’—  r’  = o, 

les  coordonnées  du  point  par  où  elle  est  menée  aux  coordon- 
nées courantes. 

Puisque  l’équation  générale,  en  coordonnées  rectangulaires, 
n ( jr’-h  r’)  -t-  "i-gx  ■+■  a f y -i-  c=  o, 
peut,  en  étant  divisée  par  a (HO),  se  ramener  à la  forme 
{x  — xy-h{y—  — /•’=o, 

on  aura  le  carré  de  la  tangente  menée  par  un  point  au  cercle 
dont  l’équation  est  donnée  sous  la  forme  la  plus  générale, 
en  divisant  celte  éijuation  par  a et  en  y remplaçant  les  coor- 
données courantes  par  celles  du  point. 

Le  carré  de  la  tangente  menée  par  l’origine  s’obtient  en 
faisant  dans  l’expression  précédente  x = o,  = o;  il  est  donc 
égal  au  terme  constant  c divisé  par  le  coefficient  a de  xL 
Le  même  raisonnement  s’appli<|uerail  au  cas  des  coordon- 
nées obliques. 

*91.  Trouver  le  rapport  dans  lequel  la  ligne  joignant  deux- 
points  (x',  _>•'),  (x",  y")  est  coupée  par  un  cercle  donné. 

Nous  suivrons  la  marche  indii|uée  au  n°  i2.  Les  coordon- 
nées d’un  point  quelcon(|uc  de  la  droite  peuvent  (n°7)  être 
mises  sous  la  forme 

/x"-*-  nix'  l.y"-^  nty' 

I -t-  ni  ’ I -y  ni 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  du  cercle 
x’  — /•’  = O, 
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on  trouve,  après  réduction  faite,  pour  dcierniiner  le  rapport 
■^1  l’équation  du  deuxième  degré 

r^)  -h  xlm[x'x"-hy’y"  - r'] 

+ ni’  (x'’  + >•'’  — r’  ) = O, 

la  connaissance  du  rapport  / : ni  entraîne  celle  des  coordon- 
nées des  points  où  la  droitt-  rencontre  le  cercle.  La  'syniétrie 
de  cette  équation  rend  queltiuefois  cette  méthode  (dus  com- 
mode que  celle  indiquée  au  n”  82. 

Lorsque  le  point(x",  >-")se  trouve  sur  la  polaire  de  (x',  j'), 
on  a (88) 

x’'x"  -(->  '>■" — r’=  O, 

ri‘qualion  précédente  se  décompose  alors  en  deux  facteurs 
I -I-  uni,  l — juni,  et  la  droite  passant  par  (x',  et  (x*,  y”  ) est 
coupée  intérieurement  et  extérieurement  dans  le  même  ra|)- 
port,  d’où  ce  théorème  connu  : une  droite  menée  par  un  point 
est  divisée  harmoniquement  pur  ce  point,  le  cercle  et  la  polaire 
du  point. 

*92.  Trouver  l’équation  des  tan  fientes  menées  par  un  point 
à un  cercle  donné. 

Nous  avons  déjà  (87)  obtenu  les  coordonnées  des  [loints 
de  contact;  en  substituant  leurs  valeurs  dans  l’équation 
xx'-t- r/*=  C,  nous  trouverons  pour  l’équation  d’une  tan- 
gente 

r{xx'+  ry' — x'’ — >•’’)  -t-  (xy  — yx')  y/x'’-+-  v''  — r'~-  o, 
et  pour  celle  de  l’autre 

r[xx' —yy'— xé^—y'^)  — (xj' — _>-x’ ) j''—  r’=o. 

En  multipliant  ces  équations  l’une  par  l'autre,  nous  aurons 
l’équation  des  tangentes  qui  ne  contient  pas  de  radical.  Mais 
les  résultats  obtenus  au  numéro  précédent  nous  permettent 
d’arriver  plus  simplement  au  résultat;  en  effet,  l'équation  qui 
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(Ji-iprmine  le  rupporl  aura  des  racines  égales  lorsciiie  la  droite 

passant  par(x',  r'),  (x",-y’}  sera  tangente  au  cercle  : si  donc 
(x",  >•")  estl’un  ou  raiilre  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  (x',  ses  coordonnées  devront  satisfaire  à la 
relation 

— c’)(x’+  r’ — c’j  =:  (.rx'  -h  xx'  — r’)’. 

qui  est  ainsi  l’équation  des  tangentes  menées  par  (x',  r'},  et 
il  n'esl  pas  difncile  de  prouver  qu’elle  est  identique  à celle 
qu’on  obtient  par  la  première  méthode. 

Les  méthodes  indiipiées  dans  ée  numéro  et  le  précédent  s’ap- 
pliquent également  à l’équation  générale,  et  l’on  a alors, 
pour  déterminer  le  rapport  l'.m,  l’équation  du  deuxième 
degré 

/'  (c/x">-+-  y.hx’y”  -yhy"^-+-  î/r’e) 

+ a /ru  [rt.r'x"-4- /(  (x-'^-" -+- j-'x") 

■+■  m'‘{nx'’-h  a hx'  y'  4-  />>•'* -i-  ag'x'-t-  s fy'  ■+  c)  — o, 

et  de  celte  équation  résulte,  comme  ci-dessus,  que,  lorsque 
{x",  y")  se  trouve  sur  la  polaire  de  {x',y'),  la  droite  joignant 
ces  points  est  divisée  harmoniquement,  et  que  l’équation  des 
tangentes  menées  par  (x',_t-')  est 

( rt  x'’  -+-  2 /<  x'y’  -+-  />/'=  ■+■  2 gx'  -t-  ■+■  c;  ) 

X (rtx’-t-  a /ixy  -(-  b y’ -h  igx  ■+-  xfy  c) 

= [dx'x -y  /t{x'y  -y }■' x)  byy  + g{x  + x')  -yj\y  +y'j-yr]'. 

93.  Trouver  l' équation  du  cercle  passant  par  trois  points 
donnés. 

Il  suffit  de  substituer  successivement,  dans  l’équation  gé- 
nérale 

x’  -4-  _)•’  4-  igx  -y  1 fy  4-  c = O, 

les  coordonnées  de  chacun  «les  trois  points,  pour  trouver 
trois éciualions  qui  déterminent  les  inconnues/^,/',  c.  On  peut 
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aussi  obtenir  l’éqiialion  cherchée  en  déterminant  les  coor- 
données du  centre  et  le  rayon,  comme  au  n®  S,  Ex.  W 

EXERCICES. 

I.  Trouver  l'équation  du  rcrcle  passant  par  les  points  (2,  3),  ( 4,  à). 

(G, 

Rétosse.  ^ ~ 5)  ~ 1^*- ' •) 

H.  Trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  l'origine,  (2,  3)  et  (3,  4). 
On  a 

c = O,  I 3 -I-  4n  — ">  — Gÿ'  -e  8/-=  O, 

d'où  l'on  tire 

t-a  = — -i3,  a/=^  II. 

III.  Prenant  les  mêmes  axes  ([u'au  n"  i8,  Ev.  1,  trouver  rtH|ualion  du 
cercle  passant  par  l'origine  et  les  milieux  des  côtés  C\  et  CB,  et  montrer 
qu’il  passe  aussi  par  le  milieu  de  la  base  AB. 

Réponse.  a/>  ( j:’  -t-  v')  — /<(  v — .r'  ) .r  — ( /P  -!-.«')  »•  = o. 

*9V.  Exprimer  l'f.pialion  du  cercle  pussuul  parles  trois 
points  [x',_y'),  (x",  y"  ),  (x",  r"),  en  fonction  des  coordonnées 
de  ces  points. 

On  n’a  qu’à  substituer  dans 

.r’  -l-,f’  -I-  2gx  4-  i fy  4-  r = O, 
les  valeurs  de  g,f,  c,  déduites  des  é(|uations 

( x'=  4-  y'^  ) 4-  2 gx'  4-  if  y 4-  c = O, 

{x"’4-.k"’)  4-  2 gx"  4-  ify'  4-  r = O, 

(x^’-t-  r*')  4-  2 ^x"'4-  ify"'+  c ~ O. 

On  trouve  ainsi  pour  l’équation  chercbéc 

(X’  4-.>^  )[x'  (/-- r-)  + X"  (.r- /) 4- X",/ -/”’)] 

— (x'’4-j’’)[x''(/'— 4-x"(r  -)^)-yx  (r"— 

— (x*'>4-/"")[.ï^  + ’■  — r'  )]  = O, 
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comme  on  peut  le  voir  en  multipliant  respectivement  cha- 
cune (les  quatre  ('quations  primitives  par  les  facteurs  de 
{x^ -hy''),- . dans  les  dernières  équations,  et  ajoutant  en- 
semble les  résulats  obtenus;  car  alors  les  quantités  g,f,  c, 
s’évanouissent. 

Si  l’on  veut  trouver  la  condition  pour  que  quatre  points 
soient  sur  un  m(''me  cercle,  il  suffit  de  remplacer,  dans  la 
dernière  équation,  x,  y,  par  les  coordonnées  x,.y„  du  qua- 
trième point.  On  arrive  ainsi  à une  condition  qu’on  peut 
interpréter  géométriquement  de  la  manière  suivante  : si  A, 
B,  C et  D sont  quatre  points  situés  sur  un  meme  cercle, 
O étant  un  cinquième  jioint  quelconque,  on  aura 

ÔÂ' . Bci)  -i-Th:’  . abd  = ob’  . acü  -f-  ôT)’  . abc, 

BCD  représentant  l’aire  du  triangle  BCD.. . . 

'.•5.  Equalion  polairr  du  cerclf. 

On  peut  trouver  l’équation  polaire  du  cercle,  en  rempla- 
(’ant  X et  y par  p cos5,  psinOln"  12),  dans  l’une  ou  l’autre 
des  équations  connues 

a ( x’  -I- J’’  -f-  if  y -t-  c = o,  (x  — — p)’=  /•’; 

mais  on  peut  .aussi  l’obtenir  directement  en  parlant  de  la  dé- 
finition même  du  cercle. 

Soient  en  effet  O le  pôle  {fg.  4"'*  centre  du  cercle, 
OC  l’axe  fixe, 

Fi(f.  ^0. 

^ r 

P 

^ (I 
1 c 


;■  le  rayon  et  d la  distance  OC.  Menons  un  rayon  vecteur  OP, 
joignons  PC,  on  a 

PC’  = ÔP’-I-ÔC’-  aOP.OC  cosPOC, 
ou,  en  faisant  OP  = p,  angle  POC=  0; 

r’=p’-t-d’—  aprfeosO; 
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par  suite,  l’équation  polaire  du  cercle  est 

p’  — 2p</  cos  0 -t-  r/’  — /•’  r=  O. 

F,orsque  le  pèle  est  sur  le  cercle,  on  a ; ’=  r/’,  et  l’équation 
se  réduit  à la  forme  la  plus  simple 

p=  2CCOs0. 

On  aurait  pu  arriver  immédiatement  à ce  résultat,  en  ob- 
servant que  l’angle  inscrit  dans  une  demi -circonférence 
est  droit,  ou  bien  eu  substituant  à x et  y leurs  valeurs  en 
coordonnées  polaires,  dans  l'é(juation  (79) 

x‘  -I-  y’  = 2 rx. 

Lorsciuc  l’axe  fixe  ne  coïncide  pas  avec  OC,  mais  fait  avec 
cette  droite  un  angle  a,  on  trouve  ( VI)  pour  l’équation  du 
cercle 

p’ — 2pf/  COs(  0 — a)  -I-  (/’ — c’=  O. 
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THÉORtMKS  KT  l’ROBLKMES  SLR  LE  CERCLE 


96.  Pniis  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  fait  voir  eoni- 
menl  on  pouvait  former  les  é<iuations  du  cercle  et  celles  des 
lignes  les  plus  remarquahles  qui  s’y  rapportent  ; dans  celui-ci, 
nous  chercherons  à faire  ressortir  par  des  exemples  la  signi- 
fication de  ces  équations,  en  les  appliquant  à la  démonstration 
de  quelques-irnes  des  propriétés  les  plus  importantes  du  cercle. 
Les  exercices  que  nous  avons  donnés  au  n“  4-9  peuvent  nous 
servir  ici  d’introduction  ; après  avoir  reconnu , parmi  ces  lieux 
géométriques,  ceux  qui  sont  des  cercles,  on  en  déterminera 
la  position  soit  en  cherchant  leurs  centres  et  leurs  rayons (80), 
soit  en  déterminant  les  points  où  ils  rencontrent  les  axes  (84  ). 

Les  exercices  suivants  se  rapportent  au  même  genre  de 
question. 

EXERCICES. 

I.  Dans  un  trianj^le  ABC,  on  donne  la  bas<‘  AB  et  l'angle  ACB  qui  lui 
est  pppo.sé  : trouver  le  lieu  du  sommet  C. 

Soient  .r',  y';  les  coordonnées  des  extrémités  de  la  base,  et  C 
l'angle  donné.  L'éijuation  d'un  des  côtés  étant 

y — y = m (x  — .r'). 

celle  de  l'autre  côté,  qui  fait  avec  lui  un  angle  C,  sera  (H3) 

( 1 -4-  H/langC)(y  — y')  = («/  — tangC)  (x  — j'); 
éliminant  //i,  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu 

b*ngC[{y  -y')  (y-y*)  + (x-x')  (x  - x')  ] 

-t-  .r(y'  — y')  — y(.r'  — .r")  -t-  x'y  ’ — y'x"=  o. 

Si  l'angle  C est  droit,  les  équations  des  côtés  seront 

y — y'=  "'{x  — x") , ni{.y  — y)  -t-  (x  — x')  = o. 
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Pt  relie  du  lieu 

Ü — » ')  (.»■-.>■’)  -H  - -r')  {.r  - x')  = O. 

II.  On  donne  la  base  d'un  triangle  et  l'angle  qui  lui  est  opposé  : trou- 
ver le  lieu  des  intersections  des  hauteurs  du  triangle. 

Conservons  les  mêmes  notations;  les  équations  des  hauteurs  sont 

-•»■')  = O, 

(«/  — tangC)  i.r  — x')"*-  ('  + '"tiingC)  (j  — x’)  = o, 

et  en  éliminant  ///,  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu  : 

UngC[0--.r’)  {r  — j")  -f-  (x-x'){x-  x')] 

= x(.r  — r')  — x")  -t-  x'_r'— .>  'x*. 

Cette  équation,  ne  dilTèrant  de  celle  de  l'Exercice  précédent  que  par  le 
signe  de  tangC,  est  celle  que  nous  trouverions  dans  ce  dernier  cas  si, 
la  base  restant  la  même,  nous  cherchions  le  lieu  du  sommet  correspon- 
dant à un  angle  ACB  supplémentaire  du  premier. 

III.  On  donne  un  certain  nombre  de  points  : trouver  le  lieu  du  point 
tel,  que  la  somme  de  m'  fois  le  carré  de  sa  distance  r‘  au  premier  point, 
m’  fois  le  carré  de  sa  distance  r"  au  deuxième  point,  etc.,  soit  égale  à 
une  constante;  autrement  dit,  en  adoptant  la  notation  du  n°  'iO,  Ex.  IV, 
que  ï(r«r’)  soit  une  constante  C. 

Le  carré  de  la  distance  d'un  point  (x,_^)  au  point  (x',  ;•')  est 

(.r-x’)’-r-  (z-/"). 

Multipliant  ce  carré  jwr  ni',  et  ajoutant  ce  produit  aux  produits  corres- 
pondants obtenus  pour  la  distance  de  (xj^;-)  aux  autres  points  (x*,  j'), 
(x”,^"),. . .,  nous  trouverons  pour  l'équation  du  lieu 

ï(/«)x’-r-  ’ — 2ï('«x')  X — 2i(«i;  ')_^-r-ï{«/r'’)  -I-  ï(/»i  ")  = C. 

Ce  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre  a pour  coordonnées 

2(/«x')  Z(/«r'l 

et  se  confond  avec  le  point  que  nous  avons  appelé  centre  des  distances 
proportionnelles  (50,  Ex.  IV). 

Nous  aurons,  pour  déterminer  la  valeur  du  rayon  R de  ce  cercle,  la 
relation 

R’ï(/«)  = i(mr’)  — ï(/«6’), 

9 
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duiis  laqimllo  fi  roprcsenlc  la  distance  d'un  point  quelconque  du  système 
au  centre  ; par  suite,  ï(/»p’)  est  la  somme  de  ni'  fois  le  carré  de  la  dis- 
tance au  jiremier  point,  etc. 

IV.  Par  un  point  O,  on  mène  successivement,  à cliaciin  des  côtés  «,  h,  c 
d’un  triangle,  des  parallèles  qui  coupent  les  autres  côtés  en  B,  C ; C',  A'; 
A'.  B"  : trouver  le  lieu  du  point  O tel,  que  la  somme  des  rectangles 

BO.OC -e  C'O.OA’ -e  A'O.OB* 
soit  constante  et  égale  à ni". 

Si  l'on  prend  deux  des  côtés  a et  h du  triangle  pour  axes,  l'équation  du 
lieu  est 


ou.  en  désignant  par  C l’angle  compris  entre  n et  h, 

J-*  -t-  -a  JfCosC  — nx  — b_y  ni"  = o. 

t’a:  lieu  est  un  cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  : les  coordon- 
nées * et  6 du  centre  sont  données  par  les  équations 

a (2 -H  ft  cosc)  = rt,  a -s- a cosr  ) = ô, 

qui  permettent  de  trouver  le  lieu  des  centres  du  cercle  circonscrit, 
lorsque  deux  des  côtés  du  triangle  étant  donnés  de  position  ont  leurs 
longueurs  liées  par  une  relation  donnée. 

V.  I.a  droite  qui  joint  le  point  O à un  point  fixe  A détermine,  sur  l’axe 
des  X,  le  même  segment  que  détermine  sur  l’axe  des  > la  |>erpendiculaire 
menée  par  le  point  ü à la  droite  OA  : trouver  le  lieu  du  point  O. 

VI.  On  joint  un  [wint  O aux  sommets  A,  B,  C d’un  triangle;  puis  on 
mène  par  les  sommets  A,  B,  C des  [K-rix-udic  ulaires  aux  droites  OA,  OB, 
00  : trouver  le  lieu  du  point  0 tel,  que  ces  {terpendiculaires  se  coupent 
en  un  seul  point. 

97.  Les  exercices  suivants  se  rapportent  au  problème  du 
n°  82  : trouver  les  coordonnées  des  points  où  une  droite  ren- 
contre un  cercle. 


E.VERCICES. 

I.  Trouver  le  lieu  des  points  milieux  des  cérdes  menées  dans  un  Corde 
parallèlement  à une  droite  donnée. 
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Soit  xcoiz  -f  _j  sin*  — p = o l'équation  d'une  de  ces  cordes  : ot  est 
donné  | ar  hypothèse , et  p est  indéterminé.  Les  abscisses  des  points 
où  cette  droite  rencontre  le  cercle  se  déduisent  de  l'équation  (n“  82) 

x’  — a px  cos  a -t-  />’  — r’  sin’  a = o. 

Si  les  racines  de  cette  étjuation  sont  x'  et  x",  l’aliscisse  du  milieu  de  la 

corde  sera  ( n”  7 ) i (x'  -+-  jt')  ou,  d'aprèsla  théorie  des  é(|uations,  ;>cos  *. 

On  trouverait  de  même ,v  = /» sin*  pour  l'ordonnée  du  milieu  de  la  corde. 
L’équation  du  lieu  est  donc  r=x  tanp*  : c'est  celle  de  la  |>erpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  In  direction  donnée. 

IL  Trouver  la  condition  jK)ur  que  le  segment  déterminé  par  le  cercle 
x’-(-  r’  sur  la  droite  xcos* -h  r sin*  — /<  = o soit  vu  du  point 
(x',/')  sous  un  angle  droit. 

Nous  avons  trouvé  (96,  Ex.  Il),  pour  que  les  droites  joignant  (x',r’), 
(x",_)  ”)  à (x',/')  soient  (rerpentliculaires,  la  condition 

{ (■«■’  - X-)  + (.)•'  - .>■•)  (:>■'- X”)  = «• 

Soient  (x*.  _y"),  (x",  r ")  les  points  où  la  droite  rencontre  le  cercle,  on 
aura,  d'après  l'Exercice  précédent, 

x" -t- x'"  = a/^cos*,  x'x”  = /<’ — r’sin’a, 

_r a/jsina,  v'.v'”=/r’ — r’cos’*, 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  trouvera,  ()Our  la 
condition  cherchée, 

x'’-t-p  '* — a/<x'cos*  — a/o  'sin*  -i-  ^p'—  r'~o. 

III.  Trouver  le  lieu  dis  points  milieux  des  cordes  vues  sous  un  angle 
droit  d'un  point  donné  (x',jr'). 

Si  X et  J coordonnées  du  point  milieu,  nous  avons  (Ex.  I ) 

p C.06  a = X,  yr  sin  a = />’  = x’  -t-  _r  ’. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  condition  trouvée  plus  haut,  il  vient 
(x  — x'j’  H-  (_v  —.»  ')’  -t-  x’  = r’. 

IV.  On  donne  une  droite  MN  et  un  cercle  ; trouver  un  point  O tel,  qu’en 
menant  par  ce  point  une  corde  AB,  le  produit  des  distances  AM,  B.N  des 
extrémités  A,  B de  la  corde  à MN  soit  constant. 

9- 
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Prenons  .MN  pour  axe  des  x el  pour  axe  des  v une  perpendiculaire 
(lassanl  par  le  centre  du  cercle,  l’équation  du  cercle  sera 

Si  x’,  v'  sont  les  coordonnées  du  jioinl  cherché  O,  1 équation  d’une  corde 
quelconque  sera/  — r'  = /n(x  — x');  en  éliminant  x entre  celte  éipni- 
tion  et  celle  du  cercle,  nous  trouverons,  |iour  délerminer  v,  une  «■qnaliun 
du  deuxième  degré  dont  le  produit  des  racines, 

( v'  /Hx'  )’  /«’(?“  — c’I 

I ///’  ’ 

devra  être  constant,  c’est-  à-dire  indépendant  de  w ; ce  qui  ne  |Kîut  ni  river 
que  si  le  numérateur  est  divisihie  par  i et  alors  x' o,  ^ 

V.  Trouver  la  condition  pour  que  le  segment  déterminé  sur  la  corde 
X cosa  + .)  sin  a — /r  = o par  le  cercle 

J ’ -t-  ) ’ -e  a/»x  -s-  i iy  -I-  c = o 

soit  vu  de  l’origine  sous  un  angle  droit. 

L’équation  des  deux  droites  joignant  l’origine  aux  extrémités  de  la 
corde  peut  s’obtenir  en  multipliant  les  termes  du  deuxième  degré  de  l’é- 
quation du  cercle  par  /i',  ceux  du  premier  degré  par/i  (x  cosa  -r-  r sina), 
et  le  terme  constant  par  (xcosa  -t-.i  sina  )’  ; en  ellet,  l’équation  à laquelle 
on  arrive  est  homogène,  el  elle  est  satisfaite  par  les  points  du  cercle  qui 
se  trouvent  sur  la  corde  xcosa  + r sina  — />  — o.  Cette  équation,  déve- 
loppée et  ordonnée,  devient 

(/>’  -t-  a g/)  ros  a -1-  c cos’  a ) x’ 

-i-a(ÿsina-i-/co5a4-rsinacosa)xr  -i-(/P-i-  i.f/ysina  -i-  csin’a)  » ’=  o, 
el  les  deux  droites  sont  perpendiculaires  lors<|ue  (7i) 
a /r’  -H  COSa  -t-/sina)  -f-  c = o. 

VI.  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  [a>rpendiculaire  abaissée  de  l’origine 
sur  la  corde  vue  de  l’origine  sous  un  angle  droit. 

Les  coordonnées  polaires  du  lieu  sont  /j  et  a dans  l'équation  que  nous 
venons  de  trouver  : l’équation  de  ce  lieu  est  donc 

a (x’  -1-  ji  ’ ) -e  ag-x  -i-  ■xfr  -t-  c = o, 

el  représente  le  même  cercle  que  celle  de  l’Exercice  III. 
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VII.  Par  un  point  fixe  P d’un  diamètre  AB,  on  mène  une  corde  MN, 
1rs  droites  AM,  AN  déterminent  sur  la  tangente  au  rerrie  en  B des  seg- 
ments dont  le  rectangle  est  constant. 

Prenons  pour  axes  le  diamètre  AB  et  la  tangente  en  A,  l'équatinn  du 
cercle  sera  jr’ irx  = o;  soient  x',  o les  coordonnées  du  [«int  P, 
l’équation  de  MN  sera  r=  ni[x  — ,r')  ; en  Tormant  alors,  comme  à l'Exer- 
cice V,  l’équation  des  droites  AM,  AN  et  en  y faisant  x — ir,  nous  trou^e- 

,t' r 

rons  les  valeurs  des  segments  dont  le  produit  4'  ’ — — est  indépendant 
de  m. 

98.  Nous  allons  déduire  des  équations  du  n"  88  un  certain 
nombre  de  propriétés  des  pôles  et  polaires. 

Lorsqu'un  point  A,  (x',}'),  est  situé  sur  la  polaire  de  B, 
le  point  B,  {x",  /'),  se  trouve  sur  la  polaire  de  A. 

Igt  condition  pour  que  (x',^  ')  appartienne  à la  polaire  de 
(x",  >•*)  est  x' x"  ->r  = r^,  et  c'est  aussi  celle  pour  que  le 

point  {x*,j"  ) SC  trouve  sur  la  polaire  de(x',^-').  Le  même 
raisonnement  peut  s’appliquer  à l’équation  générale  (89).  et 
on  voit  facilement  qu’en  remplaçant,  dans  l’équation  de  la 
polaire  de  (x',  y'),  les  coordonnées  courantes  par  x"  el^  ", 
on  obtient  le  même  résultat  qu’en  substituant  dans  l’équation 
de  la  polaire  de  (x",/"),  x'  et_r'  aux  coordonnées  courantes. 
On  énonce  quelquefois  ce  théorème  ainsi  qu’il  suit  : Lorsque 
la  polaire  de  B passe  par  un  point  Jixe  A,  le  point  B glisse  sur 
la  polaire  du  point  A. 

Ce  théorème  et  les  suivants  sont  vrais  pour  toutes  les 
courbes  du  deuxième  degré. 

99.  Etant  donnés  un  cercle  et  un  triangle  ABC,  si  l’on  prend 
par  rapport  au  cercle  les  polaires  de  A,  B,  C,  on  forme  un 
nouveau  tr'Kingle  A'B'C',  qu’on  appelle  triangle  polaire,  et 
dans  lequel  A',  B'  et  C'  sont  respectivement  les  pôles  de  BC, 
C.\  et  AB.  Dans  le  cas  particulier  où  les  polaires  de  A,  B,  C 
sont  respectivement  BC,  CA , AB,  le  second  triangle  se  con- 
fond avec  le  premier,  auquel  on  donne  alors  le  nom  de  triangle 
autopolaire  ( ' ). 

( • ) On  appelle  quoiquorois  ce  iriangU»,  trian^ie  conjugué  : cV»l  a la  l'ois  pour 
éviter  une  confusioii  et  pour  conserver  rhenreuso  symétrie  de  rexpressiori  an- 
glaise {conjugute^  srlf^conjugate)^  que  nous  l’avons  appelé  triangle  autopolaire. 
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Les  droites  W,  BB',  CC',  qui  joifftieiil  les  sommets  d’un 
trianj^le  à ceux  de  son  triangle  polaire,  se  coupent  en  un  mt‘me 
point. 

Soient  (x', (x*.  y"),  [x",  >•*')  les  sommets  A,  B,  C du 
premier  triangle;  les  sommets  du  second  seront  donnés  par 
les  intersections  successives  des  polaires  de  ces  points.  L'é- 
ijuation  de  la  droite  AA' joignant  (x',  » ')  à l’inierseciion  de 
XX*  -h  yr"  — /’=  O,  et  xx"  -h  yy”  — r'  — o,  sera  (40) 

{x'x"  + y-'y""—  r‘){xx*  -h  jy*—  /■’) 

— {x’ x”  + y' y"  — r')(xx'*  -hjy'*—  r')  — o. 

On  trouverait  de  même,  pour  les  équations  de  BB'  et  C(.', 
[x'x*  + y'j*—  r^){xx“+yy'*-  r') 
-{x*x'*->ry"y''-  r^)lxx'+yy'  - /•»)  = o, 
j'/*’—  r^){xx'  -yyy‘  — r’) 
-{x'x’+yy"—  r‘)(xx*+yy*—  H)  = o, 

et  l'on  voit  que  ces  trois  droites  (40)  se  coupent  en  un  même 
point. 

Nous  aurions  pu  démontrer  ce  théorème  en  partant  de  l’é- 
quation générale.  Désignons,  pour  abréger,  par  P,  = o la  polaire 
arx'  -h  h{xy'  -h  yx')-i- . . .=  o (89)  de  (x',  _>•'),  par  P,,  P, 
celles  de  {x*,  y*),  [x",}’);  représentons  par  le  symbole  (i  .a) 
le  résultat  \_ax'x*-\-  A (x"y'-4- y'x')-;-. . .]  de  la  substitution 
de  x"  etjr'  aux  coordonnées  courantes  dans  l’équation  de  la 
polaire  de  (x',  y'). 

Les  équations  des  droites  AA',  BB',  CC',  seront 

(1.3)  P,=  (I.2)P„ 

{i.2)P,  = (a.3)P„ 

(2.3) P,=  (i.3)P,; 

et  l’on  voit  qu’elles  se  coupent  en  un  seul  point.  Il  s’ensuit 
(60,  Ex.  III)  que  les  intersections  des  côtés  correspondants 
du  triangle  et  de  son  triangle  polaire  sc  trouvent  en  ligne 
droite. 
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Le  théorème  suivant  n'est  qu’un  cas  particulier  de  celui  (|ue 
nous  venons  de  démontrer  : 

Si  un  cercle  est  inscrit  dans  un  triangle , et  qu'on  joigne 
chaque  sommet  du  triangle  au  point  de  contact  du  côté  op- 
posé, on  obtiendra  trois  droites  qui  se  couperont  en  un  même 
point. 

100.  On  joint  deux  à deux,  directement  et  transversale- 
ment, les  points  où  deux  droites  fixes  issues  d’un  point  O ren- 
contrent un  cercle  : si  P est  l’intersection  des  droites  directes, 
et  Q celle  des  droites  transverses,  la  droite  PQ  est  la  polaire 
du  point  0. 

Prenons  les  deux  droites  fixes  pour  axes  ; et  soient  /.,  /', 
fjt  et  p.’,  les  segments  que  détermine  le  cercle  sur  leurs  direc- 
tions. Les  équations  des  lignes  directes  seront  alors 


et  celles  des  droites  transverses 


X r X Y _ 

“f"  I — O.  . “4“  , I T-  O, 

K P A P 

L’équation  de  la  ligne  PQ  sera 

X X Y >• 

Y + ^ -t-  ‘ h — — 2 — O, 

A A P P 

puisque  (40)  elle  passe  par  l’inlersection  P des  droites  directes 
se  Y X Y 

Y H 1=0,  V-,  H-  ^ — I = O 

A P A P 

et  celle  Q des  transversales 


X Y 

Y ■* — î — ' 

/,  P 


X Y 

:0,  Y + 1=0. 

A (X 


D’ailleurs  l’équation  du  cercle  étant 

ax’-h  P.  h xy  -l-  hy'  ■+■  i gx  -t-  if  y -t-  c = o, 

X et  X' seront  les  racines  de  2 ex  + c=  O (84),  et  l’on 
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I I 2^ 

T r “ “ T ’ 

on  Irouvcraii  de  même 

I I 2/" 

= i- 

fJ.  C 

L’équation  de  PQ  devient  alors 

+fr  + o: 

cette  droite  est  par  suite  la  polaire  de  l’origine  O (89).  Si  le 
point  O est  fixe  et  les  deux  droites  mobiles,  le  lieu  des  points 
P et  Q sera  la  polaire  du  point  O. 

101.  On  donne  deux  points  quelconques  A et  B,  et  leurs 
polaires  par  rapport  ù un  cercle  dont  le  centre  est  O;  .\P  et  BQ 
étant  les  distances  des  points  \ et  B aux  polaires  de  B et  de  A ; 
démontrer  que  l'on  a la  relation 

OA  OB 
AP  ^ BQ‘ 

L’équation  de  la  polairede  A,(a:',  >•'),  estarx'-t- / ’ = o; 
et  la  distance  BQ  du  point  BJx",  y"),  à cette  polaire  l3'») 

XX  4-  r ,>  f 

Mais  puisque  OA  — ^(x on  a 

OA. BQ  = x'x'-4  .r'.r"-  r=. 

On  trouverait  de  même 

OB. AP  = x'x"  v"-  c=. 

Donc 

OA  _ 

AP  ■"  BQ 

102.  11  est  souvent  commode,  pour  étudier  certaines  ques 
tions  relatives  au  cercle,  d’en  représenter  les  points,  non 
plus  par  deux  coordonnées,  mais  au  moven  d’une  seule  va- 
riable indépendante.  Si  nous  désignons  par  G'  l’angle  que  le 
rayon  aboutissant  au  point  (x',  y')  fait  avec  l’axe  des  x,  nous 
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aurons  (le  centre  du  cercle  étant  pris  pour  origine), 
x'=:;’cos6',  _>-=csin5', 

et  nous  pourrons,  au  moyen  de  ces  valeurs,  simplilier  cer- 
taines de  nus  formules. 

L’équation  de  la  tangente  en  un  point  {x\  r')  prend  alors 
la  forme 

A"  cosO'-f- L'sin  5' = 

et  celle  de  la  corde  Joignant  les  points  {x',y'),  {x",y"),  qui 
est  ( 86  ) 

x{x' -h  x")  -f- >■{,)•'  -t-r")  - + x'x"+  r'r", 

devient 

X cos-(  0'  4-  0")  -f-  vsin-(S'-h  5")  = rcos-(  5'—  0”)i 

3 • a a 

0'  et  0"  étant  les  angles  que  font  avec  l’axe  des  x les  rayons 
menés  aux  extrémités  de  la  corde. 

Celte  équation  aurait  pu  se  déduire  directement  del’équa- 
lion  générale  de  la  ligne  droite  (23)  j;  cosa -f-jsina  = en 
observant  que  l’angle  compris  entre  l’axe  des  x et  la  perpen- 
diculaire à la  corde  est  égal  à la  demi-somme  dos  angles  formés 
avec  le  môme  axe,  par  les  rayons  menés  aux  extrémités  de  la 
corde,  et  que  la  longueur  de  celte  perpendiculaire  est  égale  à 

/•cos-  (0'—  0"). 

2 

E.\ERCICKS. 

I.  Trouver  les  coordonnées  de  l'intersection  de  deux  tiin^ienles  au 
cercle. 

Réponse.  Les  tangentes  étant 

X cosO'-t-  ) sin0'=  r,  X cos0”-i- _i  sinO'—  r, 
les  coordonnées  de  leur  intersection  seront 

cos - ( 0' -I- 0' I siii- (O'-H  ti’) 

2 ' 2 ' ' 

X — r 1 .)  '=/•  — — - • 

cos;!- (0’ — 0')  sinjj(0'— 4') 
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II.  Trouver  le  lieu  de  l'intersertion  des  langenles  menées  aux  extré- 
mités d'une  corde  de  longueur  oonstanle. 

Bépoxse.  En  efTecluant  la  substitution  indiquée  plus  haut  dans 

( jr’ — J'' )’ -I-  ( >•' — = const., 

on  trouve 

cos(0'—  0')  = const.,  ou  0'—  &'=  const. 

I.ors(]u'on  donne  la  longueur  de  la  corde  arsin^,  on  a V — 0'=  aJ,  et 
le.s  coordonnées  trouvées  à l'Exercice  précédent  satisfont  à la  relation 

(x’-f-  r ’)  cos’o  = rV 

III.  Quel  est  le  lieu  du  point  où  une  corde  de  longueur  constante  est 
coupée  dans  un  rapport  donné? 

ItÉPoxsE.  En  écrivant  (n°  7)  les  valeurs  des  coordonnée.s  de  ce  (loint, 
on  voit  qu’elles  satisfont  à la  relation 

x’ = const. 

103.  Nous  avons  vu  que  la  tangente  au  cercle  x’-i- 
a pour  équation 


X cos  0 -+-  >-sin  5 = /•; 

on  verrait  de  même  que  celle  de  la  tangente  au  cercle 


(x  — >: )’  -t-  (.r  — P )’  = r’ 


est 

{x  — x)  cosO  4-  (.K  — (3)  sin  5 = /•. 

Réciproquement,  si  l’équation  d’une  droite  renferme  une 
indéterminée  6 sous  la  forme 

(x  — a)  cos  6 -I-  {y  — |3)sinô  = r, 

cette  droite  est  tangente  au  cercle  (x  — a)’ 4-  y — p)’=r*. 


EXERCICES. 

1,  Si  une  corde  de  longueur  constante  est  inscrite  dans  un  cercle,  elle 
est  conslamment  tangente  à un  autre  cercle. 
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En  effet,  dans  l'équation  de  cette  corde 

xcosi(9'-t-  6’)  -i-  _vsin^(9'-(-  V]  = rcos^  (9'—  9'), 


l’angle 9’— 9”=  est  connu,  et  9' -i- 6"  est  indéterminé  : la  corde  louche 
donc  toujours  le  cercle  x’  -t-  >•’  = r’  cos’^. 

II.  Si  la  somme  des  distances  d’un  certain  nombre  de  points  fixes 
“ U**®  droite,  multipliées  chacune  par  un  facteur 
constant™',  est  constante,  cette  droite  est  constamment  Uingente 

à un  cercle. 

Cet  énoncé  ne  diffère  de  celui  du  n°  80,  Ex.  IV,  qu’en  ce  que  la  somme 
est  constante  au  lieu  d’étre  nulle;  en  employant  les  mêmes  notations,  on 
trouve,  pour  l’équation  de  la  droite, 

[xî(/«)  — î(//ix’)]  COSa  -t-  [>'3{/h)  — sina  = const. 


Elle  est  constamment  tangente  au  cercle 


ï(wx')~]’  r 

ï(/»)  J 1:  J 


const.. 


qui  a pour  centre  le  centre  des  distances  proportionnelles  du  système  des 
points  donnés. 


104.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  quelques  problèmes 
relatifs  à l'emploi  des  coordonnées  polaires. 


EXERCICES. 

I.  Le  rectangle  construit  sur  les  segments  OP. 01’’,  déterminés  par  un 
cercle  de  centre  0 sur  une  sécante  quelconque  issue  d'un  |>oint  fixe  0, 
est  constant. 

Prenons  le  point  fixe  O pour  pèle,  l’équation  du  cercle  sera  (95) 
p’  — ap’f/cos9  -I-  //'  — r’  = o. 

Les  racines  de  celte  équation  sont  évidemment  les  valeurs  OP,  OP'  des 
rayons  vecteurs  correspondant  à une  valeur  donnée  de  9. 

D’après  la  théorie  des  équations  on  a OP.OP'  = — r’;  ce  rectangle  est 

indépendant  de  9 et,  par  suite,  constant,  quelle  que  soit  la  direction  sui- 
vant laquelle  soit  menée  la  sécante.  Si  le  (Kiint  0 est  en  dehors  du  cercle, 
le  rectangle  devient  égal  au  carré  de  la  tangente  r’). 
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II.  Par  im  point  fixe  0 40,  on  mène  à un  cercle  une  sécante 

sur  laquelle  on  prend  une  lonjiueur  OQ  égale  à une  moyenne  arithmé- 
tique des  segments  OP,  OP'  : trouver  le  lieu  du  point  Q. 

En  nous  reportant  à l'équation  du  deuxième  d(*gré  de  l'exemple  prccé- 


Fig.  41. 


r / ' / \ 


dent,  nous  avons  OP -t- OP' = ■if/cosO;  d'ailleurs  d’apres  l'énoncé, 

OP  OP'=  aOg  = p. 

L’équation  polaire  du  lieu  sera  donc  p =c/cosD,  et  représente  un  cercle 
décrit  sur  OC  comme  <liamètre. 

!-('  problème  que  nous  venons  de  résoudre  aurait  pu  s’énoncer  ainsi  ; 
trouver  le  heu  du  milieu  des  cordes  ()ui  jwssent  |>ar  un  point  fixe. 

111.  On  prend  OQ  {,Pg.  4 1 ) moyenne  harmonique  entre  OP,  OP'  : trouver 
le  lieu  du  point  Q. 

1 OP. OP' 

On  a alors  par  hypothèse  00  = (jP^eT)!*’’  <>P'=  ï'/cosO. 

OP.OP’=  f/’  — r’;  l’équation  polaire  du  lieu  est  donc 

r/’-/'  , <r  — r^ 

. 0 — -, r OU  P Cüsii  = ; — : 

‘ rtcosO  tl 


elle  représente  une  droite  (ti)  perpendiculaire  à OC,  pas.-sint  à une 
/** 

distance  r/  — — du  point  0.  et,  [«r  suite,  à une  distance  — du  centre  C 

du  cercle.  Donc  (88)  le  lieu  est  In  /jo/niir  du  point  0. 

Nous  jwiivons  aussi  résoudre  celte  question  et  d'autres  semblables, 
lorsque  l’é»|uation  du  cercle  est  donnée  sous  la  forme 

rt  ( -I-  I ’)  -H  Ig  J"  if  y ■+■  r — - O. 

Transformée  en  coordonnées  polaires,  cette  équation  devient 

s’  -)-  2 f - eosO  - sinO^  0 -t-  - = O, 

' \fi  n J ' a 
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et  on  o|>éranl  romme  ci-dcssus,  on  trouve,  pour  l'équation  polaire  du  lieu, 

r 

' g cos6 -t-  /sinû 

En  revenant  aux  coordonnées  primitives,  cette  équation  devient 
f;.r  -*-fy  r = o : 

c’est  celle  que  nous  avons  obtenue  précédemment  (89)  pour  la  polaire. 

IV.  Étant  donné  un  point  O et  une  droite  PM,  on  prend  sur  le  rayon 
vecteur  OP  de  la  droite  une  longueur  OQ  inverstî  de  celle  du  rayon  vec- 
teur; trouver  le  lieu  du  point  Q. 

V.  Dans  un  triangle,  on  donne  un  sommet,  l'angle  Cà  ce  sommet  et 
le  rectangle  X’  des  côtés  qui  le  comprennent  ; le  deuxieme  sommet  glisse 
sur  une  droite  ou  un  cercle  : trouver  le  lieu  du  troisième  sommet. 

Prenons  le  sommet  fixe  ivour  pôle,  et  désignons  par  o,  o'  les  côtés  de 
l’angle  donné;  |>ar  0 et  6'  les  angles  que  ces  côtés  font  avec  l’axe  fixe  : 
on  a 

6s'=X’,  0 — 9'=  C. 

En  écrivant  l’équation  polaire  du  lieu  que  décrit  le  deuxièmes  mmiet.  on 

/J 

aura  une  relation  entre  o et  6;  et  en  y remplaçant  o et  9 par  -r  et  0' — C, 

P 

aura  entre  o'  et  9'  une  relation  qui  sera  l’équation  du  lieu  décrit  par  le 
troisième  sommet. 

On  résoudrait  le  problème  de  la  même  manière,  si  on  donnait  le  rap- 
port des  côtés  au  lieu  de  leur  rectangle. 

VI.  Par  l’intersection  de  deux  cercles,  on  mène  une  droite  : trouver 
!(■  lieu  du  point  milieu  du- segment  que  les  cercles  d •terminent  sur  cetto 
droite. 

Les  équations  des  cercles  seront  de  la  forme 

0 = •x/-cos{9  — a ).  P = 2 / 'cos(9  — ï'), 
et  celle  du  lieu  sera  alors 

P = rcos  (9  — a)  -+■  r'cos  (9  — a')  , 
qui  représente  aussi  un  cercle. 

VII.  Par  un  point  O pris  sur  un  cercle,  on  mène  trois  cordçs  quel- 
conques; sur  chacune  d’elles,  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle.  Les 
trois  cercles  ainsi  obtenus  (qui  passent  évidemment  en  O)  se  coui>ent  en 
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trois  autres  jKiints  qui  sont  en  ligne  droite  ( Cambriilge  MathrmnUcnl 
Journal,  vol.  I,  |>.  idg). 

Prenons  le  point  fixe  pour  pôle  , et  un  diamètre  pour  axe  : l’équation 
du  cercle  sera,  d étant  le  diamètre, 


P ; f/cos9. 

1.0  diamètre  du  cercle  construit  sur  la  corde  Taisant  avec  l'axe  un  angle  » 
sera  r/cos»,  et  l’équation  du  cercle  correspondant 

p=  f/cos*.cos(6  — a). 

I.’érpiation  du  deuxième  cercle,  dont  le  diamètre  fait  un  angle  p avec 
l’axe,  sera 

P = r/ cos  cos  (9  — P). 

Nous  trouverons  les  coordonnées  polaires  do  l’intersection  de  ces  deux 
cercles,  en  clierchant  quelle  est  la  valeur  de  9,  qui  satisfait  à la  relation 

cos*  cos(9  — *)  = cos^cos(9  — p), 


et  qui  est  évidemment  0 = a -t-  p : la  valeur  correspondante  de  o sera 
P = r/ cos*,  cos  p. 

De  même,  les  coordonnées  polaires  de  l’intersection  du  premier  et  du 
troisième  cercle  dont  le  diamètre  fait  un  angle  y avec  l’axe)  seront 


0 = a -t-  y,  P = f/.cosa.cosy. 

L’équation  polaire  de  la  droite  joign  int  ces  doux  points  s'obtiendra  en 
substituant  suceessivement  ces  valeurs  de  p et  do  9 dans  1 équation  géné- 
rale pcos(/  — 9)  =/>  (41).  On  trouvera  ainsi,  pour  déterminer  />  et  4, 
les  deux  équations 

/>=  f/cos*cospcos[/  -(*-*-  p)]  = f/ cos  * cos  y cos  [X  — (*-»-•/)]; 


d'où 

X = a-t-p-t-y,  y»  = ^/cos*  cospeosy. 

I.a  symétrie  de  ces  valeurs  montre  que  celte  droite  passe  aussi  par  le 
point  d intersection  du  deuxième  et  du  troisième  cercle. 
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CHAPITRE  VIII. 

PROPRIÉTÉS  D'UN  SYSTÈME  DE  DEUX  OU  D'UN  PLUS 
GRAND  NOMBRE  DE  CERCLES. 


106.  Trouver  l'équation  de  la  corde  d’intersection  de  deux 
cercles. 

Soieni 

S = (x — a )’ -1- { >•  — (3  )’ — 

S'=  ( a- — a' )> -+- (.r  — P')' - f"=  O 

les  équalions  des  deux  cercles.  L’équation  S — /i  S'=  o repré- 
sente un  lieu  passant  par  les  points  d’intersection  des  deux 
cercles  S et  S'  (40);  elle  est  du  deuxième  degré,  ne  renferme 
pas  de  terme  en  xy,  ses  termes  en  a’  et/’  ont  même  coefil- 
cient;  elle  représente  donc  en  général  un  cercle. 

Dans  le  cas  particulier  où  A'=  i,  les  termes  du  deuxième 
degré  dis|>araissent,  et  l’équation  prend  la  forme 

S — S'  = -i  (a'  — a ) .r  -t-  2 (j3'  — (3)  r -t-  r'‘  — /•' 

-I-  a’ — a’> -I-  fi’ — fl'’=o; 

elle  représente  alors  une  droite  passant  par  les  points  d’inter- 
section des  deux  cercles. 

106.  Ces  points  d’intersection  s’obtiendront  en  détermi- 
nant (82)  les  pl)ints  où  la  droite  S — S'  rencontre  l’un  ou 
l’autre  des  cercles  donnés.  Ils  pourront  coïncider,  être  réels 
ou  imaginaires,  suivant  la  nature  des  racines  de  l’équation 
servant  à les  déterminer;  mais  l’équation  de  la  corde  d’inter- 
section S — S'=o  représentera  toujours  une  droite  réelle, 
dont  les  propriétés  subsistent  lors  même  que  les  deux  points 
qui  la  définissent  deviennent  imaginaires  (82). 
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Celle  droile  poi'le  le  nom  dV/xe  ;<j<//cvi/(lcs  deux  cercles  [*). 
Nous  allons  ciudier  quelques-unes  de  scs  propriêlcs  les  plus 
imporlantes. 

107.  Le  carré  de  la  langcnle  menée  à un  cercle  S = o p.ir 
un  poinl(x,_r)s’oblienl  en  subsliluanl  ses  coordonnées  x ci  >• 
aux  coordonnées  couranies  dans  l’équalion  de  ce  cercle  (90); 
l’équalion  de  la  droile  S — S'  = o,  axe  radical  des  deux  cercles 
S = O et  S'=  o,  exprime  donc  que  ; 

Les  tangentes  menthes  à deux  cercles  par  un  point  de  leur 
axe  radical  sont  éf^ales.  . 

Celle  propriélé  de  . la  droile  S — S',  indépendanle  de  la  na- 
itire  des  poinis  d’inlerseclion  des  deux  cercles,  permei  de  la 
conslruire  géomélriquemenl  lorsque  ces  poinis  sonl  imagi- 
naires; car  on  en  conclul  facilemenl  que  celte  droite  est  per- 
pendiculaire à la  ligne  des  centres,  qu’elle  divise  en  deux 
segmenis  tels,  que  la  différence  de  leurs  carrés  esl  égale  .à  la 
différence  des  carrés  des  rayons  des  cercles. 

Le  lieu  des  poinis  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce  point 
à deux  cercles  S = o,  S'  = o soient  dans  un  rapport  donné  h a 
pour  équation  S — /i’S'-=  o (90);  c’est  celle  d’un  cercle  { 105) 
passant  par  les  poinis  d'intersection,  réels  ou  imaginaires,  de 
S et  S',  ayant,  par  suite,  même  axe  radical  que  les  deux  pre- 
miers. 

108.  Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  S,  S'  et  S",  consi- 
dérés deux  à deux,  concourent  en  un  même  point  qu’on 
appelle  « centre  radical  des  trois  cercles  «. 

Ces  axes  radicaux  ont  respectivement  pour  équation 
S-S'=o,  S — S"=:o,  S"-S':^o; 

ils  se  coupent  donc  en  un  même  point  (40). 


{*)  OtUî  doijoniiiiation,  introJuite  par  M.  GaiiUior  i!o  Tour»  {^Journal  t/r 
i'jkcole  Pofjtfchniqtirf  cahier  XVI,  i8i3),  est  preftMahlc  à celle  de  • corde 
d'intersection  •,  qui  peut  paraître  singulière  lorsque,  geoiuélriquemeiit,  les 
ceicles  ne  se  coupent  pas. 
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Ce  théorème  conduit  au  suivant  : 

Les  cordes  d' intersection  d’un  cercle  Jixe  C,  avec  une  série 
<le  cercles  0,  0,,  Oj, . . . passant  par  deux  points  donnés  AB, 
passent  par  un  point  fixe. 

Considérons  en  particulier  les  cercles  0,  0,  et  C;  les  cercles 
■O  et  0,  ayant  AB  pour  axe  radical,  la  corde  d’intersection  de  O 
avec  C et  celle  de  0,  avec  C doivent,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, se  rencontrer  en  un  point  de  AB;  les  cordes  d’inter- 
section du  cercle  C avec  les  cercles  0,  O,,  Oi,.  ■ passent 
donc  toutes  par  un  point  fixe  situé  sur  AB. 

EXERCICES. 

I.  Trouver  l’axe  radical  de 

j:’  -4-  _r ’ — 4 -t-  7 = O,  x’  -4-  y ’ •+-  C.r  -+-  8 ) — 9 = o. 

Répo.nsb.  iox-h  i3y=  16. 

II.  Trouver  le  centre  radical  do 

(x-i)’-i- (y'— a)’=7,  (x  — 3)’-+-y’=  5,  (x -e  4)’ -4- (y-e  i)’  = 9. 


*109.  Les  systèmes  formés  par  des  cercles  ayant  un  axe  ra- 
Klical  commun,  c’est-à-dire  passant  par  deux  points  fixes,  jouis- 
sent de  plusieurs  propriétés  remarquables  qu’il  est  facile  de 
trouver  en  choisissant  convenablement  les  axes  coordonnés. 
En  prenant  pour  axe  des  y l’axe  radical  commun  et  pour  axe 
des  X la  ligne  des  Centres,  l’équation  de  l’un  quelconque  des 
cercles  du  système  pourra  s’écrire 

-+-  y » — 2 hx  ± d’  = O, 

■O’  étant  constant  pour  tous  les  cercles  du  système,  k variant 
nvec  chacun  d’eux  et  servant  à le  définir.  En  effet,  le  cercle 
représenté  par  cette  équation  a son  centre  sur  l’axe  des  x,  à 
une  distance  variable  k de  l’origine,  et  coupe  l’axe  des  y en 
deux  points  fixes  donnés  par  la  relation y’± d*  = o,  qui  est 

10 
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in(I«*|)en(liuitc  lie  h.  Ces  points  seront  réels  lors<|uc  ô’  aura  l«‘ 
signe  —,  et  imaginaires  dans  le  cas  contraire. 

*110.  I.fs  polaires  d’un  point  donné  prises  par 

rapport  à un  système  de  cercles  ayant  un  axe  radical  commun, 
passent  par  un  point  Jixe. 

I.’équation  de  la  jiolaire  de  [x',  y')  par  rapport  an  cercle 
x’  -I-  >•’  — 7J1X  5’=  O 

est  (S!>) 

xx'  4-  — /i'  { JC  + x'  ) H-  0’  = O ; 

elle  renferme  rindéterminée  h'  au  premiei  degré  : la  polaire 
passe  donc  toujours  par  un  point  li\e  que  détermine  l’inter- 
section des  droites  xx'  -1-  o’=  o et  x -4-  x'  = o. 

*111.  On  peut  toujours  trouver  deux  points  tels,  que  leurs 
polaires,  par  rapport  à un  système  de  cercles  ayant  un  axe  ra- 
dical commun,  soient  Jixes. 

La  polaire  du  point  {x',  r')  sera  fixe,  c'est-à-dire  indépen- 
dante de  h , si  les  équations  xx'  -1-  -(-  0' = o et  x -i-  x'z=  o, 

représentent  la  même  droite,  et,  par  suite,  la  polaire.  Mais 
alors  les  coordonnées  x'  et  >•'  de  ce  point  satisfont  aux  rela- 
tions 

y~o,  x'’  = û'  ou  x'=±à. 

Les  deux  points  cherchés  se  trouvent  donc  sur  l’axe  des  x, 
à droite  et  à gauche,  et  à une  même  distance  de  l’origine;  ils 
sont  réels  lorsipic  les  deux  points  communs  à tous  les  cercles 
sont  imaginaires,  et  imaginaires  dans  le  cas  contraire. 

Ces  points  jouissent  de  plusieurs  propriétés  importantes 
dans  la  théorie  de  ces  systèmes  de  cercles;  ainsi  la  polaire  de 
l’un  d’eux,  prise  par  rapport  à un  quelconque  de  ces  cercles, 
passe  par  l’autre  point  et  se  trouve  perpendiculaire  à la  ligne 
des  centres. 

L’équation  générale  des  cercles  étant  de  la  forme 
y -h  [x  — /r)’  — Id  — 5’ 

ne  peut  représenter  un  cercle  réel  que  dans  le  cas  0(1  Id  est 


Digitized  by  Google 


DES  SYSTfeHES  DE  CERCLES. 


'47 

plus  p(!lil  que  o';  lorsque  h'  devient  égal  à ô%  le  rayon  du 
cerrie  est  infiniment  petit  (HO),  et  son  rentre  a pour  coordon- 
nées — O,  X = ± 5. 

I.es  points  que  nous  venons  de  trouver  peuvent  donc  être 
eux-inènies  considérés  comme  des  cercles  faisant  partie  du  sys- 
tème; pour  cette  raison,  M.  Poncelet  (*)  leur  a donné  le  nom 
de  points  limites  du  système  de  cercles. 


* 1 12.  Les  tangentes,  menées  à tous  ces  cercles  par  un  point 
de  l’axe  radical  commun,  étant  égales  (107),  le  lieu  de  leurs 
points  de  contact  est  un  cercle;  et  ce  cercle  coupe  orthogo- 
nalement  tous  ceux  du  système,  puisque  scs  rayons  leur  sont 
tangents.  Son  équation  peut  se  trouver  de  la  manière  sui- 
vante : 

Le  carré  de  la  tangente  menée  par  un  point  (x  = o,  y= /i) 
au  cercle  x’  -t-j’ — a/ix  -t-  â*  — o,  s’obtenant  (90)  par  la  sub- 
stitution des  coordonnées  du  point  aux  coordonnées  courantes 
du  cercle,  sera  /P  ■+-  é'.  Le  cercle  eberebé  ayant  pour  centre 
(x  = O,  y = /<  ) cl  pour  carré  du  rayon  h- -f-  ô',  aura  pour  équa- 
tion 

X»  + (y  —/<)’  = /P  â', 
ou 

x’  y ’ — a liy  — ô’. 


Quelle  que  soit,  sur  l’axe  radical,  la  position  du  centre,  autre- 
ment dit  quelle  que  soit  la  valeur  de  A,  ce  cercle  coupe  tou- 
jours la  ligne  des  centres  aux  points  fixesy  = o,  x = ± â que 
nous  avons  trouvés  précédemment.  Donc,  tous  les  cercles  cou- 
pant orthogonnlement  les  cercles  d'un  système  à axe  radical 
commun  passent  par  les  points  limites  du  système. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  la  condition  jiour  que  les  deux  cercles 

x’-i-y’-H  agx-h  a/y-t-c  = o, 
x’-t-y'-t-  ig'x-y-  if 'y -y  c'  = o 

80  coupent  à angle  droit. 

( • ) Traité  des  Propriétés  projectives,  p.  4 1 . 


10. 
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Kn  oxprimant  que  le  carré  de  la  distance  de  leurs  rentres  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  de  leurs  rayons,  on  trouve 

(rf  — r', 

ou,  en  réduisant, 

c c'. 


II.  Construire  le  cercle  coupant  orthogonalement  trois  cercles  donnes. 

La  condition  trouvée  dans  l'Exercice  précédent  fournit  trois  équations 
du  premier  degré  qui  permettent  de  déterminer  les  trois  inconnues  g,/ 
et  c;  on  achèvera  la  solution  en  employant  l'équation  du  n°  9t. 

On  peut  aussi  trouver  une  solution  en  observant  que  le  centre  du  cercle 
cherché  est  le  centre  radical  des  trois  cercles,  et  que  son  rayon  est  égal 
à la  tangente  menée  de  ce  centre  à l'un  quelconque. des  cercles  donnés. 


III.  Trouver  le  cercle  coupant  orthogonalement  les  trois  cercles  de 
l'Ex.  II,  n“  108. 


Réponse. 
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IV.  Lorsqu'un  cercle  S coupe  orthogonalement  les  trois  cercles  S',  S’ 
et  S",  il  rencontre  à angle  droit  le  cercle  /.  S'-e  /S'-i-  »iS”=  o. 

En  effet,  la  condition 

'^/(  4./"'  -+-  (r  -f-  "if"  ) ' 

= (X  -(-  / -I-  /«)  c -H  4 r'  -t-  fc’  me"' 

est  satisfaite,  puisque,  d’après  l’hypothèse,  les  coefficients  de  X,  / et  /« 
sont  tous  séparément  nuis. 

On  verrait  de  même  qu’un  cercle  coupant  orthogonalement  S et  S"  ren- 
contre à angle  droit  le  cercle  XS'-+-  /S*. 


V.  Tous  les  cercles  qui  coupent  orthogonalement  deux  cercles  S’  et  S” 
ont  même  axe  radical. 

Ce  théorème,  déjà  indiqué  au  n°  112,  peut  encore  se  démontrer  do  la 
manière  suivante.  Les  deux  équations  du  premier  degré 

agff \ff  = c -+-  c',  igg" -t-  ■xff’  = c -I-  c' 

donnant  les  valeurs  de  g et  de  /,  l’équation 

igx  ■+■  c — O 

ne  renferme  plus  que  l’indélerrainée  c qui  est  du  premier  degré,  et  par 
suite  (105)  représente  une  série  de  cercles  ayant  même  axe  radical. 
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VI.  La  polaire  de  l’extrémilé  A du  diamètre  AB  d'un  cercle,  prise  par 
rapport  à un  cercle  coupant  orihogonaleraent  le  premier,  passe  par  le 
point  B. 

VII.  Trouver  le  cercle  coupant  orthogonalement  trois  cercles  donnés. 
Cette  question  peut  se  résoudre,  comme  plus  haut,  par  le  centre  radical, 
ou  bien  (Ex.  VI)  en  cherchant  le  lieu  du  point  dont  les  polaires,  par  rap- 
(«rtaux  trois  cercles,  passent  par  un  même  point. 

VIII.  Le  carré  de  la  tangente  menée  d’un  point  quelconque  d'un  cercle 
à un  autre,  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  ce  point  à 
l'axe  radical  des  deux  cercles. 

IX.  Trouver  l’angle  * suivant  lequel  deux  cercles  se  coupemt. 

Soient  R et  /•  les  rayons  des  cercles,  I)  la  distance  de  leurs  centres,  on 
aura 

D’=  R’-i-  r’—  aRreos*, 

puisque  l’angle  suivant  lequel  les  cercles  se  coupent  est  égal  à celui  des 
rayons  aboutissant  au  point  d'intersection. 

X.  Si  un  cercle  mobile  coupe  deux  cercles  Tixes  sous  des  angles  con- 
stants, il  coupera  tous  les  cercles  ayant  mémo  axe  radical  sous  des  angles 
constants. 

Soient  S = o.  S’  = o les  équations  des  deux  cercles  fixes,  r et  r'  leurs 
rayons,  a et  ^ les  angles  sous  lesquels  ils  coupent  le  cercle  mobile,  R le 
rayon  du  cercle  mobile;  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  satisle- 
ront  aux  relations 

R’ — aRreoSï  = S,  R’ — aRr'cos6  = S', 

puisque  le  carré  de  la  tangente  menée  à un  cercle  fixe  Scsi  égal  à D’  — r’, 
D étant. la  distance  des  centres  des  deux  cercles  (HO). 

On  en  déduit 

„ /rcosa -H /r'cosS  /S-(-/S' 

R’— aR , — , ‘-=  _, 

/ -t-  / A -t-  / 

ce  qui  est  la  condition  pour  que  le  cercle  mobile  coupe  le  cercle  AS  -t-  /S' 
sous  l’angle  constant  7 : 7 étant  défini  par  l'expression 

( A -+-  /)  /•”co87  = Ar  cosa  -I-  /r'cosS, 
dans  laquelle  r*  est  le  rayon  du  cercle  A S -t-  /S'. 

XL  Le  cercle  qui  coupe  deux  cercles  fixes  sous  un  angle  constant  est 
tangent  à deux  cercles  fixes. 
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i5o 

On  pout  en  efîel  diHcrminer  le  rapport  ^ de  l'Exercke  pnktédcnl,  de 

(elle  sorte  que  7 = o,  autrement  dit  que  coiy  = 1;  d ailleurs  il  est  farde 
de  Miir  (]ue  si  D est  la  distanro  des  centres  des  cercles  S et  S',  on  a 

(/.  -e  (/  -e  /;•")  - /t/D’. 

En  portant  dans  l'équation  précédente  la  valeur  de  c'  qu'on  en  dé-duit, 

on  trouve,  pour  déterminer  le  rapport  ^ 1 une  équation  du  deuxième  de^ré. 

11.3.  Mener  une  tanf’enle  commune  ù deux  cercles. 

.Soienl 

( X — a )=  -t-  (_r  — 3 )’  = r=. 

les  équations  des  deux  rcreles  S et  S'. 

[.'équation  d'une  tangente  au  cercle  S sera  (85) 

(x  — a)(i'  — 3)  -I-  (r  — j3)=  /■’, 

ou  liien 

(x  — 3)  cosO  4-  ( r — (3)  sinO  = r, 

en  posant,  comme  au  n“  102, 

x'— 3 r'— l'î  . . 

— ^ — — =cosO, — smy: 

r r 

on  a de  même,  pour  la  tangente  à S', 

(x  — a')  cos 5'  -(-  (_j‘  — P'  ) siiiO'  = /■'. 

L'équation  de  la  tangente  commune  s'obtiendra  en  écrivant 
que  les  deux  équations  precedentes  représentent  une  même 
droite.  Kanienant  à l'unité,  dans  chacune  d'elles,  le  coefficient 
de  X et  comparant  les  coeflicients  de_^-,  on  trouve 

tangO  = tangO'; 

d'où 

(}  = £/'  ou  0=:i8o"+0'. 

En  exprimant  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  est  rem  • 
plie  dans  l'éiiuation  fournie  par  la  comparaison  des  termes 
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ronsianis,  on  a,  pour  la  rnlalion  clierchée, 

(«  — a'JcosO  — j3')siii0  -f-  r—  /■'  = o 
lorsque  0 = 0',  el 

{ X — a')  COS 5 (|3  — (3')sin0  -i-  r + /•'  = o 

dans  le  cas  oii  0 = i8o”  + 0' . 

Cliacune  de  ces  expressions  conduit  à une  équation  du 
«leuxième  degré  pour  déterminer  0.  Les  deux  racines  de  la 


Fie.  'î’- 


*• 


première  correspondent  aux  tangentes  communes  extérieures 
<ou  dircctes)Art,  4^):  les  deux  racinesde  la  seconile, 

aux  tangentes  communes  intérieures  (ou  Iransverses)  B/>,  R' b'. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  de  conlact  de  la 
tangente  commune  avec  te  cercle  S,  il  sulTit  de  remplacer, 
dans  les  équations  précédentes,  cosO  et  sinO  par  leurs  valeurs 

r x'  — X . . r'  — ^ 

r r 

on  trouve  ainsi,  suivant  le  cas, 

(a  — a')(a'— a)-t-(;3  — — (3)  + r(r—  c')  = o, 

(x—  x'){xr’  — x)  -h(^  - ,3')(r'—  3)  -+-/•(/•  -f-  r')  = O. 

La  première  de  ces  équations,  combinée  avec  celle  du 
cercle  S,  fournit  une  équation  du  deuxième  degré  ayant 
pour  racines  les  coordonnées  des  points  de  contact  A,  A'  des 
tangentes  communes  extérieures  (88);  el  l’équation 

{«'  — a)(ar  — a)-H  (P  — — (3)  -f-  r(/  — /•')  = o 

représente  la  corde  de  contact  AA'  de  ces  tangentes.  ' 
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Dp  même 

(a  — x)(x  ~ a)-h  — iX  — r(r-h  r')  = o 

rpprêsenie  la  corde  de  coiU.ici  BB'  des  langenles  communes 
intérieures. 

Si  le  centre  du  cercle  S est  pris  pour  origine,  on  a x = o^ 
^—o,  et  ré(|uatioii  de  la  corde  de  contact  devient 

a'x-h^'X=f(rqzr‘). 


EXERCICE. 

Trou\er  les  tangentes  communes  aux  cercles 

.c’ — 4 4 = e.  r' -+- 4-c V — 4 = o- 

Ia?s  cordes  de  contact  des  tangentes  communes  par  rapport  au  premier 
cercle  sont 

’ IX  -+-  >•=:  G,  IX-t-  V=r3. 

La  première  rencontre  le  cercle  aux  points  (a,  a), 
gentes  menées  par  ces  points  ont  pour  équation 
r=  2,  4 -c  — 3.T  = lo. 

seconde  rencontre  le  cercle  aux  points  (i,  i),  Çj',  les  lan- 
genles correspondantes  sont  données  par 

X =r  1 , 3x  -I-  4.V  = 5. 


114.  I .es  points  O et  O',  oii  se  rencontrent  respectivement 
les  tangentes  communes  extérieures  et  intérieures,  sont  les 
centres  de  similitude  des  deux  cercles.  On  verra  plus  loin  la 
raison  de  cette  dénomination. 

Leurs  coordonnées  se  trouvent  racilemenl;  car  O est,  par 
rapport  au  cercle  S',  le  pôle  de  la  corde  de  contact  AA',  dont 
l’équation  est 


(a'—  a)r 
r-r' 


(■*•—«)  + 


r-r'  '• 


P)  = 


r’. 
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En  comparant  celle  équation  avec  celle  de  la  polaire  du 
point 

on  trouve,  pour  les  coordonnées  x',y'  du  point  O, 


X — a 


(«'-«) 


r -?  = 


r’  — r 


ou  bien 


On  trouverait  de  même,  pour  les  coordonnées  de  ()', 


a'/'  -t-  xr' 


r = 


jSV  + pr' 

r -h  r' 


Ces  valeurs  montrent  (n”  7)  que  les  centres  de  similitude 
sont  les  points  où  la  droite  joignant  les  centres  des  cercles 
est  divisée,  extérieurement  ou  intérieurement,  dans  le  rapport 
des  rayons. 

EXERCICE. 

Trouver  les  tangentes  communes  aux  cercles 

x’  -f-.>  ’ — — 8_r  = O,  x*-f-  r* — — 6_>'=  3. 

L'équation  des  tangentes  menées  au  cercle 

(.c  — »)’-e  (r  — e’ 
par  le  point  (x',_t')  est  (9i) 


[(•r'-  r>][(r-  »)•  + (7-  p.)’-  H] 

= [(X  - «)(x'-  «)  + (V  - P)  (y'~  P)  - r>]>. 

Les  coordonnées  du  centre  extérieur  de  similitude  étant  — a,  — i,  les 
tangentes  passant  par  ce  centre  auront  pour  équation 

a5  (x’  -s  — 6x  — 8_>  ) = ( 5x  -t-  5y — lo)’, 

c’est-à-dire 

x>-  -I-  X -(-  !_>■  -H  1 = O,  ou  (x  -+-  a)  (y  -t-  I ) = O. 
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Ia‘s  cerrles  donnés  se  coupant  en  dos  points  réels,  li'S  tani’ontes  inlé- 
ricnres  sont  imaginaires;  leur  équation 

4o.r’w-  .r  i -I-  4o/^ — 199  e — ‘A7®,’  7'^’^  = <>. 

SC*  trouve  do  la  mémo  manière  en  observant  que  le  centœ  intérieur  de 

simililude  a pour  coordonnées  — et  — • 

' 9 9 

ll.ï.  Les  (Iroiles  menées  par  l'intersection  des  tan  fientes 
communes  it  deux  cercles  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles par  ces  cercles. 

Si  l’on  prend  sur  le  ravon  vceiciir  OP,  issu  du  point  O et 
aboutissant  au  point  P,  un  point  0>  lél  <ptG  OP  = m.OQ,  les 
coordonnées  du  point  P s'obtiendront  en  multipliant  par  m 
celles  du  point  Q;  si  P décrit  une  courbe,  Q en  décrira  une 
autre  dont  l'équation  se  trouvera,  en  remplaçant  x el  _>'  par  mx 
et  my  dans  l’équation  de  la  courbe  décrite  par  P. 

Prenons  pour  axes  les  tangentes  communes,  et  représen- 
tons {/ig.  4^)  P^''  P®'"  équations  des  deux 

cercles  seront  (8V,  K\.  II) 

x-i  -yyi  -h  Axj  cosw  — ücrx  — xar  -+-  — o, 

x'i  H-  V'  — 2.rr  cosc.»  — ^.a’x  — tui'y-y  a’’=  o. 

La  seconde  se  déduit  de  la  première  en  y remplaçant  x et.r 

par  —y  elle  représente  donc  le  lieu  obtenu  en  prolon- 
‘ a a' 

géant  chaque  rayon  vecteur  dans  le  rapport  de  a îi  a'. 

Corollaire.  — Puisque  le  rectangle  Op.Op'(_/îg'.  43)  est  con- 
stant, OK  étant  avec  Op  dans  un  rapport  constant,  le  rectangle 
OK.Op'=  ÜR'.Op  est  aussi  constant,  quelle  que  soit  la  droite 
menée  par  le  point  O. 

11(>.  Si,  par  un  centre  de  similitude  0,  on  mène  deux 
droites  coupant  le  premier  cercle  {Jig-^^)  aux  points  R,  R , 
S,  S',  et  le  second  aux  points  p,  p',  1,  o' , les  cordes  RS  et  p», 
R'S'  et  p'ff'  sont  parallèles,  et  les  cordes  RS  et  p'»',  R S et  pir 
se  coupent  sur  l'axe  radical  PQ  f/cs  deux  cercles. 
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En  prenatrt  OR  et  OS  pour  axes,  on  aura  (115) 

OU  = m.Op,  OS  = /».Ot. 

KiB.  43. 


P 


« 


Le  cercle  ps’p'o-'  ayant  pour  é()uaiioii 

+ ixy  cosf.»  -H  + 2 fy  + f O , 
celle  (lu  cercle  RSR'S'  sera 

fl(  jt’-I-  2 JT COSfi)  + r’)  -t-  2/;i  (^^r  -f /r)  -t-  »<’  <•  = o, 
et  celle  de  Taxe  radical  (105) 

2 ( -y-fy)  -t-  { wi  -+- 1 ) f - O. 

Les  é(|ualions  de  p?  et  p'a'  seront 


en  posant 

Op  = «,  O a — b;  Op'  = o',  O 9'  = b'. 

On  aura  alors  pour  celles  de  RS,  R'S' 

— + — I ^ -e  - - — I 

• nui  nib  ’ ma'  mb' 

D’après  la  forme  de  ces  équations,  RS  est  parallèle  à pu,  et 
R'S'  à p'&. 

Quant  aux  cordes  RS  et  p'u',  elles  se  coupent  sur  la  droite 
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f’esi-à-dire  sur  Taxe  radical  des  deux  cercles,  puisque  celle 
cqiialion  peul  se  niellre  sous  la  forme  (100) 

-h  i)c  = o. 

Il  en  esl  de  même  pour  les  cordes  U'S'  el  pa. 

Comme  cas  pariiculier  de  ce  ihcorème,  on  voii  que  les  lan- 
penies  en  K el  p,  U'  et  p'  sont  parallèles,  et  que  les  langenies 
en  R el  p',  R'  el  p se  coupent  sur  l’axe  radical. 

117.  Les  centres  de  siwililude  de  trois  cercles  S,  S'  et  S", 
pris  deux  à deux,  sont  situés  trois  par  trois  sur  une  même 
droite. 

Soient  r,  r',  r"  les  i ayons  de  ces  trois  cercles;  (a,  P),  {«',  P'), 
(a",  P")  leurs  centres.  Les  coordonnées  de  deux  des  centres 
de  similitude  seront  (11'»} 

/rg'-  «>■'  rP'-Pr'\  Ira"- gr"  rP'-  Pr'’’\ 

\ r — r'  ’ r — /•'  /’  \ r — r"  ’ r — r"  / 

et  la  droite  qui  les  joint  aura  pour  équation  (29,  Ex.  VI } 

[r(P'~  r'(P"-p)  + r’(P  - ?>')]x 

— [r(«'—  g")  ■+■  r'  («"—  g)  -h  r"(g  — a’)]jr 
-h  r(  P' g"  — p-’g')  -t-  r'(P"g  - Pg")  4-  r'(pg' - P'g)  = o. 

La  symétrie  de  celle  équation  montre  que  celte  ligne  passe 
aussi  par  le  troisième  centre  de  similitude 

/r'g'— r"g'  r'P'-p'r'X 
\ r'  — r"  ' r'—  r"  j’ 

(ielle  droite  s’appelle  axe  de  similitude  des  trois  cercles. 
Puisque  chaque  couple  de  cercles  a deux  centres  de  simi- 
litude, il  y a en  tout  six  centres  de  similitude  S,  S',  S', . . . 
pour  les  trois  cercles;  ces  centres  sont  distribués  sur  quatre 
axes  de  similitude,  ainsi  que  le  représente  la  Jig.^^. 

Les  équations  des  trois  autres  axes  s’obtiendront  en  chan- 
geant successivement  les  signes  de  r,  r',  r"  dans  l’équation 
donnée  plus  haut. 
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Corollaire.  — Si  un  cercle  2 est  langent  aux  deux  cercles  S 
et  S',  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  passe  par  un 
centre  de  similitude  de  S et  S'.  Car  lorsque  deux  cercles  se 
louclienl,  un  de  leurs  centres  de  similitude  coïncide  avec  le 
point  de  contact. 

Fie-  41. 


Quand  2 est  tangent  intérieurement  ou  extérieurement  aux 
deux  cercles  S et  S'  à la  fois,  la  droite  joignant  les  points  de 
contact  passe  par  le  centre  de  similitude  de  S et  S'  qui  leur 
est  extérieur;  lorsque  2 est  tangent  intérieurement  à l’un  des 
cercles  et  extérieurement  à l’autre,  cette  droite  passe  par  le 
centre  de  similitude  intérieur,  ou  situé  entre  les  deux  cercles. 

*118.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  2 coupant  trois 
cercles  donnés  S,  S',  S"  sous  des  angles  égaux. 

Soit  S = O,  ou 


(x—  a)>-t-  — (3)’  — r>  = O 

l'équation  d’un  cercle,  le  carré  de  la  distance  d'un  point(x,  y) 
à son  centre  a pour  valeur 

(x  — a )’  -f- ( 7 — (3  )•  = S -h  r>. 

Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  2 de  rayon  R,  coupant  S 
sous  un  angle  a,  satisfont  à la  condition  (112,  Ex.  V) 

S = R’—  aRreosa; 
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clics  salisfonl  de  même  aux  relalions 


S'  = R’  — îRc'cosa,  S"—:  R'  — 2. Rr"cosst, 

puisque  i coupe  S cl  S'  sous  r.nif;le  a. 

En  éliminant  R cl  cos  a cnlrc  ces  trois  équations,  on  aura 
l’équaiion  du  lieu  cherche,  ün  obtient  successivement 

S — S'  — aR  ( c'  — c)  cos  a,  S — S":=  2 R ( ;•"  — ;■)  COSa, 
d’où 

(S-S')(/--/-”):-:(S-S'')(/  - r'). 

Le  lieu  est  donc  une  droite  i|ui  passe  par  le  centre  ra- 
dical (108);  en  remplaçant  8,  S'  et  S"  par  leurs  valeurs  déve- 
loppées, on  trouve,  pour  les  coeflicienls  de  x et  de  r, 

- 2[a{r'  - /•")  a'{r"-  ;•)  -f-  a"(r- 

- 2 [ P(  c' - , " ) -f- P' ( I-"  - r ) + P"  ( /•  - r' ).J . 

En  comparant  ces  expressions  avec  celles  coriespondantes  de 
rcquolion  d'un  axe  de  similitude  (117),  on  voit  (32)  que  le 
lieu  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  radical  sur  im 
des  axes  de  similitude. 

Il  est  indifférent  de  prendre,  pour  angle  des  deux  cercles, 
l’un  ou  l’autre  des  deux  angles  supplémentaires  que  forment  les 
rayons  aboutissant  au  point  d’intersection.  Les  formules  ( 1 12) 
employées  supposent  que  cet  angle  est  celui  sous  lequel  la 
distance  des  centres  est  vue  du  point  d'intersection  ; dans  celte 
hypothèse,  le  lieu  dont  on  vient  de  trouver  l’équation  est  une 
perpendiculaire  à l’axe  extérieur  de  similitude.  Si  l’on  n’admet 
pas  cette  restriction,  on  peut  prendre 

S R’zp2Rccosa, 

ce  qui  revient  à changer  le  signe  de  l’une  ou  l’autre  des  quan- 
tités r,  r',  r“  dans  les  expressions  précédentes.  Par  suite  ( 117), 
le  lieu  cherché  peut  être  perpendiculaire  à l’un  quelconque 
des  axes  de  similitude  (*). 


(*)  Les  cercles  coupant  sous  des  angles  égaux  trois  cercles  donnés  S,  S\  S*, 
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Lorsque  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  l’angle 
sous  lequel  ils  se  coupent  est  nul,  puisque  les  rayons  du  point 
de  contact  coïncident;  mais  s’ils  se  louchent  extéricuremenl, 
cet  angle,  en  vertu  des  conventions  faites  précédemment,  est 
égal  à i8o  degrés,  puis(|u’un  des  rayons  est  situé  dans  le  pro- 
longement de  l’autre.  La  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe 
extérieur  de  similitude  contient  donc  le  centre  du  cercle  lan- 
gent intérieurement  ou  extérieurement  à la  fois  aux  trois 
cercles  donnés.  Le  centre  du  cercle  langent  extérieurement 
à S et  intérieurement  à S'  et  S"  {ou  vice  versà)  sera  sur  la  per- 
pendiculaire à un  des  autres  axes  de  similitude,  puisque  l’é- 
quation du  lieu  décrit  par  le  centre  s’obtiendra  en  cbangeanl 
le  signe  de  r dans  la  précédente.  On  peut  donc  en  tout  mener 
h trois  cercles  donnés  huit  cercles  tangents;  les  centres  de 
res  huit  cercles  se  trouvent,  deux  par  deux,  sur  les  perpcui- 
diculaires  abaissées  du  centre  radical  sur  les  quatre  axes  de 
similitude. 

*119.  Décrire  un  cercle  i tangent  à trois  cercles  donnés  S, 
S',  S". 

Ce  qui  précède  indi(|ue  un  lieu  sur  lequel  doit  se  trouver 
le  centre  du  cercle  cherché  : on  peut  en  déterminer  un  autre 
en  éliminant  son  rayon  R entre  les  deux  équations 

S=K>-2rR,  S'=R’-2r'U; 

mais  on  trouverait  ainsi  une  courbe  autre  que  le  cercle. 

On  obtient  une  solution  plus  élémentaire  en  chercliaut,  au 


de  rayons  r,  r\  r*,  ont  pour  a\c  radical  commun  un  des  aaes  de  similitude. 
Soient,  en  effet,  trois  cercles  S,  2',  2*,  do  rayons  R,  R\  R*,  coupant  les  cercles 
donnés  n*spectivement  sous  les  angles  •/.  1.4>s  coordonnées  du  centre  de  S 

satisfont  aux  conditions 

2 5=  r*  — arRcos»,  2'=  r’ — Q rR'cos^S,  2*=  r*  — arR’cosy, 

d'où 

(R  cos  K — R"cos*/)(2  — 2')  s=  (R  cos«  — R'cos^)(2  — 2"). 

Cette  équation,  analogue  à celle  d’une  droite,  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
du  centre  de  S,  S'  et  S*,  trois  points  que  nous  n'avons  pas  supposés  en  ligne 
droite;  elle  est  donc  de  la  forme  2 :=  A2'h- /2*',  et  prouve  que  les  trois 
cercles  ont  même  axe  radical. 
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lieu  des  coordonnées  du  centre  du  cercle  langent  2,  celles  de 
son  point  de  contact  avec  un  des  cercles  donnés.  Ce  point  se 
trouvant  sur  un  cercle,  on  a déjà  une  relation  entre  ses  coor- 
données; il  suflira  donc  d’en  trouver  une  autre  pour  qu’elles 
soient  complètement  déterminées  (*). 

Plaçons,  pour  simplilier,  l’origine  des  coordonnées  au  centre 
du  cercle  S,  dont  on  veuldélerminer  le  point  de  contact  avec2, 
l’équation  de  ce  cercle  se  réduit  à 

+jr'— 

et  relies  des  autres  cercles  S et  S'  sont  toujours 

Si  A et  B sont  les  coordonnées  du  centre  de  1,  elles  satis- 
feront aux  relations 

S — S'=2R(r— r'),  S - S"=  aRfr' - r'); 

de  plus,  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  S avec  2 étant 
j;'  et  y,  on  aura 

g__r(R  -t-  /■! 

r r 

Pour  trouver  le  résultat  de  la  substitution  de  mx,  mr  à 
X et  J dans  l’équation  d’une  droite,  on  peut  multiplier  toute 
l’équation  parm  eten  retrancher  {oi  — ijfois  le  terme  constant. 
Ce  terme  étant  égal  à 

_ ,1  _ a'i  _ 

dans  S — S'  (105),  le  résultat  de  la  substitution  de  A et  B à 
X et  r dans  S — S'=aR(r  — r')  sera 


(*)  Cette  solution  a été  donnée  par  M.  Gerfronnc  {Annales  de  Jdathêmatiyuei, 
t.  VII,  p.  289). 
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OU 

( R + r)  (S  - S')  = R [(  r-  - a”  - 
On  aura  de  même 

{R  -l-r)(S-S')  = R[(r- 

En  éliminanl  R entre  ces  deux  équations,  on  voit  que  le  point 
de  contact  cherché  se  trouve  à l'intersection  du  cercle  S avec 
la  droite 

S - S'  _ S - S" 

«'■ -t-  (5"— { r—  /•')»  ~ a'"-+-;3"’  — (r  — »•")'■ 

120.  Pour  compléter  la  solution  géométrique  du  problème, 
il  reste  à montrer  comment  on  peut  construire  cette  droite. 
Comme  elle  passe  par  le  centre  radical  des  cercles  donnés,  il 
suffit  d’en  trouver  un  deuxième  point.  En  remplaçant  S — S', 
S — S"  par  leurs  valeurs  développées  (105),  son  équation 
devient 

2a'r  -1-  a -t-  r'*  — /•*  — x' — 
a ' Hr  - ( /•  — r'Y 

2 %"x  -h  1 r -f-  r"’  — r'  — a*'  — Ji*’ 

" ( / “O'  ■ 

ou  en  ajoutant  l'unité  à chacun  des  termes, 

x'x-h^\r+{r'-r)r  __  x’ x -h  3"  y -h  ( r"  — r)  r 
a'' -t- ji'’ — (c — r'Y  a"’ -H  — (r — r'Y  ’ 

ce  qui  exprime  qu'elle  passe  par  l’intersection  des  droites 

x'x  + j3'_r  -t-  (r'  — ; )i-  — O,  a"x  ■+■  + (r"  — r)  r=  o. 

La  première  de  ces  droites  est  (113),  dans  le  cercle  S,  la 
corde  de  contact  des  tangentes  communes  aux  cercles  S et  S'; 
autrement  dit(lU),  c’est  la  polaire  par  rapport  à S du  centre  de 
similitude  de  S et  S'  ; de  même,  la  seconde  droite  est  la  polaire 
par  rapport  à S du  centre  de  similitude  de  S et  S".  L’intersec- 

1 1 
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lion  de  ccs  droites  est  donc  le  piMe  de  l’axe  de  similitude  des 
cercles,  par  rapport  au  cercle  S. 

De  là  on  déduit  la  construction  suivante. 

Construire  (Jijr.  45)  un  des  quatre  axes  de  similitude  SS'  des 
trois  cercles  C,  C',  C";  déterminer  le  pôle  de  cet  axe  successi- 


Fig. 


I 1 


veinent  par  rapport  aux  trois  cercles,  et  joindre  les  points 
ainsi  trouvés  P,  P'  et  P"  au  centre  radical  R,  Si  les  droites  RP, 
RP',  RP",  rencontrent  les  cercles  aux  poinls,nft;<7',  b", 
le  cercle  passant  par  les  points  a,  a',  a"  sera  un  des  cercles 
tangents  cherchés,  et  le  cercle  mené  par  les  points  b,  b',  b' 
en  sera  un  autre. 

En  appliquant  la  même  construction  aux  trois  axes  de  simi- 
litude, on  déterminera  les  six  autres  cercles  tangents. 

121.  On  peut  arriver,  sans  calcul  algébrique,  au  même  ré- 
sultat, de  la  manière  suivante  : 

I®  Les  lignes  nb,  a' b,  a" b”  se  rencontrent  en  un  point  qui 
est  le  centre  de  similitude  des  cercles  an' a",  bb'b"  (117, 
(Corollaire); 

2®  Les  droites  a' a" , b' b"  se  coupent  en  S centre  de  simili- 
tude de  C'  et  L'ilIT); 

3®  Par  suite  ( llfi)  les  lignes  transversales  a' b',  a" b"  se  cou- 
pent sur  l’axe  radical  de  C'  et  C".  De  même,  a"b"  et  ab  se 
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coupenl  sur  l'axe  radical  de  C"  et  C : le  point  R,  centre  do 
similitude  des  cercles  aa'a" , bh' b"  est  donc  en  môme  temps 
le  centre  radical  des  trois  cercles  C,  C'  et  C"; 

4“  Puisque  a' b',  a" b"  passent  par  le  centre  de  similitude  de 
aa'a",  bb'b",  les  droites  a'a",  b' b"  se  rcnconlrent  en  S sur 
l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  (116).  Les  points  S'  et  S"  se 
trouvent  ainsi  sur  ce  môme  »xe  radical.  Donc,  l’axe  de  simi- 
litude SS'S"  des  cercles  C,  C',  C”  est  en  même  temps  l’axe 
radical  des  cercles  aa'a" , bb'  b"; 

5“  Comme  a" b"  passe  par  le  centre  de  similitude  de  aa'a", 
bb' b",  les  tangentes  menées  à ces  cercles  (116)  aux  points  où 
a"6"  les  rencontre  se  coupent  sur  l’axe  radical  SS'S"  en  un 
point  qui  est  évidemment  le  piMe  de  a'b"  par  rapport  au 
cercle  C";  le  pôle  de  a"b"  se  trouvant  sur  SS'S",  le  pôle 
de  SS'S"  par  rapport  à C"  sera  (98)  sur  a"b" . On  pourra  donc 
construire  a" b"  en  joignant  le  centre  radical  R au  pôle  P de 
.S' S"  par  rapport  au  cercle  C"; 

6”  Le  centre  de  similitude  de  deux  cercles  étant  sur  leur 
ligne  des  centres,  et  l'axe  radical  perpendiculaire  à cette  ligne, 
la  droite  joignant  les  centres  des  cercles  aa'a",  bb'b"  passe 
par  le  point  R ( 118)  perpendiculairement  à SS'S". 

121  (a).  Lorsque  quatre  cercles  sont  tangents  à un  cin- 
quième, les  longueurs  de  leurs  tangentes  communes  satisfont 
à la  relation 

(i2)(34)±(i4)(23)±;(i3)(-î4)  = o, 

dans  laquelle  (la)  représente  la  longueur  de  la  tangente  com- 
mune au  premier  et  au  deuxième  cercle,  etc. 

Soient  R le  rayon  du  cinquième  cercle,  0 son  centre 
'fig.  46);  r et  r'  les  rayons  des  cercles  i et  a,  A et  B leurs 
centres;  a et  6 leurs  points  de  contact  avec  le  cinquième.  Le 
triangle  aOb,  étant  isoscèle,  donne 

aè  = 2Rsin-«06. 
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Les  côlés  du  triangle  AOB  élanl  R — r,  K — r'  et  D=  AB, 
on  a 


sin’-  nOb  = 
2 


D’  — ( »•  — r'  )’ 

4(R-0(K-^)’ 


d’ailleurs 
par  suite 


Fig.  /,6. 


\ / 


V' 

O 


( 1 2 )’  :r=  D’  — ( — r'  )•  : 


nb  = .^^L^. 
V^R-/-)(R-r') 


Dans  le  quadrilatère  inscrit  formé  par  les  quatre  points  de 
contact  ft,  b,  c et  tl  des  quatre  premiers  cercles  avec  le  cin- 
quième, les  côtés  et  les  diagonales  satisfont  à la  condition 


ab.ctl  -4-  ad.bc  — ac.bd; 


remplaçant,  dans  celte  équation,  chacune  des  cordes  cift, .. . 
par  sa  valeur,  trouvée  précédemment,  en  fonction  de  la  lon- 
gueur(i2),. . . de  la  tangente  commune  correspondante,  et  sup- 

. , R’ 

ni  imanl  le  facteur  cumniun ^ --  ■ , 

on  obtient  la  relation  (|u’il  fallait  démontrer. 


l'il  {b).  On  peut  déduire  de  ce  théorème  une  solution  du 
prohlème  posé  au  n°  119.  Lorsque  le  quatrième  cercle  se  ré- 
duit à un  point,  ce  point  appartient  au  cercle  tangent  aux  trois 
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premiers;  les  expressions  (4')>  (4®)  cl  (43)  représenieni  la 
longueur  des  tangentes  menées  par  ce  pointa  ces  trois  cercles. 
D'ailleurs,  en  désignant  par  S, S'  et  S"  les  valeurs  particulières 
que  prennent  les  équations  des  trois  premiers  cercles  lors- 
qu’on y remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  de  ce 
point,  on  aura,  d’après  le  n°  90, 

(4.)  = vS,  (42) (43)  = 

Les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  cercle  cherché 
satisferont  donc  à la  relation 

(23)  y S ± ( 3i)  y/S'  ± (12)  ^"=0, 

qui  se  transforme  en  une  équation  du  quatrième  degré  lors- 
qu’on fait  disparaître  les  radicaux.  Dans  le  cas  où  (23),  (3i) 
et  (12)  sont  les  tangentes  communes  directes,  elle  se  décom- 
pose en  deux  équations  du  second  degré  représentant  respec- 
tivement les  cercles  tangents  intérieurement  et  extérieure- 
ment {Jig.  45)  aux  trois  cercles  donnés. 

Cette  solution  et  le  théorème  d'où  on  la  déduit  sont  dus  à 
M.  Casey. 

121  (e).  Ce  théorème  peut  aussi  se  démontrer  sans  recourir 
aux  propriétés  du  quadrilatère  inscrit.  £n  prenant,  comme  au 
n“  loi  (Ex.  VI),  sur  chaque  rayon  vecteur  OP  {Jig.  4'  ).  mené 
par  un  point  O à une  courbe,  une  longueur  ÜQ  inversement 
proportionnelle  à OP,  on  obtient  une  nouvelle  courbe  qu’on 
appelle  inverse  de  la  courbe  donnée.  L’inverse,  par  rapport 
à l’origine  O du  cercle 

X*  -H  2 gx  -I-  ifr  -(-  c = O 

a pour  équation 

c(x’-t- -xgx  H-  1 =0. 

C’est  un  cercle,  excepté  dans  le  cas  où  c = o (c’est-à-dire 
quand  le  point  O est  sur  le  cercle  ),  cas  dans  lequel  c’est  une 
ligne  droite.  Réciproquement,  l’inverse  d’une  droite  est  un 
cercle  passant  par  le  point  O. 
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A un  couple  de  cercles  correspond,  par  rapport  à un  point, 
un  couple  inverse,  qui  forme  avec  le  premier  un  système 
jouissant  de  la  propriété  suivante,  indiquée  par  M.  Casey  : 
le  rapport  du  carré  de  la  tangente  commune  au  produit  des 
rayons  est  le  même  dans  l’un  et  l'autre  couple  (*).  En  effet, 
le  rayon  r d'un  cercle  étant  donné  par  (80) 

r'=^+f'—c, 

celui  de  son  inverse  s’obtiendra  en  remplaçant,  dans  cette 

- c f y . . . , • c , 

équation,  g,f  et  c par  t't  sera  ainsi  égal  a -•  La  quan- 

tité 1)  — /•’—  c”,  qui  est  représentée  par  c ■+■  d—  ag'fi''— 2//' 
(112,  Ex.  1),  deviendra,  par  une  substitution  analogue,  égale 

J)>  fl ;•'> 

à , — -•  Le  rapport  de  D’— r’ — c",  au  produit  cr'  des 

ravons,  et,  par  suite,  le  rapport  de  D’—  (r±  r')'  à rr'  esldonc 
le  môme  pour  cbacun  des  couples. 

'Considérons  maintenant  quatre  cercles  tangents  à une  même 
droite  en  quatre  points.  Les  distances  mutuelles  de  ces  quatre 
points  situés  en  ligne  droite,  qui  sont  alors  les  langueurs  des 
tangentes  communes,  sont  liées  par  la  relation 

(I2)(34)-+-(i4)(32)  = (.3)(24), 

comme  il  est  facile  de  le  voir  en  partant  de  l’identité 

( è — rt)  (</  — c)  -I-  ((/  — o)  (c  — b)  = (c  — rt)  (</  — h), 

dans  laquelle  a,  b,  c,  d représentent  les  distances  de  ces  quatre 
points  à un  point  quelconque  de  la  droite  pris  pour  origine. 

L’inverse  du  syslè.iie,  par  rapport  à un  point  quelconque, 
se  composera  de  quatre  cercles  tangents  à un  cinquième;  et 
la  relation  précédente  subsistera  encore,  puisque  le  rapport 
de  chacun  de  ses  termes  à la  racine  carrée  du  produit  des 

( *)  Ce  qui  revient  à dire  ( î 12»  Ex.  VIII),  que  l'angle  sou»  lequel  »e  coupent 
les  deux  cercle*  d'un  couple  est  le  même  pour  les  deux  couples  : proposition 
facilo  il  établir  géométriquement. 
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rayons  des  quatre  premiers  cercles,  ne  change  point  quand  on 
passe  du  premier  système  à son  inverse. 

La  relation  entre  les  tangentes  communes  étant  ainsi  établie 
directement,  on  peut  en  déduire,  comme  cas  particulier,  les 
propriétés  relatives  aux  cotés  et  aux  diagonales  du  quadrila- 
tère inscrit.  Il  suffit,  pour  cela,  de  supposer  que  les  quatre 
premiers  cercles  se  réduisent  à quatre  points. 

Cette  démonstration  fait  voir  en  outre  que,  dans  le  cas  où 
deux  cercles  sont  tangents  à la  fois  intérieurement  ou  exté- 
rieurement au  cinquième  cercle , il  faut  faire  entrer  dans  la 
relation  donnée  ci-dessus  leur  tangente  commune  directe,  et 
leur  tangente  inverse  lorsqu’ils  sont  situés  l’un  à l’intérieur, 
l’autre  à l’extérieur.  Ainsi  l'équation  des  quatre  couples  de 
cercles  tangents  à trois  cercles  donnés 

(t!3)v'Sæ{3i)v'^±{i2)v'^=o 

représentera  : 

I"  Les  cercles  tangents  laissant  du  même  côté,  intérieur  ou 
extérieur,  les  trois  cercles  donnés  lorsque  (12),  (23)  et  (3i) 
seront  les  tangentes  communes  directes;  2”  les  cercles  tou- 
chant intérieurement  le  premier  cercle  et  extérieurement  les 
deux  autres  (ou  inversement),  lorsque  (23)  sera  une  tangente 
directe,  (3i)  et  (12)  des  tangentes  inverses;  3"  enfin  les  deux 
autres  couples  de  cercles,  en  considérant  successivement 
l’une  des  tangentes  (3i)  et(i2)  comme  directe,  et  la  troisième 
tangente  comme  inverse. 
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* CHAPITRE  IX. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DES  NOTATIONS  ABRÉGÉES 
A L'ÉQUATION  DU  CERCLE. 


122.  Pour  savoir  si  une  cquaiion  du  deuxième  degré,  ex- 
primée au  moyen  de  la  méthode  des  notations  abrégées  expo- 
sée au  Cliapitre  IV,  représente  un  cercle,  il  suffit  de  la  ra- 
mener à une  équation  en  x et  r,  en  y remplaçant  chacune 
des  abréviations  a par  son  expression  équivalente 

X cosa  -t-  )'sin  a — p, 

et  de  voir,  dans  cette  équation  transformée,  si  le  terme  en  xy 
ilisparalt,  et  si  les  coefficients  de  x^  et  de  r’  sont  égaux.  Les 
exemples  suivants  serviront  d’éclaircissements. 

Trouver  la  çonJition  pour  qu'un  cercle  soit  le  lieu  d'un 
point  tel,  que  le  produit  de  ses  distances  à deux  côtés  opposés 
d’un  quadrilatère  soit  dans  un  rapport  constant  k avec  le  pro- 
duit de  ses  distances  aux  autres  côtés. 

Soient  a,  (3,  ■/,  o les  quatre  côtés  du  quadrilatère;  l’équation 
(lu  lieu  est 

xy  — h j3ô 

et  représente  une  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les 
sommets  du  quadrilatère,  puisque  son  équation  est  satisfaite 
par  une  quelconque  des  quatre  conditions 

a = o,  |3  = o;  a = o,  d = o; 

|3  = o,  7=0;  7 = 0,  ô = o. 

Si  l’on  remplae,  dans  celte  équation,  les  abréviations  a,  p,  7,  d 
par  leurs  expressions  équivalentes  en  x et  on  obtient  l’c- 
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quaiion  iransformée 

(x  cos«  4-_j‘sina  — /»)  (xcosy  +.r  siny  — p") 

= h (j;  cos(3  +_^-sin^  — />')(x  cosiî  -i-^^  sino  — p”). 

En  écrivant  qne  les  cocflicienls  de  jt*  et  de  y‘‘  sont  égaux,  et 
(|uc  celui  de  a:/' est  nul,  on  trouve,  pour  exprimer  que  cette 
courbe  est  un  cercle,  les  conditions 

cos(a  -t-  •/)=  /r  cos(  P + ô), 
sin(2t  -f-  y)  — h sin  (P  + ô). 

Si  l’on  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  élevées  au  carié, 
il  vient 

/i  = ± I . 

l'ette  condition  étant  remplie,  on  a 

a + y = ^ + O,  ou  a + y = J3 -H  o; 

d’où 

a — [3  = ô — y,  ou  X — p-  i8o"-f-o  — y; 

et  comme  l’angle  a — (3  est  (61)  le  supplément  de  l’angle 
formé  par  les  droites  a et  p entre  lesquelles  se  trouve  l’ori- 
gine, cette  condition  est  satisfaite  lorsque  le  quadrilatère  est 
inscriptible.  Quand  l’origine  est  à l’intérieur  du  quadrilatère, 
on  doit  prendre  If  — — i : l’angle  compris  entre  a et  p est 
alors  supplémentaire  de  l’angle  formé  par  y et  o;  on  prendra, 
au  contraire,  k = i si  l’origine  est  en  dehors  du  quadrilatère, 
et  les  angles  opposés  seront  alors  égaux. 

123.  Trouver  la  condition  pour  qu’un  cercle  soit  le  lieu 
d’un  point  tel,  que  le  carré  de  sa  distance  à la  base  d’un  tri- 
angle soit  dans  un  rapport  constant  avec  te  produit  de  ses 
distances  aux  autres  côtés. 

Soient  «,  p,  y les  côtés  du  triangle,  l’équation  du  lieu  sera 
x?,  = ky\ 

Si,  pour  déterminer  les  points  où  la  droite  x rencontre  le  lieu. 
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on  fait  a = O dans  son  équation,  on  trouve  y’=  o.  Le  premier 
membre  étant  un  carré  parfait,  la  droite  a rencontre  le  lieu 
en  deux  points  qui  coïncident;  autrement  dit  (83),  elle  est 
tangente  au  lieu  au  point  ( a,  y ).  De  même,  ^ est  la  tangente  au 
point  (j3,  y).  La  droite  y est  donc  la  corde  de  contact  des  deux 
tangentes  a et  3,. 

En  remplaçant  les  abréviations  par  leurs  valeurs  dévelop- 
pées, comme  au  numéro  précédent,  et  écrivant  que  les  con- 
ditions indiquées  au  n°  80  sont  remplies,  on  trouve 

cos  (a  -h  — h C0S2y,  sin  (a  -4-  ^)  = ^ sinay, 

et,  par  suite, 

/,•  = I , a — y = y - p. 

Pour  qne  le  lieu  soit  un  cercle  il  faut  donc  que  le  triangle 
soit  isoscèle  : résultat  qui  peut  s’énoncer  ainsi  : 

Le  produit  des  distances  du  point  d’un  cercle  à deux  tan- 
gentes est  égal  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  ù leur  corde 
de  contact. 

EXERCICE. 

Trouver  la  condition  pour  qu’un  cercle  soit  le  lieu  d'un  point  tel,  que  la 
somme  c’  des  carrés  de  scs  distances  aux  trois  cétés  d’un  triangle  «f.y 
soit  constante. 

L'équation  du  lieu  étant  on  général  a’  -t-  y'  = c’,  représentera  un 
cercle  lorsqu’on  aura 

cosaa  -h  cosa^  -t-  cosay  = o,  sinaa  -h  sina^  -h  siniy  = o; 

cos  la  = — 2cos(^  -t-y)cos(^  — y),  sinia  = — isin(&-t-y)cos(f — y). 

En  élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

I = 4cos’{^  — y),  ji  — y = Co”. 

On  verrait  de  môme  que  chacun  des  autres  angles  doit  être  égal  à 6o  de- 
grés. Il  faut  donc  que  le  triangle  soit  équilatéral. 

i24.  Trouver  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  droites  a = o,  ^ = o,  y = o. 
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Une  équation  de  la  forme 

-f-  mya  -h  n = o 

représente  une  courbe  du  second  degré  circonscrite  à ce  tri- 
angle, puisqu'elle  est  satisfaite  par  chacune  des  suppositions 

a=o,  ^ = o;  (3  = 0,  y‘=o;  y = o,  a=o. 

En  suivant  la  marche  indiquée  au  n°  1-22,  on  trouve,  pour  ex- 
primer que  cette  courbe  devient  un  cercle,  les  conditions 

/cos((3  -4-  y)-t-  /w  cos  (y  -h  x)-h  n cos  (a  -t-  p)  = o, 

/sin  ((3  -t-  y)  -t-  ni  sin(y  + x)-h  n sin(a  -+-  (3)  = o. 

Mais  lorsqu’on  a les  deux  équations 

/a'-H  mj3'-t-  ny'=  o, 

/a"-)-  m j3"-t-  My"=  o, 

les  quantités  /,  m et  n sont  proportionnelles  à P' y"  — (3"y', 
y'a."—  y*a',  a' (3"—  a"^'  (G.'i);  dans  le  cas  actuel,  l,  ni  et  n se- 
ront donc  proportionnels  à sin  ((3  — y),  sin  (y  — a),  sin  (a  — (3) 
ou  à sin  A,  sin  B,  sinC,  A,  B et  C désignant  les  angles  du  tri- 
angle forme  par  les  droites  a,  p,  y,  comme  au  n°  Gl. 
L’équation  du  cercle  circonscrit  sera  donc 

Py  sin  A -I-  ya  sin  B -t-  ap  sin  C = o. 

125.  L’interprétation  géométrique  de  cette  équation  n’est  pas 
sans  importance.  Les  perpendiculaires OQ,  OP  [Jig.  47)abaissées 

Fig. 


c 


d'un  point  0 sur  les  deux  côtés  a et  p du  triangle  ABC  ont 
précisément  pour  longueur  a et  p (51  J;  d’ailleurs  l’angle  QOP 
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qu’elles  comprennetu  est  le  supplément  de  l'angle  C du 
triangle  : le  produit  a^sinC  mesure  donc  le  double  de  l'aire 
du  triangle  OPQ.  De  même  yasiiiB,  ,3ysinA  représentent 
respectivement  le  double  de  l’aire  des  triangles  OPR.  OQR, 
OH  étant  perpendiculaire  à y.  La  quantité 

j3y  sinA  H-  ya  sinB  -I-  sinC 

est  donc  le  double  de  l’aire  du  triangle  PQH,  et  l’équation 
du  numéro  précédent  exprime  que,  si  le  point  O appartient 
au  cercle  circonscrit  au  triangle,  l’aire  PQH  est  nulle,  c’est- 
à-dire  (36,  Corollaire  11)  que  les  trois  points  P,  Q,  R sont  en 
ligne  droite. 

Le  lieu  d’un  point  O tel,  que  la  surface  du  triangle  PQR 
formé  par  scs  projections  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 
soit  constante,  a pour  équation 

Pv  sin  A H-  yâ  sin  B sinC  = const. 

(^ette  équation,  ne  différant  que  par  une  constante  de  celle  du 
cercle  circonscrit,  représente  (81  ) un  cercle  concentrique  à 
ce  dernier. 

126.  Reprenons  l’équation  /py wya -t- «ap  = o,  nous 
pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

y(/p  -I-  ma)  -4-  nap=;  o; 

la  droite  y rencontre  la  courbe  sur  les  droites  a et  p(124), 
puisque,  si  nous  faisons  y = o dans  l’équation  ci-dessus,  elle 
se  réduit  à aP  = o.  Pour  la  même  raison,  la  droite  /p-i-ma 
rencontre  la  courbe  en  deux  points  situés  sur  les  droites  a 
et  p;  mais  ces  deux  points  coïncident,  puisque  /p  -1-  ma  passe 
par  l’intersection  de  a et  p : la  droite  /a  4-  mp  rencontre  donc 
la  courbe  en  deux  points  qui  coïncident,  c’est-à-dire  lui  est 
tangente  (83)  au  point  (a,  p). 

Cette  conséquence  de  l'équation  /py  4- mya -4- /lap  = o, 
ainsi  que  quelques  autres  dont  l’exposé  va  suivre,  ne  sup- 
posent point  aux  coefficients  /,  m,  n les  valeurs  particulières 
sin  A,  sin  B,  sinC  ; elles  s’appliquent  donc  non-seulement  à 
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un  cercle,  mais  à une  courbe  quelconque  du  second  degré 
circonscrite  à un  triangle. 

Dans  le  cas  du  cercle,  la  tangente  a pour  équation 


a sin  B -f-  P sin  A = o, 


et,  comme  a sin  A -+- (3  sinB  = o représente  une  parallèle  au 
côté  y menée  par  le  sommet  (a,  ,3)  (GV),  la  tangenie  fait  avec  un 
des  côtés  a.  du  triangle  le  même  angle  que  le  côté  opposé  y 
fait  avec  le  troisième  (3(55). 

Les  équations  des  tangentes  menées  à la  couibe  du  second 
degré  par  les  trois  sommets  du  triangle  peuvent  s’écrire 


1 

m 


I 

n 


a 


par  suite,  les  trois  points  où  ces  tangentes  coupent  respecti- 
vement les  côtés  opposés  du  triangle  sont  situés  sur  la  droite 


a 


En  retranchant  l'une  de  l’autre  les  équations  des  tangentes, 
on  trouve,  pour  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du 
triangle  formé  par  les  tangentes  aux  sommets  correspondants 
du  triangle  primitif, 

^_y_^  y î_^_u 

m n 'ni  ' l iii 
Ces  droites  se  coupent  en  un  même  point  (40)  ('). 


127.  Si  a',  3',  y';  a",  (3",  y'  sont  les  coordonnées  de  deux  points 
de  la  courbe,  la  droite  qui  les  joint  a pour  équation 


a' a" 


w(3 


ny 


7' 7 


en  effet,  elle  est  satisfaite  lors(|u’on  y remplace  les  coordon- 
nées courantes  a,  [3,  y par  a',  (3', y',  puisque  a",  (3",  y*  vérifient 


(*)  Les  théorèmes  de  ce  numéro  sont  dus  à M.  Robiliicr  {^Ânna'es  de  Mathé~ 
matiquest  l-XVIII,  p.320.).  Jji  premièr<^  cqiialioii  du  n°  !‘27  est  de  M.  Hermès. 
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l’équation  de  la  courbe  qui  peut  se  meure  sous  la  forme 


/ tn 


n 

- — O. 

y 


On  vcrrnil  de  même  qu'elle  csl  satisfaite  par  a", JS", y". 

On  déduit  de  là,  pour  l’équation  de  la  tangente  en  un  point 

(*'.  ?',/). 

la  m&  ny 


Kéciproquement,  si  ).« -t- «p -t- vy  = o est  l'équation  d’une 
tangente,  les  coordonnées  a',  p',  y'  du  point  de  contact  sont 
données  par  les  relations 


l . ni  n 

En  portant  les  valeurs  qu’on  en  tire  pour  a',  P',  y'  dans  l’équa- 
tion de  la  courbe  qui  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées 
du  point  de  contact,  on  trouve 


V/J.  ^ntu  -+-  ynv  = O. 

C’est  la  condition  pour  que  la  droite  }.x  + ijtp  -I-  vy  soit  tan- 
"ente  à la  courbe  /py  -I-  niyx  ■+-  nx^,  et  on  jteut  l’appeler  (70) 
{'équation  tangentielle  de  la  courbe.  On  obtient  aussi  cette 
équation  tangentielle  en  éliminant  y entre  l’équation  de  la 
droite  et  celle  de  la  courbe,  et  exprimant  que  l’équation  ré- 

sultant  en  a des  racines. égales. 


128.  Trouver  ta  condition  pour  que  l’équation  générale  du 
second  degré  en  x,  p,  y 

ax'-\-  fcp’-t-  cy’-t-  î./Py-t-  xg-yx  -t-  xlix^  = o 
représente  ùn  cercle [*]. 

Les  équations  de  tous  les  cercles  ayant  les  mêmes  termes 
du  second  degré,  x’-t-j-’,  ne  peuvent  différer  que  par  une 


(■)  Dublin,  E.ram,  Pflyirrj,  janvier  1857, 
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quanliié  linéaire.  Si  donc  S représcnlc  un  cercle,  réqualion 
S -t-  /.r  -I-  my  -i-  n = o 

sera  celle  d’un  cercle  quelconque,  el  il  en  seca  de  même  en 
coordonnées  irilinéaircs  : il  suffit  donc  d’ajouter  à l’équation 
connue  d’un  cercle  la  fonction  linéaire  /a-4-/w3-l-  ny,  après 
l’avoir  toutefois  multipliée  par  la  constante 

asinA  -H  {3  sinB  4-  y sinC, 

afin  de  conserver  l’homogénéité,  pour  obtenir  l’équation  d’un 
cercle  quelconque. 

Si  l’on  se  reporte  au  n”  124,  on  voit  que  celte  équation  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

( /a  4-  «I  (3  -+-  ny  )(«  sin  A 4-  |3  sinB  4-  y sinC) 

4-  />  {J3y  sin  \ 4-  ya  sinB  4-  a{3  sinC)  = o. 

En  comparant  les  coefficients  de  ses  termes  en  a’,  J3',  y’  avec 
ceux  des  termes  correspondants  de  l’équation  générale,  on 
voit  que  celle  dernière  peut  s’écrire 

( -At  “ li  ? + 4-  j3  sin  B 4-  y sinC) 

\sinA  smB*^  smL '/  ' 

= /)  ( ^y  sin  4-  ya  sin  B 4-  a, 3 sinC  ). 

On  déduit  de  là,  pour  les  autres  coefficients, 

2/  sin  B sinC  = c sin’ B 4-  b sin’C  4-  A'  sin  A sin  B sinC, 
ag’sinC  sin.A  = a sin’C  4-  csin’A  4-  /r  sinA  sinB  sinC, 
sin  A sinB  = 6 sin’.A  4-  a sin’B  4-  /r  sin  A sinB  sinC  ; 

et  en  éliminant  /c,  on  trouve,  pour  les  conditions  cherchées, 

6 sin’C  4-  c sin’B  — sinB  sinC 
= csin’A  4-  a sin’C  — ag-sinCsinA 
= rt  sin’B  4-  fcsin’A  — 2/1  sin  A sinB. 
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Si  (leux  cercles  ont  pour  équations 

+ ny)[oL  sinA  ■+■  p sin  B -h  y sinC) 

4-  /(  ( jSy  sin  A -I-  ya  sinB  4-  a|3  sinC  = o, 

(/'a  -I-  hi'(3  4-  n'y )(a  sin  a -4  sin B + y siiiC) 

4-  /i  (^y  sin  A 4-  ya  sin  B 4-  aJ3  sin  G = o, 

ils  ont  pour  axe  radical  la  droite 

/a  4-  rn  jj  4-  n y — ( /'  a 4-  ni'  [3  4-  n' y ) = o, 

et  /a  4- «1^4-  ny  représente  l’axe  radical  correspondant  au 
premier  de  ces  cercles  et  au  cercle  circonscrit  au  triangle. 

EXERCICES. 

I.  Vi-rifier  que  — 7’  re[irés(?iiU’  un  c(!rcle  lorsque  A = B ( 123). 
Celte  iViuation  peut  en  ellet  so  metlre  sous  la  forme 

«*sinC  fysin  .\  -t-  -^asinB  — 7 ( asin  A -t-  f sinB  -c  ysin  C ) = o. 

II.  Ia?s  milieux  des  côl(»  d'un  triangle  cl  les  pieds  des  hauteurs  sont 
.silués  sur  un  cercle. 

En  eflet  l'équation 

a’sin.A  cosA  -t-  ^’sinB  cosB  -1-  7’  sinC  cosC 

— (^7  sin  A -+-  yxsinB  ap  sin  C)  = o 

représente  une  courbe  du  deuxième  degré  passant  [lar  les  points  en  qui\s- 
lion  ; car  en  y rai.-.anl  7 =:  o,  on  trouve 

«’sinA  cos  A sin  B cos  B — a,‘i(sin.A  cosB  -1-  sinB  cos  A)  = o, 

expression  qui  se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

«sinA  — fisinB  et  acos.\  — ftcosB. 

Cette  courbe  est  un  cercle,  puisque  son  équati<,n  peut  s'écriie 

( X cos  A -H  P cos  B -t-  7 cosC)  ( a sin  A -t-  [3  sin  B -t-  7 sin  C) 

— 2 (p-/  sin  A -I-  ■/!  sinB  -1-  xp  sinC)  = o. 

L'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  circonscrit  a pour  équation 
X cos.t  -t-  P cos  B -f-  7 cosC  = o, 

(pii  est  aussi  celle  do  l'axe  d’homologie  du  triangle  donné  par  rapport  au 
triangle  formé  en  joignant  les  pi(*ds  des  hauteurs. 
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t2!>.  Ironver  l'équation  du  cercle  tanj’enl  aux  trois  côtés 
du  triangle  a3y. 

La  courbe  (lu  second  degré  langenle  aux  iiois  côtés  du 
triangle  a pour  équation 

n’7’ — tntn^y  — •înlyx  — xlinx^  ^ «(*): 

puisqu’en  y faisant  y — o pour  déterminer  les  points  où  celte 
courbe  rencontre  le  côté  y,  on  obtient  le  carré  parfait 


l’x‘  + rti’3' — imlx^  = o. 


I.e  côté  y est  donc  tangent  à la  courbe,  et  il  en  est  de  même 
des  autres  côtés. 

Celte  é(|ualion  ()eul  aussi  se  mettre  sous  la  forme  commode 

sjlx  -¥■  qinp  ■+-  \hiy  — O, 

comme  il  est  facile  de  s’en  assurer  en  faisant  disparaître  les 
radicaux. 

Avant  de  déterminer  les  valeurs  de  /,  in  et  n,  pour  les(|uelles 
celle  é(iualion  représente  un  cercle,  nous  allons  en  déduire 
([uelques  propriétés  communes  à toutes  les  courbes  du  second 
degré  inscrites  dans  des  triangles. 

En  écrivant  la  première  équation  sous  la  forme 

ny(ny  — xlx  — a/7i,3)  + [Ix  — /«j3)’  = o, 

on  voit  que  la  droite  (Ix—  mJ3)  qui  passe  par  le  point  (a,  ^), 
passe  aussi  par  le  point  où  y rencontre  la  courbe.  Les  trois 
lignes  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  aux  sont- 


(*)  .\  la  ri^^ucMir,  le*i  doubles  rectangles  oty^...  pourraient  avoir  le  double 
signe  sans  <|ue  la  demonstrutinn  cessât  de  s'appliquer.  Si  l'on  donne  le  signe  >i- 
à tous  ces  riK-tungles  ou  à l*un  dVux  seulement  (les  deux  autres  ayant  le 
signe  — );  rei|ualion  ne  représente  plus  une  courbe  «lu  deuxiêniu  degré»  mais 
bien  le  carre  de  Tune  ou  l’autre  des  lignes  /arb  |.a  forme  adoptée 

ici  renferme  le  cas  où  un  seul  des  rectangles  est  négatif»  pourvu  quo  l'on  sup- 
pose que  /»  m et  n emportent  leurs  signes  avec  eux. 

13 
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I ^8 

mets  opposés  du  triangle  circonscrit  ont  donc  pour  équations 

la.  — ni^  = o,  m^~ny  = o,  n y — lx~o, 

et,  par  suite,  se  coupent  au  même  point. 

La  droite  ny  — 2 /a — am^—o  est  tangente  à la  courbe, 
puis(|ue,  en  combinant  son  équation  avec  celle  de  la  courbe 
pour  déterminer  leurs  points  d’intersection,  nous  trouvons  le 
carré  parfait  {la  — m^)’  = o,  c’esl-a-dire  deux  points  qui  coïn- 
cident ; la  droite  la  — nip  passe  d'ailleurs  par  le  point  de  con- 
tact. Si  donc,  après  avoir  joint  par  des  droites  les  sommets 
du  triangle  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés,  nous 
menons  de  nouvelles  tangentes  à la  courbe  par  les  points  où 
elle  est  rencontrée  par  ces  droites,  ces  tangentes  ont  pour 
équations 

■j.la  -t-  amp  — ny  = o, 

^ amp  + any  — la  = 0, 

any  al  a — mp  o, 

et  rencontrent  les  côtés  t|ui  leur  sont  opposés  en  tiois  points 
situés  sur  la  droite 

la  m P -i-  ny  - o, 

puisque  celte  droite  passe  par  les  intersections  de  la  première 
tangente  avec  y,  de  la  seconde  avec  a,  et  de  la  troisième 
avec  p. 


130.  La  corde  menée  par  les  deux  points  (a',  p'.  y'}, 
{a",  p",  y")  de  la  courbe  a pour  éijualion  IlartJ 


av7  Wp'y"  -t-  Vp"y'}  -h  Psm  ( yly'a"  + ^!y'' a') 

-t-  y\^i  [s'x'p"  ■+■  \[^’'p')  — o\ 


car,  en  y remplaçant  a,  p,  y par  a' , p',  y',  le  premier  membre 
devient 


[sta'p'i^+^p'y'a’’  vV «'?")  + V "'?'  + 


\'n') 

— ^a'  p'y'  \^la”  -(-  -f-  yjny"). 


et  se  réduit  à zéro,  |iuisque  les  deux  points  sont  sur  la  courbe. 
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El)  éyalaiil  rcspcclivcmcni  x",  (5",  y"  à a',  p',  y'  dans  l'équa- 
lioii  de  la  corde,  on  oblient  l’ccjiialion  de  la  tangente,  qui  se 
ramène  à la  forme 


lorsqu’on  la  divise  par  jâ'y'. 

Réciproquement,  si  la  droite  ).a -t- fijâ  4- >y  est  tangente  à 
la  courbe,  les  coordonnées  a’,  (î',  •/'  du  point  de  contact  se- 
ront définies  par  les  relations 


En  tirant  de  là  les  valeurs  de  a',  p',  y'  et  les  portant  dans  l'é- 
quation de  la  courbe,  on  trouve 


/ m H 

S-  H -t-  — = ü 

/./XV 


pour  exprimer  la  condition  que  la  droite  lx-+-  fcp  -+-vy  lui  est 
tangente  : c’est  Véquation  tanj'enlieUe  de  la  courbe. 

Pour  mieux  faire  ressortir  la  réciprocité  qui  existe  entre  les 
équations  ordinaire  et  tangentielle  de  la  courbe,  nous  résou- 
drons le  problème  inverse  : trouver  l’équation  de  la  courbe 
dont  les  tangentes  satisfont  à la  relation 


Reprenons  la  marche  indiquée  au  11°  127.  Les  deux  droites 
>.'a  4-  [i-'P  4-  v'y,  4-  fA'p  4-  v"‘/  seront  tangentes  à la  courbe 
dont  nous  cberchons  l’équation,  si  les  quantités  )/,  a',  v', 
fl",  v"  satisfont  à la  relation  précédente;  mais  (70)  une  équa- 
tion de  la  forme  A/  4-  Bft  4-  Cv  = o,  exprimant  que  la  droite 

).x  4-  up  4-  vy  = O 

passe  par  un  certain  point,  est  l’é(|uation  tangentielle  de  ce 

12 . 
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/).  m'a  nv 

wr  77  = 

qui  est  vériliée  par  les  coordonnées  tangenlielles  des  deux 
droites,  est  l’équation  taiigcntielle  de  leur  point  d’intersec- 
tion. 

En  égalant  respectivement  ix',  v'  à À",  /a",  v",  nous  aurons 
l’équation  de  l’intersection  de  deux  tangentes  consécutives, 
autrement  dit  l’équation  du  point  de  contact  d’une  tangente. 
On  trouve  ainsi 


/À  ni  a n v 

F'  F - 

Les  coordonnées  trilinéaires  du  point  de  contact  seront 
alors 

l ni  n 

Si  l’on  tire  de  là  les  valeurs  u',  v'  pour  les  porter  dans  la  re 
lation  à la(|uelle  elles  doivent  satisfaire  par  livpotlièse,  on 
obtient  pour  l’équation  de  la  courbe  cherchée 


^/x  -h  \ni  P -t-  \/nÿ  = O. 

131.  Les  conditions  pour  que  la  courbe  du  deuxième  degré 
tangente  aux  côtés  d’un  triangle  soit  un  cercle  sont  (128) 

sin’C  -t-  ;i’  sin’B  -t-  2nin  sin  B sin(] 

= /l’sin’A -t-  /’ sin’C  -t-  7.«/sinAsinC 
= /’  sin’B  + ni’  sin’ A 4-  xlni  sin  A sin  B, 

ou  bien 

ni  sinC  -t-  n sin  B 
=.  rt  («  sin  A -(-  / sinC) 

= ± ( / sin  B + ni  sin  A ). 


On  peut  mener  quatre  cercles  tangents  aux  trois  cotés  d’un 
triangle,  puisqu’en  changeant  les  signes,  on  peut  écrire  ces 
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équalioiis  de  quatre  manières  différentes.  En  prenant  à la  fois 
tous  les  membres  positifs,  on  aura  les  équations 

/sinC  — m sinC  -i-  /i  (sin  A — sin  B)  = o, 

/sinB »i (sin A — sinC)  — nsinB  = o, 

d’où  l’on  lire  ( 12'*) 

/ = sin  A (sin  B + sinC  — sin  A), 
m = sin  B (sinC  + sin  A — sin  B), 
n = sinC  (sin  A -4- sin  B —sinC). 

Mais  puisque,  dans  un  triangle,  on  a 

sin  B -(-  sinC  — sin  A = 4 cos  J A sin  ) B sin  j-C, 

ces  valeurs  de  /,  ni  et  n sont  respectivement  proportionnelles 
à cos’ J. A,  cos’jB,  cos’ JC;  l’équation  du  cercle  correspon- 
dant, qui  est  inscrit  dans  le  triangle,  est  donc 

cos  j A y a + cos  I B y/p  4-  COS  ( C y/y  — o ( *), 

ou  bien 

a’  cos‘  J A -t-  Cüs'  ; B 4-  y ’ cos‘  j C — 2 «3  cos’  ) A cos’i  B 

— 2 (3y  cos’jB  cos’ jC  — 2 «y  cos’jC  cos’jA  =;  o. 

Il  est  facile,  du  reste,  de  s’assurer  qu’elle  représente  un  cercle 
en  la  mettant  sous  la  forme 


/ cos'ïA  „cos*'B  cos';C\,  . 
I 2 . ■ -4-  ? 4-  V — -’r  3t  SI 

\ Sin  A sin  B sinC  / 


sin  A 

4 cos’  ï A cos’  ) B cos’  ; C 
sin  A sin  B sinC 


sin  A -t- sin  B 4“  y sinC) 

( (5y  sin  4-  yzsiii  B 4-  sinC)  = o. 


(*)  l.c  Hart  dcdiiit  cette  équation  de  la  manière  tiii^ante  do  celle  du 
cercle  circonscrit.  Soient  a',  /3',y'les  cMé«  du  triangle  formé  enjoignant  les  points 
de  contact  ; A',  B',  C'  les  angles  de  ce  triangle.  LVquation  cherchée  est  ( 12A } 
^'y'sin  A'-h  y'a'sinR'-»-  a'/3'slnC'=  o, 
mais  (123.,  pour  chaque  point  du  cercle,  on  a a'*  = ,.3y,  ^3'*=y«,  y**=«3j 
d’ailleurs  A'  = 90^* — • ,\  ; et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  prece- 
dente, on  retombe  sur  l’équation 

cos  { A ^ cos  J B 4-  os  J C ^ = o. 
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On  trouveraii  de  même  pour  rê(]uaiion  d’un  des  cercles  exin- 
scrils 

a’ cos' j.V  + P’sin'JB  -I-  y’sin‘|C  — sSysiii’i  Bsin’jC 

-f-  3 ya  sin-|C  cos'  J A 4-  3 ar3  sin’  J B ros’|  A = o, 

ou  bien 

cos  i A V — a 4-  sin  J B -f-  sin  J C \ y = o. 

Le  signe  — de  a lieni  à ce  que  ce  cercle  n’esl  pas  du  même 
côié  de  a que  le  cercle  inscrit. 


EXERCICE. 

Trouver  l’axe  radical  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  passant  par  les 
milieux  des  cotés  du  trir.ngle. 

En  employant  la  méthode  du  n"  128,  on  trouve  [Hmr  son  équation 


aros’  - A cos’  - B cos’  - C ( a cos  .A  -t-  ^ cos  B -i-  y cosC  ) 


cos'  - A cos*  - 

= sin  A sinBsinCV  a — ^ . >-  S 

sinA  sin 


•-B  cos'-c\ 

'i  , J. 

in  B ^ sinC  /’ 


divisant  par  3 cos- A cos- B cos -C,  le  coefficient  de  a devient 

r 3 2 3 

cos  - A ( 3 cos’  - A sin-  B sin  - C — cos  A cos  - B cos-C  h 

3\3  3 2 23/ 


cos  - A sin  - ( A — B ) sin  - ( A — C)  ; 
par  suite,  l'équalion  peut  s’écrire 


a cos  - A 

a 


S cos  - B 
3 


y cos  - C 


sin-(B  — C)  sin-(C— A)  sin -(A  — B) 


l4i  droite  qu’elle  représente  est  tangente  (130)  au  cercle  inscrit,  et  les 
coordonnées  du  |>oint  de  contact  sont  sin’^(B  — C),  sin’^(C— A) 

elsin’^  (A  — B).  11  résulte  de  ces  valeurs  (Oiî)  que  le  point  de  contact 
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se  trouve  sur  la  ligne  (les  centr(«  dont  les  coordonnées  sont  i,  i,  i et 
cos(B-C),  cos  (C- A),  cos(A-  B). 

On  démontrerait  de  la  mémo  manière  que  le  cercle  passant  par  les 
milieux  des  côtés  est  tangent  à tous  les  cercles  qui  touclient  les  côtés. 
Ce  théorème  a êtes  indiqué  par  Feuerbach  (*). 

132.  Lorsque  r(t(|ualion  d’un  cercle  en  coordonnées  irili- 
néaires  est  équivalente  à une  équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires dans  laquelle  ni  est  le  coefficient  de  et  de  le 
résultat  obtenu  en  y remplaçant  les  coordonnées  courantes 
par  les  coordonnées  d’un  point,  exprime  ni  fois  le  carré  de  la 
tangente  menée  au  cercle  par  ce  point.  On  pourra  donc  déter- 
miner cette  constante  ni  en  cherchant,  par  des  considérations 
géométriques,  la  longueur  de  la  tangente  menée  au  cercle  par 
un  point,  et  en  déduire  alors  la  longueur  de  la  tangente  menée 
par  un  autre  point.  Si,  après  avoir  calculé  ainsi  les  constantes 
m et  m'  relatives  à deux  cercles,  on  divise  respectivement 
leurs  équations  par  m et  ni' , la  différence  des  résultats  obte- 
nus, qui  représente  l’axe  radical  des  deux  cercles,  sera  tou- 
jours divisible  par  a sin  .V  -i-  ^ sinB  -t-  ■/  sinC. 


(*)  M.  Ca»ey  a donné,  du  theori'rae  de  Feuerbach,  une  deinoriiilration  qui 
peut  «'appliquer  au  théorème  beaucoup  plus  (jeneral  du  Hart  : La  cercla 
tangents  à trois  cercles  donnes  sont  t/iuitre  par  tfnatre  tangents  à un  meme 
cercle.  Désignons  par  i,  *j  et  3 les  cercles  exinscrils,  par  4 cercle  inscrit, 
par  (n)  et  (n/  les  longueurs  respectives  des  iangeiilcs  directes  et  inverses 
communes  aux  cercles  i et  l,  et  soient  o,  c les  côtés  du  triangle  ranges  par 
ordre  de  grondeur.  I.a  droite  a ayant  d'un  côté  le  cercle  i,  et  de  l'autre  les 
r ercles  5,  3 et  4»  on  aura  ( 121  ) (c), 

(.3)'(-.',)  = (u)'(3',)-t-(iiy(0)j 

de  même 

(.î7(3'0-h(i})'(.3)=(î3 
(a3y(i.l)={i3)'(in-l-(3', )'(■!); 

ajoutant  membre  à membre,  il  vient 

(ri)'(i3)  = {iiy(ti3)-H(3',y(,Q). 

Ix'S  qiiatri'  ctrcK>*  i,  7,  3 et  sont  donc  tancenU  à un  cinquième  cercle  qui 
l.visAC  le  ilernier  d'un  ciUô  et  les  trois  pn’micrs  de  l'autre. 
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EXERCICES. 

I.  Trouver  la  valeur  de  la  constante  m du  cercle 

a’  sinA  eosA  -t-  sinB  eosB  -h  7’  sinCcosC  — ^/sin  A — 7a  sinB 

— !x'y  sinC  = O 

passant  par  le  milieu  des  côUis  du  triangle  de  référence  (128,  Ev.  II). 
Puisque  ce  cercle  coupe  le  côté  7 en  deux  points  dont  les  distances  au 

sommet  A sont^c  et  écosA,  le  carré  de  la  tangente  menée  à ce  cercle 
par  le  point  A sera  i //c  cos  A.  Et  comme  pour  le  |K)int  A , on  a = o. 

7 = 0;  le  résultat  obtenu  en  substituant  aux  coordonnées  courantes  les 
coordonnées  du  ]K)int  A dans  l'équation  du  cercle  sera  a"sinAcosA 
(a'  étant  la  distance  du  sommet  k au  côté  opposé),  ou  bien 

/«■  sin  A sinB  sinC  cosA. 

On  aura  donc 

/;/  = a sin  A sin  B sinC. 

II.  Déterminer  la  constante  m pour  le  cercle  circonscrit 

{^7  sin  K 7*  sin  B -i-  sin  C = o. 

Si  de  l’équation  de  l'Ex.  précédent  nous  retranchons  les  termes  linéaires 

(a  cos.V  -t-  [i  cosB  -+-  7 cosC)  (a  sinA  ^ sinB  7 sinC)  (Cl), 

le  coeRicient  de  .r’  t ne  change  pas.  I.a  constante  cherchée  est 
donc 

— sin.\  sin  B sinC. 


III.  Trouver  la  distance  D entre  les  centres  des  cercles  insiTit  et 
circonscrit. 

Soient  /•  et  R les  rayons  de  ces  cercles  : le  carré  de  la  tangente  memV 
|iar  le  centre  du  cercle  inscrit  au  cercle  circonscrit  sera  égal  ii  D’  — 10 
et  s'obtiendra  en  substituant  les  coordonnées  du  centre  a = = 7 = r du 

cercle  inscrit  dans  l'équation  (Ex.  11)  du  cercle  circonscrit.  On  a par  suite 


Donc 


r’  (sinA  -r-  sinB  -H  sinC)  _ 
sin. A sinB  sinC  ~ 

D==  R'—  altr. 


IV.  Trouver  la  distance  D entre  les  centres  du  cercle  inscrit  et  du  cercle 
passant  par  le  milieu  des  côtés. 
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Soit  f le  rayon  de  ce  dernier  cercle;  en  employanl  la  formule 
.sinAcos.X  -t- sinB  cosB -t- sinC  cosC  = a .«inA  .sinB.sinC.. 
on  aura 

IV-  (i»=  r>-  Br; 

el  comme  R = ap,  on  en  déduit  D = r — a,  autrement  dit  les  cercles 
sont  tangents. 

V.  Trouver  la  constante  m pour  le  cercle  inscrit  (l'.M  ) 

Réponse.  /«  = 4 r’  cos’  - A cos’  - B cos’  - C. 

a a a 


VT.  Trouver  l'é(|uation  tangentielle  du  cercle  ayant  ( a',  |iour 

centre  et  r pour  rayon. 

En  procédant  comme  au  n"  8lî,  Ex.  IV^  et  en  se  reportant  à la  formule 
du  n^Bl,  on  trouve  pour  l’é;iuation  cherchée 

(Àa'-t-  l^p'  -h  »'/*)’ 

= r’  u’-t-  v’ — apv  cos  A -+•  avX  cos  B — ‘l'iu.  cosC). 
L’équation  correspondante  en  x,  p,  y est  la  suivante  : 
r’(a  sinA  -t-  S sinB  -t-  y sinC)’ 

^ (h'- 

— a(y*'—  y'a)  (xp'  — x'p)  cosA 

— 2(xp'  — x’p)fpy’—p’y)  cos  B 

— ?'•/)  ('/*'-  y'^)co»c, 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  employant  la  mélhode  indiquée  au  n^ilVi. 

Cette  équation  donne  aussi  une  expression  pour  la  distance  de  deux 
points. 

VII.  Les  projections  sur  les  côtés  du  triangle  de  référence  des  points 

{x',  P',  y')  et  ^.^,1  (j'wV  n°  .Tîi)  sont  sur  un  mémo  cercle. 

En  se  reportant  au  n“  tW,  Ex.  VI,  on  voit  <pie  ce  cercle  a [lour  équa- 
tion 


(py  sin  A -e  yx  sinB  -t-  aS  sinC)  (a'  sin  A -t-  ^'sinB  -t-  y' sinC) 

X [pj'y'  sin  A y'a' sin  B -t-  a' V sinC) 

= sin  A sinB  sinC  (a  sin  A -r-  f sin  B -e  y sinC) 

raa'j^'-t-  y'cosA)(y'-t-^'cosA)  p^'(y'-(- a'cosB)  (a'-r-  y'cosB) 

yy'(a'-(-  ^'cosC)  [p'-h  a'cOsC)"] 


sinC 


J- 
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132  (rt).  iioiaiion  des  délerminants  {*)  esl  acluellemenl 
d’un  usage  assez  fréquenl,  pour  que  nous  puissions^  avoir  re- 
cours sans  inconvénient,  dans  les  Chapitres  les  moins  élémen- 
taires de  ce  Traité. 

Le  double  de  l'aire  du  triangle  formé  par  les  trois  points 
(^1,  Ji},  (n“  36)  est  donné  par  le  déterminant 


' r<  X’ 

La  condition  (38)  pour  que  trois  droites  se  coupent  en  un 
même  point  peut  s’écrire 

I A B C 

I A'  B'  C'  = O. 

I A"  B"  C"  ! 


Les  équations  du  cercle  passant  par  trois  points  (9i),  et  du 
cercle  en  coupant  orthogonalement  trois  autres  (112,  Ex.  Il), 
sont  respectivement 


X 

r 1 

, x’  -1-/’ 

X 

y ■ 

x'^  -h  x"> 

x' 

y'  1 

11 

O 

-g' 

-/'  ■ 

x" 

' 

c" 

-g" 

-r  ■ 

x" 

r"  1 

c" 

b 

-r  ■ 

On  peut  aussi  obtenir  l’équation  de  ce  dernier  cercle  en  se 
basant  sur  le  théorème  du  n"  116  (Ex.  VI),  et  en  le  considérant 
comme  le  lieu  du  point  dont  les  polaires,  par  rapport  aux  trois 
cercles  donnés,  passent  par  un  même  point;  on  trouve  ainsi 


^ r -+-f'r  + 

^ + r+r 

S’"  r -^fy  + 


(•)  loi  iheoi-li*  tlf*  «Ictormiihuilü  a été  oxpow*!»  pur  M.  Salmon  tlan»  /.<•- 
tons  <r .4igfbrc  supérieure,  f'oir  tpiatn*  prt'iniôrrs  Krotnis  tlo  lu  Irutliiclioi» 
rranraific,  par  >!.  Hurin.  Pari*,  Giuilhier«VillurA;  i8C8. 
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Nous  (liscuierons  plus  loin  l’cquaiion  correspondaiiie  rola- 
live  à trois  courbes  du  second  degré. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  la  romlilion  pour  que  les  équations 

nx  -i-  by  -Jf  c = ii'x  + b‘y  -h  c'=  «'.c  b’ y -+-  c'=  a'”x  ■+-  b" y ■+■  l " 

soient  compatibles. 

Soit  >.  la  valeur  commune  de  eliaciine  de  res  quantiU'S.  En  éliminant 
•r,/ et  À entre  les  quatre  équations  ax -t- by  -h  c = , on  trotive 

pour  la  condition  cherchée  : 

I ....  ! 

fl  fl'  II’  II"  ' 

I i i'  b’  b"  \ 

1 c <■'  c’  c"  I 

ou  bien 

A + C = B + D, 

A,  B,  C,  D désignant  les  quatre  déterminants  mineurs  obtenus  en  sup- 
primant la  première  ligne,  et  successivement  chacune  des  colonnes  dans 
le  déterminant  qui  précède. 

La  condition  pour  que  quatre  droites  forment  un  quadrilatère  circon- 
scrit |)cut  s'obtenir  en  exprimant  que  les  équations  a = p = 7 = o sont 
compatibles.  Dans  ce  cas,  les  déterminunls  mineurs  A,  B,  C,  D repré- 
sentent respectivement  le  produit  d’un  côté  du  quadrilatère  par  les  sinus 
des  deux  angles  adjacents. 

II.  Trouver  les  relations  qui  lient  les  distances  deux  à deux  de  quatre 
points  pris  sur  un  cercle. 

En  elTectuant,  d’après  la  règle  connue,  le  produit  des  deux  déterminants 


- aa:, 

- ï r,  . I 

xj 

•cj  -+-yl 

~^x, 

- V,  ' 

. .r. 

X 

-■XX, 

-V.,  ' ' 

1 .r, 

.»3 

- 

— a»,  . 

. X, 

.>■. 

•rî  + r\ 

qui  expriment  tous  deux  la  condition  indiquée  au  n°  91,  on  tro 
la  relation  cherchée 


jve  l'Our 


0 

(•*)’ 

(.3)* 

(■4)’ 

(.1)» 

0 

(■a3)> 

(^4)’ 

(.3)* 

(a3)> 

0 

(34)’ 

(>4)' 

(»4)’ 

(34)’ 

0 
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dans  laquelle  (la)’  représente  le  carré  rie  la  distance  des  deux  points  i 
et  a.  Le  développement  du  déterminant  conduit  à l'équation 

(ia)(34)±(i3)(a4)±(ij)(a3)  = o. 

’ III.  Trouver  une  relation  entre  les  distances  deux  à deux  de  quatre 
points  sur  un  plan. 

Ajou'ons  une  unité  et  des  zéros  aux  deux  déterminants  dont  nons  avons 
fait  le  produit  dans  l'Exercice  précédent,  il  vient 

! I O O O O O O I I 

’'î  — Vi  ' I ^ ' -^1  .’i  ’ i- 

1 I 1 

Nous  avons  maintenant  cinq  lignes  horizontales  et  quatre  colonnes  seule- 
ment; le  produit  doit  donc  être  nul.  Mais  ce  produit  n'est  autre  que  le 
déterminant 

0 I I I I 

1 O (.a)-  (i3)’  (i4)> 

. (12)’  O (23)’  (24)’  1-0, 

1 (i3)’  (23)’  O (34)’  I 

1 (i4)’  (24)’  (34)’  O i 

qui  donne  le  développement 

(i2)’(34)’r(ia)’  + (34)’-(.3)’-(.4)’-(a3)’-(a4)’] 
-t-(i3)’(24)’[(.3)’-*-(a4)’-(.a)’-(.4)’-(a3)’-(34)’] 
^(i4)’(23)’[(i4)’-f-(23)’-(ia)’-(.3)’-(a4)’-(34)’] 
-H(a3)’(34)’(42)’-+-(.4)’(43)’(3.)’-t-(i2)’(a4)’(4i)’ 

-+-(i2)‘(a3)’(3i)’=  O. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  (a3),  (3i),  (la)  par  a,  b,  r;  (i4), 
(a4),  (34)  par  R -+-  r,  R -t-  c',  R r',  on  obtient  une  équation  du  se- 
cond degré  en  R,  dont  les  racines  représentent  les  rayons  de„s  cercles 
touchant  à la  fois  extérieurement  (ou  intérieurement)  les  trois  cercles 
ayant  r,r  \ r’ pour  rayons,  et  dont  les  centres  forment  un  triangle  ayant 
a.  b et  c pour  côtés. 

Les  solutions  des  problèmes  des  Exercices  H et  111  sont  dues  à M.Cayley. 
{ l oir  les  Lrrnns  il’ytlgi-brc  \iiprririiir,  traduction  française,  p.27.) 

IV.  On  peut  obtenir  une  relation  entre  les  longueurs  des  tangentes 
communes  à cinq  cercles,  on  suivant  la  même  marche  que  dans  l'Exercice 
précédent. 
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Éi  ri\ons  les  doux  sorios  d'éldmenis 


I H<) 


r 

0 

0 

0 

— 21' 

— » ' 

— 2 / ' 

i"-r" 

— 'i.r" 

— 2 » " 

- i/" 

U (I  U O I 

j I jr'  )'  /•' 

I , ,r*  J-  r" 


ronlcnaiit  cluicuiio  oimi  lignes  liorizonlalcs  et  six  colonnes;  leur  produit 
doit  t'tre  nul.  On  a donc,  on  suivant  los  régies  indiquées  pour  la  mulli- 
plioalion  dos  déterminants,  1a  relation 


0 I III  I 

1 O (|2)’  (i3)’  (|4)’  (|5)’ 

1 (i-a)’  O (23)'  (24)'  (25)' 

I (|3)’  (23)'  O (34)'  (35)' 

1 (14)'  (24)'  (34)'  O (45') 

I (i5)'  (25)'  (35)'  (45)'  » 


dans  laquello  (12)  représente  la  longueur  de  la  tangente  cominiino  aux 
deux  premiers  cercles.  Si  le  cinquième  cercle  est  tangent  aux  qiiatie 
premiers,  les  quantités  (i5),  (25),  (35),  (45)  s'annulent,  et  on  retrouve 
ainsi,  rommo  c.is  particulier  de  la  relation  précédente,  le  théorème  de 
M.  Gisey  ( lil)  qu'on  peut  alors  exprimer  sous  la  forme  suivaute  : 

I « (12)’  ('3)'  (i4)’  ! 

(12) '  O (23,'  (24)' 

(13) '  (23)’  O (34,'  i ' 

(14) '  (24)’  (34)'  O I 
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CLASSIFICATION  ET  PROPRIÉTÉS  COMMUNES  DES  COURBES 
REPRÉSENTÉES  PAR  L ÉgUATION  GÉNÉRALE  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ. 


133.  L'équation  du  second  degré  entre  deux  variables  .r 
et  r,  dans  sa  forme  la  plus  générale,  peut  s’écrire 

ax--i-  -ilixy  4-  h y' -y  if’x  H-  2 fy  -f-  c = o, 

«,  b,  c,f,  g,  h étant  des  constantes. 

La  nature  d’une  courbe  ne  dépend  pas  de  la  grandeur 
jo/«e  des  coefficients  de  son  équation,  mais  seulement  de  leurs 
rapports  mutuels,  puisqu’on  multipliant  ou  en  divisant  tous  ' 
ses  termes  par  une  quantité  constante,  on  ne  change  pas  la 
courbe  qu’elle  représente.  Cinq  relations  suffisent  donc  pour 
déterminer  une  courbe  du  second  degré,  dont  l'é(|uation  ren- 
ferme six  constantes,  puisqu’on  peut  les  ramènera  cinq  en  les 
divisant  toutes  par  le  terme  absolu,  qui  devient  alors  égal  à 
l’unité. 

Ainsi  une  conique  est  déterminée  par  cinq  points,  puis- 
qu’en  substituant  aux  coordonnées  courantes,  dans  l’équation 
générale,  les  coordonnées  x',  y',...  des  cinq  points  par  où 
doit  passer  la  courbe,  on  obtient  entre  les  coefficients  cinq 
équations  qui  sont  suffisantes  pour  déterminer  les  cin 
..ah 

quantités  ->  ‘ ' 


(*)  Nuuü  (lenioiitrcTons  plus  loin  que  la  sc*ctiori  faite  pur  un  plan  dariN  un 
cône  à baw  circulaire  est  une  courln*  du  deuiièine  degr«‘,  et  que,  rfcipnKpie- 
iiient,  toute  courbe  du  deuxième  degré  |>eut  être  pincée  sur  un  part'il  c<!^ne,  pnr 
suite  être  considérée  comme  une  section  conitftte,  CA*st  du  rvste  à ce  point  de 
vue  que  les  courbes  du  deuxième  degré  furent  étudiées  d’abord  par  les  géo* 
êtres.  Ainsi  dirons-nous  fréquemment,  pour  abréger:  section  conique  ci  même 
conique,  nu  lieu  de  courbe  du  second  degré. 


Digitized  by  Google 


DES  COL'RBES  DL'  DEUXliiHE  DE(;ilE. 


134.  Comme  nous  aurons  souvent  à employer  dans  le  cours 
de  ce  Chapitre  la  transformation  des  coordonnées,  nous  allons 
chercher  ce  que  devient  l’équation  générale  du  second  degré 
lorsqu’on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  ii 
une  nouvelle  origine  (x',  >•')■ 

Remplaçant,  dans  l’équation  générale,  r et  r par  x -f- x.', 
y (n°  8),  il  vient 

n ( X -t- .r' )* -t-  a//(x  -f- x')(_v ■+-  h'  y-i-  r'y 

-4-  2g'(x  -+-  x')  ■+■  2 f(y  -l-.r')  -I-  c — O.’ 

Développant  et  ordonnant,  nous  voyons  que  les  coeflicienis 
respectifs  a,  2/1,  b de  x=,  xr,  r’  n’ont  pas  changé,  et  que  g,f, 
c ont  pris  les  nouvelles  valeurs  c'  indiquées  ci-après  ; 

g'  = ax'  -I-  g, 

b'  ~ hx’  -4-  by'  -y  f, 

c'r=rtx'’-t-  ohx'y'  by'’-y  2gx'-h  2_/|v'-t-  c. 

Donc,  si  l’on  rapporte  à de  nouveaux  axes  parallèles  aux 
anciens  l’équation  d’une  courbe  de  second  degré,  les  coeffi- 
cients des  termes  du  degré  le  plus  élevé  ne  changent  pas,  et 
le  nouveau  ferme  absolu  est  le_résultat  de  la  ^bstitu(i'2Ji  fe.i^ 
coordonnées  de  la  nouvelle, Qjigi ne  auxj-ooriloiinées  courantes ^ 
dans  l'équation  primitive  (*). 

133.  l ue  courbe  du  second  degré  est  toujours  reniontrée 
par  une  droite  en  deux  points  réels,  ceïneidenls.oa  imagi- 
naires. / 

Ce  théorème  résulte  de  ce  que,  pour  déterminer  les  points 
d’intersection  d’une  droite  _>■=  ntx  4 n avec  une  coni(|ue, 
on  obtient  une  équation  du  second  degré. 

Ainsi  les  points  où  la  conique  rencontre  les  axes  sont  donnés 
par  les  équations  (84) 

rt.r’  4-  ’i-gx  4-  c = O,  by''  4-  2 fy  4-  c = o. 

(•)  Ce  théorème  est  é|»alenienl  vrai  pour  \cs  équations  de  degré  «pudeonque; 
on  le  démontre  de  la  même  manière. 
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L’é{|iiiilion  doniianl  les  points  d’inlorseriion  s’abaisse  an 
premier  dcfjré,  lorsqu’un  des  termes  en  jr*  ou  _>-’  manque  dans 
ré()uation  de  la  conique.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
quand,  pour  cberclier  l'intersection  de 

X )•  -t-  2 -f-  X 5 y + 3 ^ O 

avec  l’axe  des  x,  on  v fait  / = o.  Ce  cas  semble  faire  exception 
au  cas  général,  mais  l’exception  n’est  qu’apparente,  comme 
on  va  le  voir. 

Lorsipie,  dans  l’équation  du  second  degn! 

Ax’-f-  aBx  -t-  C =0, 


le  cocflicient  C s’annule,  on  ne  la  regarde  pas  comme  une 
équation  du  premier  degré,  mais  bien  comme  une  équation 

du  second  degré,  ayant  pour  racines  x'  — o,  x"=  — ^ • 

De  même,  les  racines  de  l'équation  transformée 


+’-B(  j)  + o. 


iorsimc  V devient  nul,  sont  — — o,  — ^ — 1?.  Ces  racines 

' X X c 

de  l’éciuation  primitive  sont  aiors  x'  — x. , x"=:-  — .jj»  et  l’é- 


quation peut  encore  être  considérée  comme  étant  du  second 
degré. 

(à'  qui  précède  pourrait  aussi  se  déduire  de  la  valeur  g<uié- 
rale  de  .r,  qui  peut  s’exprimer  par  l’une  ou  l’autre  des  frac- 
tions 

_ — B ± VJf’—  AC  _ C _ 

A ’ “ — Bq:v/B^^.VC’ 


suivant  qu'on  la  déduit  de  l’équation  en  x ou  de  celle 
en  -• 

X 

Si  donc  on  trouve,  pour  déterminer  les  points  où  une  dioite 
rencontre  la  courbe,  utie  équation  du  premier  degré,  on  peut 
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regarder  celle  équalion  comme  le  cas  limiie 

o.a:’-t-  aBj:  -h  C = o, 

auquel  correspond  une  racine  infinie,  el  dire  qu’un  des  poinls 
d’inierseclion  de  la  courbe  avec  la  drmic  esl  siiué  à l'infini. 

Ainsi,  l’êqualion  cilée  plus  liaiil  pour  exemple,  pouvanl 
s’écrire 

(r  + ')(j^  + 2.V-I-  3)  = o, 

représente  deux  droites;  l’une  coupe  l’axe  des  x à une 
distance  finie  de  l’origine;  l'autre  rencontre  cet  axe  à l’infini, 
puisqu’elle  lui  esl  parallèle. 

Si,  dans  l’équation  A aBx  + C = o,  B el  C s’évanouis- 
sent à la  fois,  les  deux  racines  sont  égales  à o;  si  B et  A s’é- 
vanouissent, les  deux  racines  deviennent  infinies. 

On  voit  donc  qu’en  tenant  compte  des  poinls  situés  à l’in- 
fini, ainsi  que  des  poinls  imaginaires,  on  peut  dire  qu’une 
droite  rencontre  toujours  en  deux  points  une  courbe  du  se- 
cond degré. 

136.  L'équation  générale  du  deuxième  degré,  transformée 
en  coordonnées  polaires,  devient  (*) 

(ncos’O  -I-  2/1  cosOsin 5 -t-  isin’O )p’ 

-f- 2(g'cos0 -(-/sin  0 )p -H  c = o ; 

ses  racines  expriment  les  longueurs  des  rajons  vecteurs  cor- 
respondant à une  valeur  déterminée  de  l’angle  0.  La  condition 
pour  qu’un  de  ces  rayons  vecteurs  soit  infini,  c’est-à-dire  qu’il 
rencontre  la  eourbe  à l’infini,  s’obtiendra  en  écrivant  que  le 
coefficient  de  p’  devient  nul.  On  aura  ainsi  l’équation  du 
deuxième  degré 

a -+-  2/1  langO  -I-  0 lang’0  = o 


(•)  Non»  Riipposon»  l'êquntion  rapportée  ii  des  coordouiicea  rectaii^’ulaires; 

mais  ce  que  nous  olluns  dire  s'appliquerait  encore  si  les  coordonnées  étaitml 

. , , - siiiO  sin(M 

obliques.  Il  suflirait  alors  de  remplacer  x et  r par  — iç,  — — : 1 

^ I . I *111  tins*  ^ 

le  raisonncinent  resterait  le  même. 


i3 
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pour  déterminer  les  valeurs  de  0,  auxquelles  correspondeiii 
ces  rayons  vecteurs;  donc 

On  peut  toujours  mener  par  l’origine  deux  droites  réelles, 
coïncidentes  ou  imaginqires,  qui  rencontrent  lu  courbe  à l' in- 
fini. 

Si,  après  avoir  multiplié  par  p’  l'équation 

fl  cos’ ô -t-  7. /isin  OcosO  -+-  ôsin’O  = o, 

nous  y remplaçons  ocosG,  psinO  par  leurs  valeurs  x et  r, 
nous  aurons,  pour  l'équaiion  de  ces  deux  droites, 

fl  -H  2 lixp  ■+■  bp'  = O. 

Le  deuxième  point  de  rencontre  de  chacune  d’elles  avec 
la  courbe  se  déduira  sans  peine  de  l’équation 

7 {geosO  -t- /sinO)p  + c = O. 

Comme  l’origine  est  arbitraire,  il  s’ensuit  que,  par  un  point 
quelconque,  on  peut  toujours  mener  deux  droites  rencon- 
trant la  courbe  à l’infini.  Dans  les  équations  qu’on  obtient 
en  prenant  successivement  les  différents  points  pour  origine, 
les  constantes  a,  b,  h ne  changent  pas  ( 13!t)  : les  directions  des 
droites  rencontrant  la  courbe  à l’infini  sont  donc  toujours 
données  par  la  même  équation 

rtCOs’O  -t-  7/1  sin  OcosO  èsin’0  =0. 

Donc,  si  par  un  point  on  peut  mener  deux  droites  réelles 
rencontrant  la  courbe  à l'infini,  les  parallèles  menées  à ces 
droites  par  un  autre  point  quelconque  rencontreront  aussi  la 
courbe  à l'infini  (*). 

137.  Une  des  questions  les  plus  importantes  qu’on  puisse 
se  poser  relativement  à la  forme  d’une  courbe  représentée 
par  une  équation  est  celle  de  savoir  si  cette  courbe  est  limité# 


(*)Cc  tliôoKtmo  oftt  ctiilonl  (]|('‘omôlnqu(Muciit,  puisque  deux  parallèles 
peuvent  être  coiisidèrées  comme  passant  par  le  même  point  situe  à rinfini. 
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dans  tous  les  sens,  ou  si  elle  s’étend  à rindni  dans  une  cer- 
taine direction.  Nous  avons  déjà  vu  qu’une  équation  du  second 
degré  peut  représenter  une  courbe  limitée  en  tous  sens,  qui 
est  le  cercle,  ou  bien  un  lieu  s’étendant  à rinfini,  comme 
dans  le  cas  où  elle  représente  deux  droites.  Il  est  donc  né- 
cessaire de  trouver  un  critérium  qui  permette  de  distinguer 
facilement  à laquelle  de  ces  classes  appartient  le  lieu  repré- 
senté par  une  équation  donnée  du  second  degré. 

Ce  critérium  peut  se  déduire  facilement  de  ce  que  nous 
avons  dit  au  numéro  précédent;  car  si  la  courbe  est  limitée 
dans  tous  les  sens,  on  ne  peut  mener  par  l’origine  aucun 
rayon  vecteur  réel  ayant  une  valeur  infinie;  autrement  dit,  on 
ne  peut  satisfaire  à l’équation 

a-\-  ih  tangô  -i-  b tang'6  = o 
par  aucune  valeur  réelle  de  0. 

i“  Si  l’on  suppose  /i’ — ab<^o,  les  racines  de  cette  équa- 
tion sont  imaginaires,  et  il  n’existe  aucune  droite  réelle  ren- 
contrant la  courbe  à l'infini  ; la  courbe  est  alors  limitée  dans 
tous  les  sens  et  a reçu  le  nom  iVellipse.  On  verra,  dans  le  Cha- 
pitre suivant,  que  sa  forme  est  celle  indiquée  par  la  Jig.  48. 


Fie-  48. 


2"  Lorsque  /C— a6>o,  les  racines  de  l'équation 
a -t-  2A  tangO  -t-  tang’9  = o 

sont  réelles;  par  conséquent,  il  y a deux  valeurs  de  9 pour 
lesquelles  le  rayon  vecteur  mené  par  l'origine  à la  courbe 
devient  infini.  On  m donc,  dans  ce  cas,  mener  par  l'origine 
les  deux  droites  réelles 

ax’-\-  ih  xy  -t-  by^=o, 

i3. 
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reiiconlranl  la  courbe  à rinfini.  Une  pareille  courbe  s’appelle 
hyperbole,  el  sa  forme,  ainsi  qu’on  le  montrera  plus  loin,  est 
celle  que  reproduit  la  Jig.  49. 

Fin.  /,9 


3" 

lion 


Enfin,  dans  le  cas  où  /i’ — nb  = o,  les  racines  de  l’équa- 
a -(-  2/1  tangO  4-  tang’Û  o 


sont  égales,  et  les  deux  directions  suivant  lesquelles  on  peut 
mener  des  droites  rencontrant  la  courbe  à l’infini  coïncident. 
J.a  courbe,  qui  porte  alors  le  nom  de  pnrnbole,  a la  forme 
indiquée  par  la  Jig.  5o.  Dans  ce  cas,  les  trois  premiers  termes 


Fie-  r>o. 


I ' 


\ 

de  l’équation  de  la  courbe  forment  un  carré  parfait,  et  cette 
propriété  peut  servir  à définir  la  parabole. 

138.  Bien  qu’il  soit  plus  commode  de  n’étudier  complète- 
ment la  forme  de  la  courbe  représentée  par  une  équation  du 
second  degré  qu’après  avoir  simplifié^iite  équation,  nous 
montrerons  ce])endanl  ici  comment,  partant  du  procédé 
exposé  au  n”lG,  on  peut  vérifier  les  indications  du  numéro 
précédent. 
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En  résolvant  par  rapport  à j l’équation  générale  (76),  on  a 


— (lix  -t-  f)  ±v  ( A’  — «A)  a(  hf  — bf')x  -+-/* — bc. 

D’après  la  théorie  des  équations  du  second  degré,  une  quan- 
tité de  la  forme  x’-h  px  -l-  q peut  toujours  se  remplacer  par 
le  produit  (x — a) (x  — îî)  de  deux  facteurs  réels  ou  imagi- 
naires; la  quantité  située  sous  le  radical  pourra  donc  s’écrire 

[h^—  ab){x  — a)  (x  — P). 

Si  A’  — ab  est  négatif,  celte  quantité  est  négative,  et  par 
suite  y est  imaginaire,  tant  que  les  facteurs  x — a,  x — (3  sont 
à la  fois  positifs  ou  à la  fois  négatifs.  On  ne  peut  ainsi  trou- 
ver des  valeurs  réelles  pour  y que  lorsque  x est  compris 
entre  a et  (3;  la  courbe  se  trouve  donc  tout  entière  dans  l’es- 
pace limité  par  les  droites  x = a,  x = [3.  ( f'oirn”  16,  Ex.  III.] 

Lorsque  A’ — ab  est  positif,  c’est  l’inverse  qui  a lieu,  ün  ne 
peut  trouver  des  valeurs  réelles  pour  / qu’en  prenant  pour  x 
des  valeurs  telles,  que  les  facteurs  x — a,  x — (3  soient  à la  fois 
positifs  ou  à la  fois  négatifs.  La  courbe  se  compose  alors  de 
deux  branches  s’étendant  à l’inPini,  l’une  dans  la  région  posi- 
tive, l’autre  dans  la  région  négative,  et  séparées  par  un  inter- 
valle compris  entre  les  droites  x = a,  x = (3,  dans  lequel  ne 
se  trouve  aucun  point  de  la  courbe. 

Si  A’ — ab  est  nul,  la  quantité  située  sous  le  radical  est  de 
l’une  des  formes  x — a ou  a — x : dans  le  premier  cas,  la  va- 
leur de  y est  réelle  quand  x est  plus  grand  que  a;  dans  le 
deuxième,  lorsque  x est  plus  petit  que  a.  La  courbe  se  com- 
pose donc  d’une  seule  branche  s’étendant  à l’inflni  à droite  ou 
à gauche  de  la  ligne  x = a,  suivant  la  forme  de  la  quantité 
qui  se  trouve  sous  le  radical. 

Lorsque  les  facteurs  a et  ^ deviennent  imaginaires,  la  ((uan- 
lilé  sous  le  radical  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ab  ) [{  j;  _ y )>  -t-  ^>]  ; 

elle  est  constamment  positive  quand  A’ — ab  est  positif,  cl 
toutes  les  parallèles  à l’axe  des  y rencontrent  la  courbe. 
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Lorsque  A’ — <i6  est  ncgaiif,  la  quantité  sous  le  radical  est 
constamment  négative,  et  l'équation  ne  représente  aucune  ligne 
réelle. 

EXERCIOÎS. 

t 

I.  Construire,  d’après  le  n°  11»,  les  courbes  suivantes  et  en  déterminer 
l'es|>èee  : 

-h  4 ■+  21  = O. 

Rétomse.  llyi)erbole. 

5 jr’  -I-  4 J".*'  — 5jt  — —19  = 0. 

Réponse.  Ellipse. 

4a’  -t-  4a>'  -t-  r’  — 5x  — — 10  =0. 

Réponse.  Parabole. 


II.  Le  cercle  est  un  cas  particulier  de  l'ellip.se.  L’équation  générale  re- 
présente un  cercle  lorsque  « = b,  h = iicosi»  (81 1 : mais  alqrs 

l.-.  — L 


donc 


- ab  = — 
//’  — ab 


III.  Quelle  est  la  courbe  représentée  Péquajion  générale  lorsque 
/i  = o? 

Réponse.  Une  ellipse  lorsque  n et  é sont  de  mémo  signe,  et  une  hy- 
perbole lorsqu’ils  sont  de  signes  contraires. 

IV.  Quelle  est  la  courbe  représentée  par  l’équation  générale  si  « = o, 

ou  si  é = o?  » 

Réponse.  Une  parabole  lorsiju'on  a en  même  temps  h = o,  une  hyper- 
bole dans  les  autres  cas.  La  courbe  rencontre  à l'infini  l'axe  des  x lors- 
que o = o,  et  l’a.xe  des  lorsque  b — o. 

V.  Quelle  est  la  courbe  représentée  [wr 

x’  2.rr  r’  2x  2 y _ ^ 
n’  ab  b'  a b 

Réponse.  Une  parabole  touchant  les  axes  aux^ints  x = a,  y = b. 

139.  Lorsque,  dans  une  équation  du  second  degré, 

Ax’-t-  aBx  -h  C = o. 
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le  coefficieiu  B s’annule,  les  racines  devienneni  égales  et  de 
signes  conlraires.  L’équaiion 

(«cos’O  -f-  2/1  sin0  cosO  siti’0)p’ 

+ 2{g'  cosO  f sinO)p  -4-  c = O 

aura  donc  ses  racines  égales  lorsque  les  rayons  vecieurs  seront 
menés  suivant  la  direction  définie  par  la  relation 

/^'COsO  -(-/sinO  = 0. 

Les  points  de  la  courbe  correspondant  à ces  valeurs  de  p 
égales  et  de  signes  contraires  sont  équidistants  de  l’origine  et 
dans  des  régions  opposées;  donc  la  corde  représentée  par 
l’équation 

gx  +/r=o 

est  divisée  par  l’origine  en  deux  parties  égales. 

Par  suite,  on  peut,  en  général,  mener  par  un  point  donné 
une  corde  qui  soit  divisée  en  ce  point  en  deux  parties  égales. 

140.  11  y a cependant  un  cas  où  il  est  possible  de  mener  par 
un  point  plus  d’une  corde  ayant  ce  point  pour  milieu.  Si,  dans 
l’équation  générale,  on  a à la  fois  g-=  o, o,  la  quantité 
g-cos6  -t- /sinô  est  nulle,  quelle  que  soit  la  valeur  do  G,  et 
alors  toutes  les  cordes  menées  par  l’origine  ont  leur  milieu 
en  ce  point  qui  s’appelle  alors  le  centre  de  la  courbe. 

On  peut,  en  général,  par  une  transformation  de  coordon- 
nées, rendre  nuis  les  coefficients  g et  h.  Et  en  égalant  à zéro  les 
valeurs  de  g et  h (13’r)  relatives  à une  nouvelle  origine  {x',  y'), 
on  trouve,  pour  les  conditions  auxquelles  doivent  alors  sa- 
tisfaire ses  coordonnées, 

ax’ -h  liy'  + g = o,  lix'  + by'  -i-f  =0. 

Ces  deux  équations  sont  suffisantes  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  x'  et  de  j',  et,  comme  elles  sont  linéaires,  elles  ne 
peuvent  être  satisfaites  que  par  une  seule  valeur  de  x et  de/. 

Donç  les  sections  coniques  ont  en  général  un  centre,  et  n’en 
ont  qu'un. 

Les  coordonnées  de  ce  centre,  déduites  de  ces  équations. 
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90nt 

_/  _ v'  — 

/i’  — ab  ' ' II'  — ah 

Dans  l’ellipse  el  l'hyperbole,  A*—  ab  a une  valeur  finie  ( 137), 
tandis  que,  dans  la  parabole,  h' — ab  = o,  ce  qui  rend  infinies 
les  coordonnées  du  centre.  Aussi  l’ellipse  et  l'hyperbole 
sont-elles  souvent  désignées  sous  le  nom  de  courbes  à centre, 
tandis  que  la  parabole  est  dite  dépourvue  de  centre.  A la  ri- 
gueur, on  doit  considérer  toutes  les  courbes  du  second  degré 
, comme  ayant  un  centre;  dans  le  cas  de  la  parabole,  ce  centre 
est  à l’infini. 

lil.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  'tordes  menées  dans 
une  courbe  du  deuxième  degré  parallèlement  ù une  droite 
donnée. 

Le  milieu  d'une  corde  faisant  avec  l’axe  des  x un  angle  0,  se 
trouve  à l’origine  ( 139)  lorsqu’on  a 

g- cos9 -f-/sin5  = O. 

Transportons  l’origine  en  un  point  quelconque  (y,/').  Une 
corde  parallèle  à la  première  sera  flivisée  par  la  nouvelle  ori- 
gine deux  parties  égales,  si  l’on  a la  relation 

C0s9(rtJ:'  H-  hy  ' -4-  g)  -t-  sin9(/i.r'  -t-  by' /)=  o, 

les  quantités  entre  parenthèses  exprimant  ( 13i)  ce  que  de- 
viennent les  coefficients  g et  /lorsqu’on  passe  à la  nouvelle 
origine.  Les  milieux  des  cordes  faisant  avec  l'axe  des  x un 
angle  0 se  trouveront  donc  sur  la  droite 

cos  0(ax  + liy-h  g)  -hsinO(/ix  -h  hy  -t-/)  = o, 
qui  est  le  lieu  cherché. 

La  droite  passant  par  les  milieux  d’un  système  de  cordes 
parallèles  s’appelle  le  diamètre  de  ces  cordes;  les  cordes  sont 
les  ordonnées  de  ce  diamètre. 

1-a  forme  de  l’équation  du  diamètre  montre  (40)  que  tous 
les  diamètres  passent  par  l’intersection  des  deux  droites 

ax  hy  + g = O,  h.v  + by  + f — o, 
et  comme  ces  équations  sont  celles  qui  déterminent  le  centre 
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de  la  courbe  (HO),  tous  les  diamètres  passent  parle  centre  de 
la  courbe. 

En  faisant  alternativement  9 = o et  0 = 90”  dans  l’équation 
du  diamètre,  on  trouve 

ax  hy  + g ~o 

pour  réquation  du  diamètre  des  cordes  parallèles  à Taxe 
des  X,  et 

lix  + h y -hf=o 

pour  celle  du  diamètre  des  cordes  parallèles  à l’axe  îles  y (*). 

Dans  la  parabole,  on  a li'=:ab,  ou  ^ par  suite  les 

droites  ax  hy  g = o e\  h x + hy  f = o sont  parallèles; 
donc  tous  les  diamètres  d'une  parabole  sont  parallèles.  Ceci 
est  du  reste  évident,  puisque  tous  les  diamètres  d'une  section 
conique  passent  par  le  centre;  dans  la  parabole,  ce  centre  est  à 
l’infini,  et  des  parallèles  peuvent  être  considérées  comme  se 
rencontrant  à l’infini. 

Ce  qui  précède  permet,  étant  donné  un  arc  de  section  co- 
nique, de  déterminer  son  centre  et  son  espèce.  En  effet,  en 
menant  deux  cordes  parallèles  et  joignant  leurs  milieux,  on 
obtient 

.Fig.  5i.  Fig.  5i. 


\ 


ü ’ ~ \ 'ü  X 


/ / 

un  diamèlrô  MM'  {fis*  délcnnine  de 

même  un  second  NN'>  Si  ces  diamèircs  sont  parallèles  {fig»  5i  ) 


(*)  I/équation  du  11®  1380^1)1  de  la  ftn  nu*  A»  — (Ax  R |)cul  s*^  con- 
struire facilement  en  traçant  d’abord  la  droite  et  prenant  sur 

chaque  ordonnée  MP  de  cette  ligne  des  longueurs  PQ,  PQ'  égales  à R,  alterna- 
tivement au-dessus  et  nu-dessous.  On  voit  ainsi  que  chaque  ordonnée  c t divisf^ 
en  deux  parties  égales  par  la  droite  Axh-  A/  -h /• 
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la  courbe  est  une  parabole;  s’ils  se  coupent,  leur  point  d’in- 
tersection est  le  centre  de  la  courbe.  Lorsque  ce  centre  est 
du  côté  concave  de  l’arc  la  courbe  est  une  ellipse; 


Fig.  53. 


quand  il  est  dans  la  partie  convexe,  {fig.53),  c’est  une  hyper- 
bole. 

Les  exemples  étudiés  dans  la  théorie  du  cercle  (Chap.  Vi) 
suffisent  pour  donner  une  première  idée  sur  la  nature  des 
diamètres  dans  les  courbes  du  second  degré;  mais  il  faut  bien 
observer  qu’en  général  les  diamètres  ne  sont  pas  perpendi- 
culaires à leurs  ordonnées.  Ainsi,  dans  la  parabole,  la  direc- 
tion du  diamètre  étant  constante,  tandis  que  celle  des  ordon- 
nées est  variable,  l’angle  compris  entre  un  diamètre  et  ses 
ordonnées  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles. 

142.  La  direction  des  diamètres  d’une  parabole  est  la 
même  que  celle  de  la  droite  passant  par  l'origine  et  rencon- 
trant la  courbe  à l’injini. 

Les  droites  menées  par  l'origine  et  rencontrant  à l’infini  la 
courbe  du  deuxième  degré  ont  pour  équation  { 136) 

ax‘‘  -t-  2 hxy  = o, 

qui  devient,  dans  le  cas  de  la  parabole,  en  y remplaçant  h par 
sa  valeur  y^«6, 

(x  \!a  )’  = O ; 
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niais  les  diamètres  (l'»l  ) sont  parallèles  à la  droite 
nx  h y = O, 
dont  l’équalion  se  réduit  à 

lorsque  h = y afr.  Les  diamètres  sont  donc  parallèles  à la  droite 
qui  coupe  la  courbe  à l’infini,  et,  par  suite,  ne  peuvent  la  ren- 
contrer qu’en  un  seul  point  situé  à une  distance  finie. 


143.  Si  deux  diamètres  d'une  section  conique  sont  tels,  que 
l'un  d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
à l'autre,  réciproquement  cet  autre  divisera  en  deux  parties 
égales  les  cordes  parallèles  au  premier. 

L’équation  du  diamètre  des  cordes  faisant  un  angle  0 avec 
l’axe  des  x est  ( 141  ) 


(ax  + hy  + g)  + (hx  ■+■  hy-hf)  tangô  = o. 

L’angle  0'  que  ce  diamètre  fait  avec  ce  même  axe  est  donné 
par 


tang0'  = — 


a -h  h tangO 


d’où 


h + b tangO’ 
b tangO  tangO' -t-  /i  (tangO  -t-  tangO')  ■+■  a = o. 


La  symétrie  de  cette  équation  montre  que  les  cordes  faisant 
un  angle  0'  avec  l’axe  des  x ont  pour  diamètre  une  droite 
faisant  un  angle  0 avec  ce  même  axe. 

Ces  diamètres,  (|ui  sont  tels  que  l’un  d’eux  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à l’autre,  s’appellent  dia- 
mètres conjugués  { *). 

Si  dans  l’équation  générale  on  a /i  = o,  les  axes  sont  parallèles 
a un  système  de  diamètres  conjugués;  car  le  diamètre  des 
cordes  parallèles  à l’axe  des  x ayant  alors  pour  équation 


(*)  Il  l'ftt  qiu>,  seules,  courbes  h centre  ont  îles  diamùti'i^  coiiju> 

gués,  puisque  dans  la  parabole  tous  les  diumètres  ont  iiiùmc  direction. 
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flj:  g-  = O est  parallèle  à l’axe  (les_^-.  De  môme,  le  diamètre 

des  cordes  parallèles  aux  r,  ajani  pour  cquaiion  by  +f  =0, 
est  parallèle  à l’axe  des  x. 

144.  Lorsque  dans  l’équation  générale  c = o,  l’origine  est 
un  point  de  la  courbe  ( 81  ) ; et  réi|uation  du  second  degré 

(ft  cos’ 9 2/1  si n GcosO  H-  b sin' 9 2{ g-  cos9  +/sin  9)  p = o 

a constamment  une  de  ses  racines  nulle.  F.,a  deuxième  racine 
devient  nulle  aussi,  autrement  dit  le  rayon  vecteur  rencontre 
la  courbe  en  deux  points,  qui  coïncident  lorsiiu’on  a en  même 
temps 

g cos  9 -f-  / sin  9 ~ o. 

La  tangente  à l’origine  a donc  pour  équation 
gx-h/r  = o {•). 

L’équation  de  la  tangente  en  un  autre  point  de  la  courbe 
peut  se  déduire  de  celle  de  la  tangente  à l’origine  par  une 
transformation  de  coordonnées,  en  rapportant  la  couibc  à ce 
point  pris  pour  origine,  écrivant  l’équation  de  la  tangente 
comme  il  vient  d’être  dit,  et  la  rapportant  ensuite  aux  anciens 
axes. 

En  appli(|uanl  celte  méthode  à l’équation  générale  , on 
obtient,  pour  la  tangente  au  point  (x',_)'-'),  l’équation 

ax’x  ■+■  h{x'y  -t-.r'x)  + b y' y -I-  g(x  4-  .r')  + /(  j-t-/')  4-c  = o, 

(|tic  nous  avons  déjà  trouvée  par  une  autre  méthode  (8f>). 


liXHUCICE. 

Le  point  (1,1)  étant  sur  la  courbe 

3.r’  — 3./  >■  -I-  ï )•’  -h  r.r  — ô >•  —3  = 0, 

trouver,  par  une  liansfortnatien  de  coordonnées,  la  tangente  en  ce 
point. 


On  |irouvrrail  itn  la  mi'mc  inanièn;  que,  dans  une  emirlw  do  do[;rê 
qnelcunqiie,  lorsqïie  le  terme  ronstanl  est  nul,  l'orirtino  **sl  sur  la  c<iurbe,  et  que 
termes  du  premier  degré  n'présentenl  la  tangente  à l'origine. 
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L’équation  de  cette  tangente,  par  rapport  aux  nouveaux  axe»,  est 
9 J-  — 5 y = O, 

et  par  rapport  aux  axes  primitifs, 

9(x  — I)  = 5(,v-  i). 

lis.  Lorsque,  par  un  point  (x',  r')  non  situé  sur  la  courbe, 
on  mène  des  tangentes  à une  courbe  du  deuxième  degré,  les 
points  de  contact  sont  les  intersections  de  la  courbe  avec  une 
droite,  ayant  une  équation  de  forme  identique  à celle  de  la 
tangehte  et  portant  le  nom  de  polaire  du  point  (x',y')  (89). 
Et  comme  une  droite  rencontre  toujours  une  conique  en  deux 
points,  on  petit  tonjonrs  mener  par  itn  point  {x',  y')  deux 
tangentes  réelles,  co'tncidentes  ou  imaginaires  à une  courbe 
du  deuxième  degré  { ‘ ). 

La  polaire  de  l’origine,  ainsi  qu’on  l’a  vu  au  n"  89,  ayant 
pour  équation 

est  parallèle  à la  corde  9"*  divisée  (139)  par 

l’origine  en  deux  parties  égales,  et  qui  est  l’ordonnée  du  dia- 
mètre passant  par  l’origine.  Donc  : la  polaire  d’un  point  est 
parallèle  aux  ordonnées  du  diamètre  passant  par  ce  point.  Ce 
théorème  renferme,  comme  cas  particulier,  le  suivant  : la 
tangente  à l'extrémité  d’un  diamètre  est  parallèle  aux  or- 
données de  ce  diamètre,  théorème  qui,  dans  le  cas  des  courbes 
à centre,  où  les  ordonnées  d’un  diamètre  sont  parallèles  au 
diamètre  conjugué,  devient  : la  polaire  d’un  point  pris  sur  un 
diamètre  d’une  courbe  à centre  est  parallèle  au  diamètre  con- 
jugué. 

liO.  Les  principales  propriétés  des  pôles  des  polaires  ont 
déjà  été  démontrées  dans  les  Chapitres  précédents.  Ainsi  (98) 
lorsqu’un  point  A se  trouve  sur  la  polaire  du  point  B,  récipro- 


(•)  Une  cotirl>c  est  dite  de  la  classe  lorsqu’on  peut  lui  mener  par  un 
point  n tan(rentes.  Une  section  conique  est  donc  a la  fois  du  deuxième  dejyré 
et  de  la  deuxième  classe;  mais,  en  général,  dans  les  courbes  de  dejrc  plus 
élevé,  les  indices  du  degré  et  de  la  classe  ne  sont  pas  les  mômes. 
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quement  le  poinl  B se  trouve  sur  la  polaire  du  point  A,  ce 
qu’on  peut  énoncer  autrement  : 

Lorsqu’un  point  A glisse  le  long  d’une  droite  Jlxe  {\a  po- 
laire du  point  B),  sa  polaire  pusse  par  un  point y/jre(B); 

Ou  réciproquement  : 

Si  une  droite  (la  polaire  du  point  A)  passe  par  un  point 
fixe  (B),  son  pôle  A décrit  une  droite  fixe  (la  polaire  de  B). 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  : 

L’intersection  de  deux  droites  est  le  pôle  de  lu  ligne  menée 
par  les  pôles  de  ces  droites; 

El  réciproquement  : 

La  ligne  joignant  deux  points  est  la  polaire  de  l'intersec- 
tion des  polaires  de  ces  points. 

Car  si  l’on  prend  deux  points  sur  la  polaire  de  A,  les  po- 
laires de  ces  points  passent  par  le  point  A. 

On  a vu  (100)  que  si,  après  avoir  mené  par  un  point  deux 
droites  coupant  une  conique,  on  joint  deux  à deux  les  points 
d’intersection,  les  droites  de  jonction  se  coupent  sur  la  polaire 
du  point. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  co'incident,  ce 
théorème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  l'on  mène  parle  point  0 (fig,  54)  une  droite  rencontrant 
la  courbe  aux  points  R',  R",  les  tangentes  en  R'  et  R"  se  cou- 
pent sur  la  polaire  PR  du  point  0. 

Il  peut  se  démontrer  en  observant  que  la  polaire  R' R"  du 
poinl  P passant  par  le  poinl  O,  le  poinl  P se  trouve  sur  la  po- 
laire du  poinl  0. 

Nous  avons  vu  aussi  (103,  Ex.  III)  que  si,  sur  un  rayon 
vecteur  OR  mené  par  l’origine,  on  prenait  une  moyenne  har- 
monique OR  entre  OR'  et  OR",  le  lieu  du  point  R était  la  po- 
laire de  l’origine  : donc,  la  droite  menée  par  un  point  est 
divisée  harmoniquement  par  le  point,  la  courbe  et  la  polaire 
de  ce  point.  Ce  théorème  a été  aussi  démontré  au  n“  91. 
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Si  donc  on  mène  par  le  point  O une  droite  quelconque  OR, 
et  si  l’on  joint  le  pôle  P de  cette  droite  au  pointO,  les  lignes  OP, 


Fie-  5'|. 


OR  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  tangentes  OT, 
OT'  issues  du  point  O;  car,  puisque  OR  est  la  polaire  de  P, 
PTRT'  est  divisé  harmoniquement,  et  alors  OP,  OT,  OR,  OT' 
forment  un  faisceau  harmonique. 


EXERCICES. 


1.  Lorsqu’un  quadrilatère  ABCD  [_fig  .55)  est  inscrit  dans  une  conique, 
un  quelconque  des  points  E,  F,  O est  le  pôle  de  la  droite  joignant  les  deux 
autres. 

Fîb-  55. 

E 


Puisque  EC  et  ED  sont  deux  droites  passant  par  le  point  E,  et  que  CD 
et  AB  joignent  les  points  d’intersection  de  ces  droites  avec  la  conique, 
CD  et  AB  se  coupent  en  O sur  la  polaire  du  point  E;  il  en  est  do  même 
de  AB  et  CB  ; donc  la  droite  OF  est  la  polaire  du  point  E.  On  démon- 
trerait de  même  que  EO  et  EF  sont  res[>eclivcment  les  polaires  des  points 
F et  O. 

II.  Par  un  point  E pris  en  dehors  d’une  conique,  lui  mener  une  tan- 
gente au  moyen  de  la  règle  seulement. 

Mener  par  le  point  Edeux  droites  quelconques  EA,  EB(yfg.  55),  com- 
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pléter  le  quadrilatère  comme  sur  la  figure;  la  droite  OF  coupera  la  co- 
nique en  deux  points,  qui  seront  les  points  de  contact  cliercliés. 

III.  Dans  un  quadrilatère  ABCD  (fig.  55)  circonscrit  à une  section  co- 
nique, une  diagonale  est  la  [lolaire  de  l'intersection  des  deux  autres. 

Ce  tliéorème  ]>eut  se  démontrer  (comme  celui  de  l’Ex.  l)au  moyen 
des  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère.  On  sait  (GO,  Ex.  I)  que  les 
droites  EA , EO,  EB,  EF  forment  un  faisceau  harmonique;  mais  EA,  EB 
étant,  par  hypothèse,  tangentes  à la  conique,  et  EF  passant  par  leur 
|X)int  d'intersection,  EO  (I-IG)  passe  par  le  pôle  de  EF;  on  verrait  de 
même  que  FO  passe  par  le  pôle  de  EF  : ce  pôle  est  donc  le  point  O. 

147.  Les  tangentes  menées  à une  conique  par  un  poinl(x',  r') 
ont  pour  équation  (92) 

(rt.r'’  -1-  2.hx’y'+  by"‘  -t-  igx'  + a fy'  ■+■  c) 

X («x’  -t-  2 A .rr  -t-  by'  — igr  H-  2 fy  + c ) 

= [ax'x  -t-  /i[x'y  -t-  y'x)  -1-  by'y 
-*-g{x'  -hx)-hf{y'  +y)  + cY. 

On  peut,  en  y faisant  a:' = r'=  O,  en  déduire  l’équation  des 
tangentes  menées  par  l’origine  ; mais  on  peut  aussi,  pour  trou- 
ver cette  dernière  équation,  suivre  le  procédé  indiqué  au  n"83, 
Ex.  IV.  Lorsqu’un  rayon  vecteur  mené  par  l'origine  est  tan- 
gent à la  conique,  les  deux  valeurs  de  p données  par  l'équation 

(acos’O  -I-  a/icos5siné  -i-  Asin’ûjp’ 

-+-  ?.(^''cosO  -t-  f sinO)p-f-  c = o 

doivent  être  égales,  ce  qui  imjilique  la  condition 

(fl cos’ 0 -1-2/1  cosO  sinO  -1-  b siii’(/}c  = (geosO  -I- /siii  Ô )’. 

En  la  multipliant  par  p’,  on  en  déduit,  pour  l’équation  des  tan- 
gentes menées  par  l’origine, 

(fie  — g‘‘)x-  -I-  2,(c/i  — gf]  xy+  [bc  —/’).»■’  = o. 

Les  tangentes  coïncideront  lorsque  les  racines  de  cette 
équation  seront  égales,  c’est-à-dire  lorsqu’on  aura 

(cre  — — /*)=  (c//  — frf)\ 

ou 

c{flbc  -+-  2 fg/l  — fl/’  — c/l’)  = O. 


Digitized  by  Google 


DES  COUBBES  DU  DEUXIÈME  DEGBÈ. 


209 

Celle  dernière  condilion  esl  saiisfaile  lorsque  c — o,  c’esl- 
à-dire  lorsque  l’origine  esl  un  poinl  de  la  courbe  : donc,  un 
point  de  la  courbe  peut  être  considéré  comme  l’intersection 
de  deux  tangentes  qui  coïncident , de  même  que  la  langenie 
peul  èlre  regardée  comme  la  droile  joignant  deux  poinls  qui 
coïncidenl. 

Celle  condilion  sera  aussi  saiisfaile  si  l'on  a la  rclalion 

abc  + ifgh  — af'  — b g'  — ch'  = o, 

qui  exprime  (76)  que  l'équalion  du  second  degré  représenle 
deux  droiles.  Pour  expliquer  comment  il  se  fait  que  l’on  re- 
tombe ici  sur  celte  relation,  il  suffit  de  remarquer  que,  par 
tangente,  on  entend  en  général  une  droite  rencontrant  la 
courbe  en  deux  poinls  qui  coïncident.  Lorsque  la  courbe  se 
réduit  à deux  droites,  la  seule  ligne  qu’on  puisse  mener  de 
manière  à la  rencontrer  en  deux  poinls  qui  coïncident  esl  celle 
qui  passe  par  leur  poinl  d’intersection,  et  puisqu’on  peul  tou- 
jours mener  deux  tangentes  à une  courbe  du  deuxième  degré, 
les  deux  tangentes  doivent  dans  ce  cas  coïncider  avec  la  droite 
passant  par  (x',  y')  et  par  ce  poinl  d’intersection. 


lis.  Si  par  un  point  O on  mène  deux  cordes  rencontrant 
une  conique  aux  points  R',  R",  S',  S",  le  rapport  des  rectangles 
O R'.  O R”  et  OS'.  OS*  sera  constant,  quelle  que  soit  la  position 
du  point  O,  pourvu  que  la  direction  des  cordes  soit  constante. 
De  l’équation  donnée  pour  déterminer  les  valeurs  de  p (136), 
on  déduit  facilement 


O R'.  O R" 


c 

a cos’ 6 -I-  a A cos0  sin0  -i-  6sin’0’ 


0 étant  l’angle  que  forme  la  corde  OR'  avec  l’axe  des  x;  de 
même,  0'  désignant  l’angle  compris  entre  la  corde  OS'  et  cet 
axe,  on  aura 

(\cr  na"  — . ^ . 

acos’O' -t- a Acos0' sinO' -I- 6sin’0'’ 

d’où 

O R'.  O R* a cos’0'  -t-  2 A cosO'  sin0'  -l-  Asln’O' 

OS'. OS"  acos’0 a Acos0  sinO -4- ùsin’0 

>4 
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Ce  rapport  est  constant,  puisque  a,  b et  h ne  cliangenl  pas  lors- 
qu’on déplace  l’origine  (134),  et  que  la  direction  des  cordes, 
définie  par  les  angles  0 et  6'  qu’elles  forment  avec  l’axe  des  x, 
est  constante. 

Si,  par  deux  points  fixes  0 et  0',  on  mène  deux  cordes  pa- 
rallèles OR,  O'p  coupant  respectivement  la  conique  aux  points 
R',  R*,  p',p",  le  rapport  des  rectangles  OR'. OR"  et  O'p'. O'p" 
est  constant  et  indépendant  de  la  direction  des  cordes. 

Ces  rectangles  ont  pour  expressions: 

f.* 

acos’O  -h  z/icosÛsinO  -+-  bsin’û' 
c' 

a cos’O  -I-  2 A COS0  sinO  ■+-  Asin’O’ 

9 étant  l’angle  fait  par  les  cordes  avec  l’axe  des  x,  et  c’  la  va- 
leur que  prend  le  terme  absolu  lorsqu’on  rapporte  la  courbe 

au  point  0'  comme  origine  : le  rapport  de  ces  rectangles  -j 
est  indépendant  de  6. 

149.  Le  théorème  du  numéro  précédent  comporte  quelques 
cas  particuliers  qu’il  est  utile  d’énoncer. 

I®  Si  le  point  0'  est  le  centre  de  la  courbe,  on  a O'p'  = O'p", 
et  le  rectangle  O'p'. O'p"  devient  le  carré  du  demi-diamètre 
parallèle  à OR'.  Donc  les  rectangles  construits  sur  les  segments 
de  deux  cordes  qui  se  coupent  sont  entre  eux  dans  le  rapport 
des  carrés  des  diamètres  parallèles  à ces  cordes. 

a®  Lorsque  OR  est  tangent  à la  courbe,  on  a OR'=OR";  le 
rectangle  OR'. OR'  devient  le  carré  de  la  tangente,  et,  puisque 
nous  pouvons  mener  par  le  point  0 deux  tangentes,  nous  pour- 
rons extraire  la  racine  carrée  du  rapport  trouvé  plus  haut,  et 
en  conclure  que  les  tangentes  menées  par  un  point  sont  dans 
le  rapport  des  diamètres  qui  leur  sont  parallèles. 

3®  Supposons  enfin  que  la  ligne  00'  soit  un  diamètre  et  que 
les  cordes  OR,  O'p  soient  parallèles  à ses  ordonnées  : alors 
OR'=iOR',  0'p'=0'p";  et,  si  A et  B sont  les  points  où  le 
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diamètre  00'  rencontre  la  courbe,  nous  aurons 


21  I 


0R'>  O'p" 

AO.OB~  AÜ'.O'B’ 

Donc,  les  carrés  des  ordonnées  d'un  diamètre  sont  proportion- 
nels aux  rectangles  des  segments  qu’elles  déterminent  sur  ce 
diamètre. 


150.  11  y a un  cas  dans  lequel  le  théorème  du  n”  148  n’est 
plus  applicable,  c’est  lorsque  la  ligne  OS  est  parallèle  à l’une 
des  droites  qui  rencontrent  la  courbe  à J’infini  : alors  le  seg- 
ment OS"  devient  infini,  et  la  corde  OS  ne  rencontre  plus 
la  conique  qu’en  un  seul  point  situe  à une  distance  finie. 

OS' 

Cherchons  à quelle  condition,  dans  ce  cas,  le  rapport  7.-5, 

UK  .UK 

peut  être  constant. 

Prenons,  pour  simplifier,  OS  et  OR  pour  axes  des  x et  desf. 
Puisque  l’axe  des  x est  parallèle  à une  des  lignes  rencontrant 
la  courbe  à l’infini,  le  coefficient  a doit  être  nul  (138,  Ex. IV), 
et  l’équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

2 lixy  -4-  è ■+■  2 gx  -t-  2 fy  -1-  c = o. 


En  y faisant  successivement  o,  2:  = o,  on  trouve  pour  le 


segment  déterminé  sur  l’axe  des  x,  OS' = » et  pour  le 

ë 

rectangle  des  segments  faits  sur  l’axe  des  r,  OR'.OR"= 
Nous  aurons  donc 


OS' 


O R . O R" 


^ë 


Si  l’on  déplace  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  { 134),  b ne 
change  pas  et  g prend  la  valeur  hy'  + g {y'  étant  l’abscisse 
de  la  nouvelle  origine):  le  rapport  précédent  devient  alors 


Mày'+g)' 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole  on  a A = o,  et  ce  rapport 
est  constant;  donc,  si,  dans  une  parabole,  une  droite  de  direc- 

14. 
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tion  donnée  rencontre  un  diamètre,  le  rectangle  de  ses  seg- 
ments est  dans  un  rapport  constant  avec  le  segment  qu’elle  dé- 
termine sur  le  diamètre. 

Lorsque  la  courbe  esl  une  hyperbole,  le  rapport  ne  peut 
être  constant  que  lorsque  y'  est  constant  : donc,  dans  une  hy- 
perbole, les  segments  déterminés  par  deux  cordes  parallèles 
sur  une  droite  rencontrant  la  courbe  à l' infini  sont  proportion- 
nels aux  rectangles  construits  sur  les  segments  des  cordes. 

* 151.  Trouver  la  condition  pour  que  ladroitelx  -\-py->rv  = o 
soit  tangente  à la  cqnique  représentée  par  l'équation  géné- 
rale. 

En  substituant,  dans  l’équation  générale,  la  valeur  de  y 
tirée  de  l.x  ■+-  py  -t-  v = o,  pour  déterminer  les  abscisses  des 
points  d’intersection  de  la  droite  avec  la  courbe,  on  a 

(n  u’  — a h l.p  -t-  ft À’ ) x’  -1-  2 ( gp'  — A pv  — faX  -i-  b1.v]x 

+ ( cp’  — 2 fpy  + A>')  = O, 

et  la  droite  sera  tangente  lorsque  les  racines  de  cette  équa- 
tion seront  égales,  c’est-à-dire  lorsqu’on  aura 

(a  u’  — 2 A).a  — bX’)(cp' — 2 fpy-hbv’)  = (gp’  — hpv — fp^--h  b).i)’. 

Développant  et  divisant  par /a',  celte  condition  devient 

(bc  — y*’)  + ( t"»  — g’’ ) (uA  — A’)  v’-f  2(gh  — af)  pv 

+ 2 { /{/■—  bg)  -t-  2 {fg  —ch)'kp  = o. 

On  trouvera  plus  loin  une  autre  méthode  pour  obtenir  celte 
relation,  qu’on  peut  appeler  V équation  tangentielle  de  la 
courbe,  et  qu’on  écrit  souvent  de  la  manière  suivante  : 

A À’  -+-  Bfi’  -+-  Cv’  -I-  2 F fjiv  -I-  2 G vX  H-  2 fl  }.p  = O, 

en  posant  K = bc  —f,  B = ta  — g>,. . . . Les  coefficients  A, 
B,  G,  2 F,  2 G,  2 H ne  sont  autre  chose  que  les  dérivées  de  la 
fonction 

abc  -I-  ‘ifgh  — af  — bg^  — ch' 
prises  en  y considérant  successivement  a,  b,  c,f,  g,  A comme 
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variables.  Celle  fonciion,  qui  devienl  nulle  lorsque  la  conique 
se  iransforme  en  deux  droiles,  s’appelle  le  discriminant  de 
l'équalion  générale  du  deuxième  degré,  el  sc  désigne  ordinai- 
remenl  par  la  caraclérislique  A. 

EXERCICES. 

I.  Former  l’équation  de  la  conique  qui  détermine  des  segments  V,  V, 
fl,  fl'  sur  les  axes. 

Si  l’on  fait  successivement  ^-  = o,  x = o dans  celle  équation,  elle  devra 
se  réduire  à 

x’—  {i  H-  >.')x  + = O,  .v’—  (fl  -t-  fl')  T-f-  fifi'=  o; 

elle  sera  donc 

fifi'x’-(-  aZ/xv  XV  » ’ — fl  fl'  (X  -(-■/')  J-  — XX'(fi  -(-  fi')_>-  XX'fifi'=  o. 

Le  coeffîcient  /i  reste  indéterminé  si  l'on  ne  se  donne  une  nouvelle  con- 
dition. On  peut  mener  deux  paraboles  par  les  quatre  points  donnés  puis- 
qu’alors 

h = ± ^XX'fifi'. 

II.  l.a  polaire  d’un  point  fixe  prise  par  rapport  aux  coniques  passant 
par  quatre  points  donnés  passe  par  un  point  fixe. 

Si  l’on  prend  pour  axes  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  formé  par 
les  quatre  points,  l’équation  des  coniques  sera  celle  de  l'Exercice  I,  et 
l’équation  de  la  polaire  du  point  (x',  _r')  renfermera  l’indéterminée  h au 
premier  degré  ( I iS)  : donc  la  polaire  passe  par  un  point  fixe. 

III.  Trouver  le  lieu  des  centres  de;  coniques  pajsanl  par  quatre  points 
fixes. 

Le  centre  do  la  conique  de  l’Exercice  I est  donné  par  les  équations 

afifi'j-  a/ir — f*fi'(X  -i-  X')  = o,  aXX'f  -+-  i/ix  — X'i'(fi  u'j  = o, 

et  en  éliminant  //,  on  trouve,  pour  l’équation  du  lieu, 

a fl fl' x* — a XX'»-’  — U fl'  ( X -i-  X')  x -t-  XX'  (u  -h  fi').v  = o. 

C'est  une  conique  sur  laquelle  se  trouvent  les  intersections  des  trois 
couples  de  droites  passant  par  les  quatre  points  donnés  et  les  milieux  de 
ces  droites. 

Le  lieu  est  une  hyperbole  lorsque  X,  X',  ainsi  que  fi  el  fi',  sont  à la  fois 
de  mémo  signe,  ou  à la  fois  de  signes  contraires;  dans  le  c.-is  contraire, 
c’est  une  ellipse.  Ainsi  le  lieu  est  une  ellipse  lorsque  les  deux  points  situés 
sur  un  axe  se  trouvant  du  même  côté  du  l’origine,  les  deux  autres  points 
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I qui  appartiennent  au  deuxième  axe  sont  l'un  d’un  côté,  l'autre  de  l’autre 
côté  (le  l’origine,  autrement  dit  lorsque  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre 
points  a un  angle  rentrant.  Ceci  est  du  reste  évident  géométriquement  : 
à un  pareil  quadrilatère,  on  ne  peut  pas  circonscrire  une  conique  de  la 
forme  d’une  ellipse  ou  d’une  parabole,  mais  bien  une  hyperbole;  et  comme 
le  centre  d’une  hyperbole  n’est  jamais  à l’infini,  le  lieu  de  ce  centre  doit 
être  une  ellipse.  Dans  l’autre  cas,  il  y a deux  positions  du  rentre  à l’in- 
fini : ce  sont  celles  qui  correspondent  aux  deux  paraboles  que  l’on  peut 
faire  passer  par  les  quatre  points  donnés. 
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CHAPITRE  XI. 

DE  L'ELLIPSE  ET  DE  L'HYPERBOLE. 


§ I.  — Réduction  de  l’équation  générale  du  deuxième  degré. 

152.  Nous  pouvons  simplincr  beaucoup  les  équations  qui 
nous  serviront  dans  la  recherche  des  propriétés  de  l’ellipse  et 
de  l’hyperbole,  en  prenant  le  centre  pour  origine  des  coor- 
données. L’équation  générale  du  deuxième  degré  (133)  se 
réduit  alors  à 

ax^  -t-  2 ftxy  -+■  -I-  c'  = o; 

car(liO),  lorsque  le  centic  est  pris  pour  origine,  les  coeffi- 
cients de  X et  de_^  deviennent  nuis.  La  valeur  de  c'  en  fonction 
des  coefficients  de  l’équation  primitive  et  des  coordonnées 
x'  et }'  de  la  nouvelle  origine  a pour  expression  ( 134) 

c'  = ax’'  ■+-  2 hx')-'  -t-  -I-  -t-  a//'  -t-  c; 

et  peut  s’écrire 

& z={ax'  -h  hf'  ->r  g)  x'  + { h x'  + h)'  -t-  f)x'  + gx’  fy'  + c. 

Lorsque  x’  et  y'  sont  les  coordonnées  du  centre,  les  deux  pre- 
miers termes  s’annulent,  et  la  valeur  de  c'  se  réduit  à (140) 

— O- — nl>c+i  fgft-np-bg^-ch'  , 

^ ab — A’  ^ ab—IO  ab  — A’ 

(*}  Le  résultat  de  la  siihstitulinn  dos  coordoniices  du  centre  dans 

l'équation  de  la  polaire  d’un  point  («r*,  ^ 

«^t  le  même  que  celui  de  la  substitution  de  dans  l'équation  de  la 

courbe,  puisque  les  deux  premières  séries  de  termes  s'annulent  dans  les  deux 
cas. 
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153.  Si  le  numérateur  de  celle  dernière  fraction  est  nul, 
l’équation  transformée  prend  la  forme 

flx’  + 2 /j  xy  -(-  = O, 

et  représente  (73)  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  sui- 
vant que  ab  — h’  est  négatif  ou  positif.  On  retrouve  ainsi  la 
condition  du  n"76 

abc  -I-  2 /^/i  — af‘‘  — b g'  — c/i’’  — o, 

pour  que  l’équation  du  deuxième,degré  représente  deux  droites; 
car  elle  doit  être  remplie  pour  qu’en  transportant  l’origine  au 
point  d’intersection  des  droites,  le  terme  absolu  puisse  s’éva- 
nouir. 

EXERaCES. 

1.  Rapporter  la  conique 

3x’  -+-  4xv  “ — 5x  — 6_>  — 3 = O à son  centre  — 4^' 
Réponse.  ii.r’-*-  i6xi  -i-  4.'>''-t-  > = o. 

U.  Rapporter  la  courbe 

x’  -+-  ïxv  — .1  8x  -t-  4.»  — 8 = o à son  centre  ( — 3,  — i). 

Réponse.  x’  -t-  axr  — v’  =:  aa. 

15i.  Nous  avons  vu  (136)  que,  lorsque  0 satisfaisait  à la  re- 
lation 

n cos’O  -f  a //  cosO  siii  0 + b siu’G  = o, 

le  rayon  vecteur  correspondant  rencontrait  la  courbe  à l’innui, 
et  en  un  point  situé  à la  distance  finie  de  l’origine 

c 

■ ~ ^cosO  -t-/sin(; 

Lorsque  l’origine  est  le  centre  de  la  courbe,  g=zo,fz=o,  et 
celte  distance  devient  aussi  infinie.  11  est  donc  possible  de 
mener  par  le  centre  deux  droites  rencontrant  la  courbe  cha- 
cune en  deux  points  coïncidents  situés  à l'infini.  Ces  droites, 
qui,  par  suite,  peuvent  cire  considérées  comme  des  tangentes 
ayant  leurs  points  de  contact  à l'inllni,  s’a|>pellenl  asymptotes 
de  la  courbe  : elles  sont  imaginaires  dans  l’ellipse  et  réelles 
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dans  l’hjperbole.  On  verra  plus  loin  que  ces  asympiotcs  se 
rapprochenl  d’autant  plus  de  la  courbe,  qu’on  s’éloigne  davan- 
tage de  l’origine  , toutefois  elles  ne  rencontrent  la  courbe 
qu’à  l’inflni. 

Puisque  les  points  de  contact  des  tangentes  réelles  ou  ima- 
ginaires menées  pjr  le  centre  sont  situés  à rinPini,  la  droite 
qui  les  joint  est  aussi  tout  entière  à l'inflni;  donc,  d’après 
la  définition  des  pôles  et  polaires  (89),  le  centre  peut  être 
considéré  comme  le  pôle  d’une  droite  située  ù l’injini.  On 
arriverait  à la  même  conclusion  en  remarquant  que  l’équation 
de  la  polaire  de  l’origine  gx  + fj-  -i-  c = o se  réduit  à c = o 
lorsque  le  centre  est  pris  pour  origine,  et  représente  alors  ( 67 ) 
une  droite  située  à l’infini. 

155.  En  prenant  le  centre  pour  origine,  les  coefficients  g 
et  f de  l’équation  générale  s’évanouissent.  Si  de  plus  les  axes 
forment  un  système  de  diamètres  conjugués,  le  coefficient  h 
s’annule  également  (143),  et  l’équation,  se  simplifiant  encore, 
devient 


nx^+  -(-  c = O. 

On  voit  facilement  que  toute  corde  parallèle  à un  axe  est  di- 
visée en  deux  parties  égales  par  l’autre;  car  si  l'on  donne,  par 
exemple,  à x une  valeur  quelconque,  on  en  déduit  immédia- 
tement pour  y deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 
L’angle  compris  entre  deux  diamètres  conjugués  n’est  pas 
droit  en  général,  mais  il  existe  toujours  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  droit  : ces  dia- 
mètres sont  les  axes  de  la  courbe,  et  les  points  où  ils  la  ren- 
contrent en  sont  les  sommets. 

Pour  le  démontrer,  rappelons-nous  ( l'r3)  que  les  angles  0 
et  0',  que  font  avec  l’axe  des  x deux  diamètres  conjugués,  sont 
liés  par  la  relation 

tangS  tangS'  -t-  A ( tang^  -i-  tangO’)  -h  n = ^ 


Si  les  diamètres  forment  un  angle  droit,  tang6': 


tangO 


25): 
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A laiig’f}  -h  {a  — b)  tangO  — A = o. 

Mulliplianl  par  p’,  remplaranl  p cos  9,  p sin  9 par  x el  .)■,  il  vient 
hx'  — (a  — h)  xy  — h y'  = o, 

équation  de  deux  droites  réelles  perpendiculaires  l’une  sur 
l’autre  (74).  I.es  courbes  à centre  ont  donc  deux  diamètres 
conjugués  à angle  droit,  et  n’en  ont  que  deux. 

Ces  axes,  ainsi  que  le  montre  (75)  leur  éipialion,  sont  les 
bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l’angle  compris  entre 
les  droites  réelles  ou  imaginaires 

ax‘‘-¥  ^hxy+  hy'—  o. 

Les  axes  sont  donc  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
asymptotes,  et  ils  sont  réels  (75,  note),  que  les  asymptotes 
soient  réelles  ou  imaginaires,  c’est-à-dire  que  la  courbe  soit 
une  hyperbole  ou  une  ellipse. 

156.  Nous  aurions  pu  arriver  au  même  résultat,  par  une 
transformation  de  coordonnées,  en  montrant  qu’il  est  toujours 
possible  de  trouver  un  système  d’axes  rectangulaires  tel,  que 
l’équation  de  la  courbe  par  rapport  à ce  système  d’axes  n’ait 
pas  de  terme  en  xy.  Supposons  les  axes  primitifs  rectangu- 
laires, et  faisons-les  tourner  d’un  angle  0 autour  de  l’origine  : 
l’équation  transformée  s’obtiendra  en  remplaçant  respective- 
ment X et  y par  cos 9 — y sin  9 et  x sin  9 -h y cos  9 dans  l’é- 
quation primitive,  qui  devient  ainsi 

a(x  cos  9 — / sin  9)’ -h  2 b(x  cos  9 —y  sin  9)(x  sin  9 -h y cos  9) 

-H  A(xsin9  -(- J cos9)’-l-  c—o, 

el  en  développant,  nous  aurons,  pour  les  nouveaux  coeffi- 
cients, a',  A',  A', 

a'  — a cos’9  -h  2 A cos9  sin  9 -t-  b sin’9, 

A'  = A sin9  cos9  ■+■  A(cos’9  — sin’9)  — a sin9  cos9, 
b'  = a sin’9  — 2A  cos9  sin9  -1-  A cos’9. 


Digitized  by  Google 


DE  l’ellipse  et  de  l’iitperbole.  219 

En  faisant  A'=  o,  pour  déterminer  l'angleO  que  les  axes  de  la 
courbe  forment  avec  les  axes  de  coordonnées,  nous  retombe- 
rons sur  l’équation  du  n“  155,  qui  donne 

. 2 A 

tang2i/  = 7- 

a — O 


157.  Le  théorème  suivant  permet  de  simplifier  les  calculs 
à exécuter  pour  déterminer  les  nouveaux  coefficients  relatifs 
à la  transformation  d’une  équation  de  la  forme 

rt j;’  4-  by'‘  4-  c = O. 

Si  l’on  transforme  une  équation  du  deuxième  degré  en  pas- 
sant d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  autre  système 
rectangulaire,  les  quantités  a -h  b et  A’ — ab  ne  changent  pas. 

En  effet,  en  ajoutant  les  valeurs  de  a'  et  b'  calculées  plus 
haut  (156),  on  trouve  immédiatement 

a'-(-  b'  = a b. 

On  a aussi 


2rt'=rt-4-A  + aAsinaO  -1-  {a  — A)  cos  2 0, 
2A'  = a4-A  — aAsinaS  — (a  — b)  cos2Ô; 


d’où 


4«'  A'  = (a  A)’—  [2 A sin2  0 4-  («  — A)  cos 2 0]’. 

ISfais 

4 A'’=  [2A  COS20  — (a  — A)  sin20]’: 

donc 


4(o'A'  — A'’)  = (a  4-  A)’  — 4 A’  — (a  — A)’=  4(«A  — A’). 

Pour  écrire  l’équation  rapportée  aux  axes,  on  a ainsi  les  re- 
lations 

h' — O,  a' -+- A' = a A,  a'b'~ab — A’; 

elles  donnent  la  somme  et  le  produit  des  coefficients  inconnus 
a'  et  A',  qui  se  trouvent  ainsi  déterminés. 
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EXERCICES. 


1.  Trouver  les 

axes  de  l’elli] 

pse 

l4  -r’  — 4-’".»  + 1 11’ 

porter  la  courbe 

à ces  axes. 

L’équation  des 

axes  est  {l.’i.'i) 

4-c’  -t-  6x1  ■■ 

-4.>’=o, 

ou 

(IX  — » 

■H-r 

1_>  ) = 0. 

On  a d'ailleurs 

fl' -h  //  = 

a5. 

n'b'  = i5o, 

d'où 

fl'  = 

10, 

b'  = 1 5 ; 

l'équation  transformée  est  donc 

ax’  -t-  3_)  ’ = 11. 


II.  Rapporter  l'hyperbole  ii.r’-*-84xv — i4.» ’=  iSCàsesaxes. 

On  a 

fl' -t- ù' = — l'i,  fi'h'— — 1018,  n'=  3g,  h'— — 5a; 
par  suite  l'équation  transformée  est 

3x’  — 4.’’  = 'A. 

III.  Rapporter  la  courbe  nx^-h  ihxy—  v’-i-  e = o à ses  axes. 

Réponse. 

(rt  -I-  A — R)x’+  («  T-  é R).'  ’ = ir,  R"  = 4/'’  -s  («  — bf. 

* 158.  Lorsqu’on  passe  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à 
un  autre  système  rectangulaire,  les  quantités  a + b,  ah  — /i’ 
ne  changent  pas.  Cherchons  ce  qu’elles  deviennent  lorsque  le 
second  système  d’axes  est  oblique.  Conservons  le  même  axe 
des  X,  et  désignons  par  oi  l’angle  que  le  nouvel  axe  des_y  fait 
avec  lui.  Pour  transformer  l’équation,  il  faut  y remplacer  res- 
pectivement (9)  ar  et  par  .r  ■+■  y cosoi,  ysin&i;  on  trouve  ainsi 

a'— a.  A' = « cosw -I- /i  sino), 

b'  = a cos''&j  -t-  2/1  Costa  sin ta  -t-  6 sin’ta. 
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d’où 


a'  + b’ — ih'  COS6) 
sin’6) 


= a + b. 


a' b' -h'' 
sin’u 


Donc,  si  l’on  transforme  une  équation  du  second  degré,  pour 
passer  d'un  système  d’axes  à un  autre,  les  quantités 

a b — 2 A cos  (U  ab  — A’ 
sin’ùi  ’ sin’o) 

ne  changent  pas. 

Ce  dernier  théorème  permet  de  rapporter  une  équation  aux 
axes  de  la  courbe  qu'elle  représente,  puisqu’on  peut  expri- 
mer la  somme  et  le  produit  des  nouveaux  coefficients  a et  A 
en  fonction  des  anciens- 


EXERCICES. 


I.  Rapporlerà  sesaxes  la  courbe  ioj,’-i-  6 r/  -h  5/’=  lo,  pour  laquelle 


3 

cos«  = 3- 

, 285  , 1025 

a-\-  b = — ) ub  = — ^ , 
ib  i6 


a — 5,  b 


2o5 

i6 


RépoNSB.  4i/’=  3a. 

II.  Rapporter  à ses  axes  la  conique  x’ — 32-_r -i-  i = o,  en  sup- 
posant w = 6o°. 

Réponse.  x' — i5_r*=  3. 

III.  Rapporter  à ses  axes  la  conique  «x’-t-  ihxy  ■+■  by  = c. 

Réponse. 


[a  b — ih  cosw  — R)x*-4-  {a-t-b  — 2/1  cosw  -t-  R)_)'’^  2csin’u 
R’z=  [aA  — ((7  -t-  A)  cosw]’  -I-  (<j  — A)’sin’«. 

* 159.  Les  théorèmes  des  numéros  précédents  ont  été  dé- 
montrés de  la  manière  suivante  par  M.  Boole  (*). 

Supposons  que  nous  ayons  à passer  d’un  système  d’axes 
faisant  entre  eux  un  angle  u,  à un  autre  système  faisant  un 
angle  12;  en  effectuant  les  substitutions  indiquées  au  n°  9,  la 


(*}  Cambridge  Alath.  Journ.,  III,  p.  io€;  et  nouvelle  >07»,  VI,  p.87. 
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quaiUilé  aa:’ + a/iar^" -4- deviendra  a'X’4- 2/1'XY -+- 6' Y’ 
(x  et  J étant  les  anciennes  coordonnées,  X et  Y les  nouvelles). 
De  même  x’-t-  ax/cosu  + deviendra  X’-i-  aXY  cosü  -t-  Y’, 
puisque  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  dernières  expressions 
représentent  le  carré  de  la  distance  d'un  même  point  à l'ori- 
gine. Nous  aurons  donc,  ^ étant  une  indéterminée, 

ax’  -h  ihxy  -f-  by'-^-  2x_rcosw  -4-^^) 

= «'X'-4-  2/1'XY  -4-  è'Y'-4-  ?.{X’-4-  2XY  cosw-h  Y’}, 

et  si  nous  déterminons  X par  la  condition  que  le  premier 
membre  de  cette  équation  soit  un  carré  parfait,  le  second 
membre  devra  être  aussi  un  carré  parfait.  Celte  condition  peut 
s'écrire 

(rt  -4-  ).)  ( 6 -4-  ).)=:  (/<  -4-  ).  cosu)% 

Cl  1 sera  une  des  racines  de  l'équation  du  second  degré 
sin'to  -(-  (a  -4-  fc  — 2/1  cosw)).  + ab  — /i’=i  o. 

Nous  trouverons  une  équation  de  même  forme  pour  déter- 
miner la  valeur  de  X rendant  le  second  membre  un  carré  par- 
fait, et,  puisque  les  deux  membres  deviennent  des  carrés  par- 
faits pour  la  même  valeur  de  X,  les  deux  équations  du  second 
degré  devront  être  identiques.  Égalant  donc  les  coefficients 
des  termes  correspondants,  nous  trouverons,  comme  plus 
haut,  ' 

a + b — lit  C0S6> fl'  4-  6'  — 2/1'  cosil  ab  — A’ a' b'  — A'’ 

sin=w  sin’ü  ’ sin’fcj  sin’Si 

EXERaCES. 

I.  La  somme  des  carrés  des  réciproques  des  demi-diamètres  qui  se 
coupent  à angle  droit  est  constante. 

Soient  a et  p leurs  longueurs  : en  faisant  alternativement  jt  = o,/  = o 
dans  l'équation  de  la  courbe,  on  aura  «*’  = c,  bp’  = c;  on  voit  ainsi  que 
le  théorème  qui  vient  d’étre  énoncé  n'est  que  l'interprétation  géométrique 
de  la  constance  de  la  somme  a b. 
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II.  L’aire  du  triangle  formé  en  joignant  les  extrémités  do  deux  demi- 
diamètres  conjugués  est  constante. 

L’é(]uation  de  la  courbe  rapportée  à deux  diamètres  conjugués  est 


X y 
a"  ~ 

a'  et  P'  étant  les  longueurs  de  ces  demi-diamètres,  et  puistpie 
est  constant,  a'p'sinw  est  constant. 


III.  La  somme  des  carrés  de  deux  demi-diamètres  est  constante. 

_ . n -k-  b — îA  cosw 
Puisque .-y 


SID'w 


est  constant,  il  en  est  do  même  de 

siit^  (f'  p)  ’ 

d'ailleurs,  sinw  est  constant  : donc  a"-*-  [i'’  est  constant. 


160.  Nous  avons  vu  que  l’équation  d’une  conique  rappor- 
tée à ses  axes  était  de  la  forme 

Kx'  -t-  Bj’=  C, 

B étant  positif  dans  1e  cas  de  l’ellipse  et  négatif  dans  le  cas 
de  l’hyperbole  (138,  Ex.  111).  (Nous  avons  repris  ici  les  lettres 
majuscules,  parce  que  nous  allons  avoir  à employer  les  lettres 
a et  6 avec  une  signification  nouvelle.) 

L’équation  de  l’ellipse  peut  encore  s’écrire  sous  une  forme 
plus  commode.  Supposons  que  les  segments  déterminés  par 
l’ellipse  sur  ses  axes  soient  x = a,  y=b;  en  faisant  ^=o 

C 

dans  l’équation  de  l’ellipse,  il  vient  Aa’  = C,  d’où  A = — ; 

C 

nous  trouverions  de  même,  en  y faisant  y = O,  8 = ^^-  L’équa- 
tion de  l’ellipse  peut  donc  s’écrire  ainsi 


Puisque  nous  pouvons  prendre  un  quelconque  des  axes  de 
la  courbe  pour  axe  des  x,  nous  supposerons  que  nous  avons 
choisi  cet  axe  de  telle  façon  que  a soit  plus  grand  que  b. 
L’équation  de  l’hyperbole,  qui,  ainsi  que  nous  le  savons. 
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ne  diffère  de  celle  de  l’ellipse  que  par  le  signe  du  coefficieni 
de  y’,  pourra  se  mettre  sous  la  forme  correspondante 


Le  segment  déterminé  par  l’hyperbole  sur  Taxe  des  x est  évi- 
demment x=±a;  celui  qui  est  déterminé  sur  l’axe  des  y, 
étant  donné  par  l’équation  — 6’,  est  imaginaire;  l’axe 
des  J ne  rencontre  donc  pas  la  courbe  en  des  points  réels. 

Puisque  nous  avons  pris  pour  axe  des  x l'axe  rencontrant 
la  courbe  en  des  points  réels,  nous  n’avons  pas  à nous  occuper 
de  la  grandeur  relative  de  a par  rapport  à b. 

161.  Trouver  l’équation  polaire  de  l'ellipse,  le  centre  étant 
pris  pour  pôle. 

Nous  n’avons  pour  cela  qu’à  remplacer  x par  pcos6,  et  y 
par  psin6  dans  l’équation  précédente;  nous  trouverons  ainsi 
l’équation 

I cos’ 9 sin’0 

P’  a'  6’  ’ 

qui  peut  s’écrire  sous  l’une  ou  l’autre  des  formes  équivalentes 
n‘b^ 

^ a'  sin’9  -I-  6’  cos’O 

a’ à’  n’6’ 

6’-(-  («’ — fi')sin’6  a’—  (a’—  6’)cos’9 

Les  abréviations  suivantes  sont  d’un  usage  fréquent  : 


c'  = a'—b\ 


La  quantité  e s'appelle  V excentricité  de  l’ellipse. 

En  divisant  par  a’  les  deux  termes  de  la  dernière  fi action 
trouvée  pour  la  valeur  de  p’,  nous  obtiendrons  l’équation 
sous  sa  forme  la  plus  usitée 


b' 

I — e’  cos’ 6 
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162.  Déterminer  la  forme  de  l’ellipse. 

La  plus  petite  valeur  que  puisse  avoir  le  dénominateur 
6')sin’5  de  l'expression  de  p’  est  celle  qui  corres- 
pond à 6 = o;  le  maximum  de  p est  donc  le  segment  a déter- 
miné par  l’ellipse  sur  l’axe  des  x, 

La  plus  grande  valeur  de  6’+ (a’— i>’) sin’6  correspond  à 
sinS  = i ou  6 = 90®;  le  minimum  de  p est  donc  le  segment  b 
déterminé  par  la  courbe  sur  l’axe  des_r.  Le  plus  grand  rayon 
vecteur  qu’on  puisse  mener  du  centre  à la  courbe  est  donc  l’axe 
des  X,  et  le  plus  petit  l’axe  des  y.  En  raison  de  cett.e  pro- 
priété, on  a appelé  ces  rayons  le  grand  axe  et  le  petit  axe  de 
la  courbe. 

Il  est  évident  que  p est  d’autant  plus  grand  que  0 est  plus 
petit.  Donc  un  diamètre  est  d'autant  plus  grand  que  sa  direc- 
tion se  rapproche  le  plus  de  celle  du  grand  axe.  Ijt  forme  de 
la  courbe  est  par  suite  celle  qui  est  représentée  par  la  fig.  56. 


Fig.  56. 


Les  valeurs  de  p correspondant  aux  angles  ôz=a,  6 = — a 
sont  égales;  donc  deux  diamètres  faisant  des  angles  égaux 
avec  le  même  axe  sont  égaux  ; théorème  dont  la  réciproque 
est  évidente. 

Cette  propriété  permet  de  déterminer,géométriquemcnt  les 
axes  d’une  ellipse  dont  le  centre  est  donné.  En  elTct,  les  points 
d’intersection  de  la  courbe  avec  par  un  cercle  concentrique 
sont  les  extrémités  des  diamètres  égaux,  et  les  bissectrices 
des  angles  formés  par  ces  diamètres,  les  axes  cherchés. 

163.  Si  l’on  compare  l’équation  de  l’ellipse  résolue  par  rap- 
port à y 


i5 
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avec  celle  du  cercle  concenlrique  el  de  rayon  a 


y = — x^, 

on  voit  de  suiie  que  l’on  peut  consiruire  l’ellipse  de  la  manière 
suivante  : Décrire  un  cercle  sur  te  grand  axe  AA'  comme  dia- 
mètre, prendre  sur  chaque  ordonnée  LQ  un  point  P tel,  que 
le  rapport  de  LP  à LQ  soit  constant  et  égal  à b:  a;  le  lieu  des 
points  P est  l’ellipse  demandée. 

Le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  (Jig.  5~  ) 
est  sitgé  tout  entier  en  dehors  de  la  courbe.  On  pourrait  de 

. Fig. 


I> 


D' 


même  construire  l’ellipse  en  décrivant  un  cercle  sur  le  petit 
axe  comme  diamètre,  et  dilatant  chaque  ordonnée  dans  le  rap- 
port de  i à a : le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  est  situé  tout 
entier  à l'intérieur  de  l'ellipse. 

L’équation  du  cercle  est,  du  reste,  la  forme  particulière  que 
prend  celle  de  l’ellipse  lorsqu’on  y fait  b = a. 

Kii.  Trouver  l'équation  polaire  de  l’hyperbole. 

En  opérant  comme  au  n°  ICI,  on  trouve 

° b'  cos’9  — a’  sin'9 

n’i’  

b' — (a‘+  b')  sin’6  {«’-(-  6’)  cos’tf  — a’ 

Puisqu’on  passe  des  formules  relatives  à l’ellipse  aux  for- 
mules correspondantes  relatives  à l’hyperbole  en  changeant  le 
signe  de  b',  on  peut  employer  pour  l’hyperbole  les  abrévia- 
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lions 


c'=  rt’+  b\ 


b' 


a' 


el  considérer  e comme  V excentricité  de  l’iijporbole. 

En  divisant  alors  par  les  deux  lermes  de  la  dernière 
expression  de  p’,  on  obtient,  pour  l’équation  polaire  de  l’hy- 
perbole, 

&’= ; 1 

' e‘COs"&— 1 


qui  ne  diffère  de  celle  de  l’ellipse  que  par  le  signe  de  6’. 

165.  Déterminer  la  forme  de  l’hyperbole. 

Les  dénominations  de  grand  axe  et  petit  axe  n'étant  pas 
applicables  à l’hyperbole  ( 160),  nous  appellerons  l’axe  des  x 
axe  transverse,  et  l’axe  des  y axe  conjugué  ou  axe  non  trans- 
verse. 

Puisque  le  dénominateur  6’  — («’  6’)  sin’0  est  maximum 

lorsque  0 = o,  la  valeur  correspondante  de  p est  minimum, 
autrement  dit,  l’axe  transverse  est  la  ligne  la  plus  courte  qu’on 
puisse  mener  du  centre  à l'hyperbole. 

L’angle  0 augmentant,  p croit  jusqu’à  ce  que  l’on  ait 

. . * 

sin0=:— _>  ou  tangO  = -; 

V -\-b‘  « 

alors  le  dénominateur  est  nul  et  p est  inTini.  Au  delà,  p’  de- 
vient négatif  et  les  diamètres  cessent  de  rencontrer  la  courbe 
en  des  points  réels  jusqu’à  ce  que  l’angle  0 ait  atteint  la 
valeur  0,,  délinie  par  les  relations 

. A n ^ 

sm0,  = — — ' ou  langO,  = 

el  pour  laquelle  p redevient  infini  : l’angle  0 continuant  à aug- 
menter, p diminue  et  repasse  par  sa  valeur  minimum  a pour 
0=  i8o”. 

La  forme  de  l’hyperbole  est  ainsi  celle  qui  est  représentée 
par  un  trait  plein  sur  la  Jig,  58. 

i5. 
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166.  Nous  avons  vu  que  l'axe  des  ne  renconlrail  point 

Fie. 


l’hyperbole  en  des  points  réels,  piiis(iue  ces  points  sont  don- 
nés par  l'équation 

r' = -!>'; 

nous  pouvons  ce|)endant  prendre  sur  l’axe  desydes  segments 
CB  =;  C B'  = b,  et  appeler  cette  longueur  axe  de  la  courbe.  De 
même,  si  nous  trouvons,  pour  déterminer  un  diamètre,  une 
é()uation  p’  = — B’,  nous  pourrons,  bien  que  ce  diamètre  ne 
rencontre  pas  l’hyperbole  en  des  points  réels,  prendre  sur  la 
direction  correspondante  et  à partir  du  centre  une  longueur 
± K pour  le  représenter,  et  appeler  cette  ligne  un  diamètre  de 
V hyperbole. 

Le  lieu  des  extrémités  de  ces  diamètres  qui  ne  rencontrent 
pas  la  courbe  s’obtient  en  changeant  le  signe  de  p’  dans  l'équa- 
tion de  l'hyperbole,  qui  devient  ainsi 

I sin’  0 cos’  0 

P'  />’  ’ 

ou 

r’  x'  _ 

ï’  ô’  " 

C’est  l’équation  d’une  hyperbole  rencontrant  l’axe  des  ren  des 
points  réels,  et  l’axe  des  x en  des  .points  imaginaires.  Cette 
courbe  représentée  en  pointillé  sur  la  fig.  58  s’appelle  hyper- 
bole conjuguée  de  l’hyperbole  donnée. 

167.  Les  diamètres  qui  correspondent  à tang(3=  ± ren- 
contrant la  courbe  à l’infini  (16.5),  sont,  pour  cette  raison,  les 
droites  que  nous  avons  appelées!  i^)atymploles  de  la  courbe. 
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Sur  la  figure,  ce  sont  les  lignes  CK,  Cl.  : elles  séparenl  évidem- 
ment les  diamètres  qui  rencontrent  la  courbe  en  des  points 
réels,  de  ceux  qui  la  rencontrent  en  des  points  imaginaires.  Il 
est,  du  reste,  évident  que  deux  hyperboles  conjuguées  ont  les 
mêmes  asymptotes. 

L’expression  tangO  = it-  permet  de  tracer  les  asymptotes 

lorsqu’on  connaît  les  axes  en  grandeur  et  en  position  : il 
suffit  pour  cela  de  mener  des  parallèles  aux  axes  par  leurs 
extrémités  B et  A ; l’asymptote  CK  est  la  diagonale  du  rectangle 
ainsi  formé.  L’asymptote  CL  se  construit  d’une  manière  ana- 
logue. 

Les  asymptotes  font  avec  l’axe  des  x des  angles  égaux  0 dé- 
finis par  la  relation 

. n I 

cos  0 = = - ; 

V'rt’  è’ 

d’ailleurs,  celui  qu’elles  comprennent  est  égal  à 2Ô  ; donc,  en 
se  donnant  l'excentricité  d’une  hyperbole,  on  sc  donne  l'angle 
formé  par  les  asymptotes,  et  cet  angle  est  le  <louble.  de  celui 
qui  a pour  sécante  l’excentricité. 

l•Xfc;uaCE. 

Trouver  l'exrcnlricilé  de  la  conique  donnée  par  l’équiilien  générale. 
Nous  pouvons  (71)  trouver  la  tangente  de  l’angle  compris  entre  les 
droites  représentées  par  ré(|uation //x’-f-  a/ix)--»-  o,  et  en  déduire 

la  sécante  do  l’angle  moitié;  ou  bien  suivre  la  marche  indiqut-e  au 
n”  157  (En.  III). 

Nous  avons 

i _ Il  -h  b — U I rt  A -f-  R 

■ a'  2C  ’ P'  ae  ’ 

avec 

R’  = 4 /<»  H-  («  - P )•  = 4 A’  — 4 nh  -t- [il -r- b f 

Donc 

I - P’  aR_ 

x‘~  c’  7l‘  ~ a -t-  il  -î-  R 

§ II.  — T.N.XüE.XTES  et  UIAMETRES  COXJlGfÉS. 

168.  Les  équations  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  ne  diffé- 
rant que  par  le  signe  de  è'  (160),  ces  courbes  ont  un  certain 
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nombre  de  propriétés  communes  qui  peuvent  se  démontrer 
ensemble  en  considérant  le  signe  de  b'  comme  indéterminé. 
Aussi  les  étudierons-nous  à la  fois,  en  employant  en  général 
le  signe  de  i’,  qui  se  rapporte  à l’ellipse,  et  laissant  au  lecteur 
le  soin  de  déduire  les  formules  correspondantes  relatives  à 
riiyperbole. 

Trouver  iéquntion  de  la  tangente  A ta  courbe 

TT'  F-' 

au  point  ( jr',  r'j. 

On  peut  la  déduire  de  l’équation  générale  de  la  tangente  (86), 
ou  l’obtenir  directement  en  suivant  la  méthode  indiquée  au 
n°  86. 

L’équation  de  la  corde  (pii  joint  les  deux  points  (x',  r'), 
(x”,y")  de  la  courbe  est 

{x  — x'){x  — x")  (r  — >•') { ►"  — ^ .21*  _ 

fl’  6'  a'  b‘ 

ou  bien 

(x'+x"}x  , {r'+r")r_xx‘'  , .r'r'  . . 

«’  b’  ~ fl’  6’ 

En  y faisant  x' = x“,  y' —y",  on  en  déduit  pour  l'équation 
de  la  tangente 

xx'  yy'  _ 

a’  />’  ~ ■ 

(ietle  démonstration  est  indépendante  de  l’angle  que  font  entre 
eux  les  axes  de  coordonnées.  Lorsqu’on  prend  pour  axes  un 
système  de  diamètres  conjugués,  le  coefficient  de  xy  dans 
l’équation  de  la  courbe  est  nul  (H3);  les  coefficients  de  x et 
de  T- sont  nuis  aussi,  puisque  le  centre  est  pris  pour  origine, 
et  si  a'  et  b'  sont  les  segments  déterminés  sur  les  axes  de  co- 
données, l’équation  de  la  courbe  devient  (160) 
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Cl  celle  de  la  langenle  est  encore 

xx'  ^ yr'  _ 


169.  L’équation  de  la  polaire  du  point(2:',  >•'  ),  c’est-à-dire  de 
la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
par  (x',  >•'),  estde  même  forme  que  celle  de  la  tangente  (88,  89); 
elle  est  donc 


xx' 

a' 


ou 


xx' 

0^ 


rr 

b'' 


suivant  qu’on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  la 
courbe  on  un  système  de  diamètres  conjugués. 

En  particulier,  l’équation  de  la  polaire  d’un  point  de  l’axe 

XX* 

des  X est  -^  = i.  Pour  construire  la  polaire  d’un  point  P,  il 

faudra  donc  mener  le  diamètre  PC  passant  par  ce  point  ( C étant 
le  centre  de  la  courbe),  et  trouver  sur  ce  diamètre  un  point  P' 
tel,  que  le  rectangle  CP.CP'  soit  égal  au  carré  n’’  i^u  demi- 
diamètre  : la  parallèle  menée  par  P'  au  diamètre  conjugué  de  a' 
sera  la  polaire  cherchée.  Cette  construction  démontre  de  nou- 
veau ce  théorème  du  n"  IV.’i  : La  tangente  menée  à l'extré- 
mité d’un  diamètre  est  parallèle  à son  diamètre  conjugué. 


EXERaCES. 

I.  Trouver  la  condition  pour  que  Xx  -+■  = i soit  tangente  à la 

. x'  »•’ 
courbe  — , -t-  Vî  = i . 

« ü' 

En  comparant  leséquations  ix-t- fi  1=  I et  ■+-  ~ i,  on  trouve 

x'=  i«’,  r'=fi/>’; 

d’où  la  condition  cherchée 

O»).’-,-  //fi’=  I. 

II.  Trouver  l’équation  des  tangentes  menées  à la  courbe  par  (x',  y’)  (92). 
Réponse. 
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III.  Trouver  l’angle  f compris  entre  ces  tangentes. 

Lorsqu’une  équation  du  deuxième  degré  représente  deux  droites,  l’é- 
quation ebtenue  en  égalant  à zéro  ses  trois  termes  du  deuxième  degré 
est  celle  de  deux  droites  menées  par  l’origine,  parallèlement  au  deux  pre- 
mières : l'angle  y dépend  donc  seulement  des  trois  termes  du  deuxième 
degré  de  l’équation  des  tangentes.  En  développant  i ce  point  de  vue 
l’équation  de  l’Exercice  II,  on  obtient  (71) 


IV.  Trouver  le  lieu  de  l’intersection  des  tangentes  qui  se  coupent  à 
angle  droit. 

En  égalant  à zéro  le  dénominateur  do  la  valeur  de  lang  y,  on  trouro 

x’  -e  = ti'  -t-  h', 

équation  d’un  cercle  ayant  même  centre  que  l’ellipse. 

Le  lieu  de  l’intersection  des  tangentes  qui  se  cou|ient  .sous  un  angle 
donné  est  en  général  une  courbe  du  quatrième  degré. 

170.  Trouver  Téqtialion,  pur  rapport  aux  axes,  du  diamètre 
conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  (x'.  f')  de.  la  courbe. 

Le  diamètre  passant  par  l’origine  est  parallèle  { 109)  à la  tan- 
gente menée  par  le  point  (j;',  )•');  son  équation  est  donc 

xx' 

h '-i — = O. 


Si  5 et  V sont  les  angles  (jiie  font  avec  l’a\e  des  x le  diamètre 
primitif  et  son  conjugué,  on  aura  évidemment 

tangO  = --; 

d’ailleurs,  d’après  l’équation  du  diamètre  conjugué  (21  ),  ou  a 

/;=  x' 


tang^'  = — 


«'  y 


par  suite. 


lang  0 lang 0'  = 


a' 
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Celle  relaiion  aurail  pu  se  déduire  de  celle  du  n"  H3.  Dans 
le  cas  de  l’hyperbole,  elle  devieni  ( 168) 

r r, 

langO  langy  = — • 


171.  Puisque  dans  l'ellipse  langO  langO'  esl  négalif  lors- 
qu'un des  angles  9,  V eslaigu,  c’esl-à-dire  quand  sa  langenle  esi 
posilive,  l’aulre  angle  0',  0 csi  obius,  puisque  sa  langenle  esl 
négalive;  donc,  dans  l'ellipse,  deux  diamètres  conjugués  ne 
^ peuvent  jamais  être  situés  d'un  même  côté  du  petit  axe, 
puisque  ce  pelil  axe  correspond  à 0 = go”. 

Dans  l’hyperbole,  au  coniraire,  langOlangO'  esl  positif;  par 
suite,  9 el  9'  sont  tous  deux  aigus  ou  tous  deux  obtus.  Donc, 
dans  l' hyperbole,  deux  diamètres  conjugués  se  trouvent  tou- 
jours d’un  même  côté  de  l'axe  conjugué.  Quand  tang9  esl 

plus  pelil  que  tang9'  esl  plus  grand;  el  comme  (167)  le 

diamètre  correspondant  à l’angle  dont  la  langenle  esl  ^ esi 

l’asymptote  qui  (167)  sépare  les  diamètres  rencontranl  la 
courbe  de  ceux  qui  ne  la  renconlrenl  pas,  on  voit  que,  dans 
l'hyperbole,  lorsqu'un  diamètre  rencontre  la  courbe  en  des 
points  réels,  son  conjugué  ne  la  rencontre  pas.  On  reconnaît 
en  même  temps  ipie  chaiiuc  asymptote  peut  être  considérée 
comme  étant  son  diamètre  conjugué  à elle-mèine. 


172.  Trouver  les  coordonnées  x",  y”  de  l'extrémité  du  dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  passe  parle  point  (x',)')  de  la 
courbe. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  résoudre,  par  rapport  à or  et  y,  les 
équations  de  la  courbe  eldu  diamètre  conjugué 


xx' 

~(é 


En  substituant  successivemenl  dans  la  seconde  les  valeurs 
de  X el  de_)‘  Urées  de  la  première,  on  trouve  sans  difficulté 


a 


b 


a 
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173.  Exprimer  les  longueurs  du  diamètre  {a')  et  de  son  con- 
jugué {b')  en  fonction  de  l'abscisse  de  l'extrémité  du  premier. 

1“  On  a 

n'’  = x'^ 

mais 

donc 

fl' A» 

a’'  = A’  H .r'’  = A'  -4-  e’  x''. 

a’’ 


2"  On  trouverait  de  même 


b'>- 


donc 

On  déduit  de  là 


A'>  = «’  — e’  x'\ 
a'  -h  b'  ~ + A'’. 


La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse  est  constante  (to9,  Ex.  III). 


17V.  Dans  l'hyperbole,  il  faut  changer  les  signes  de  A’  et  A'’. 
On  a alors 


fl"  — A'-=  rt’  — A’. 


La  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
hyperbole  est  constante. 

Si,  dans  une  hyperbole  a ^ b,  son  équation  devient 


x’  — y'  — 0’, 

et  l’hyperbole  est  dite  équilatère. 

Le  théorème  précédent  montre  que,  dans  une  hyperbole 
équilatère,  un  diamètre  quelconque  est  égal  à son  conjugué. 
Les  asymptotes  de  l' hyperbole  équilatère  forment  un  angle 
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droit,  puisqu'elles  sont  données  par  l’équalion 

æ’  — y'  = O. 

Aussi  appelle-t-on  souvent  l’hyperbole  équilatère  ; hyperbole 
rectangulaire. 

La  condition  pour  que  l’équation  générale  du  deuxième 
degré  représente  une  hyperbole  équilatère  est  a = — b;  elle 
exprime  en  effet  {T*)  que  les  asymptotes  {ax'  ■+■  2/1  xy  -t-  6y’) 
forment  un  angle  droit.  D’ailleurs,  si  l’hyperbole  est  rectangu- 
laire, elle  est  équilatère,  puisque  ( 167  ) la  tangente  de  la  moitié 

de  l’angle  compris  entre  les  asymptotes  est^t  et  comme  cet 
angle  est  de  45  degrés,  on  a 6 = a. 

175.  Trouver  la  distance p du  centre  à la  tangente  en  (x',y'). 

La  distance  de  l’origine  à la  droite 

.rx'  y y' 
a' 


a pour  expression  (23) 


I ah 


mais  nous  savons  (173)  que 


donc 

ab 

P = -F- 

176.  Trouver  l'angle  9 compris  entre  deux  diamètres  conju- 
gués. 

L’angle  9 compris  entre  deux  diamètres  CP,  CP'  {Jig.  5t)) 
est  égal  à l’angle  CPT  compris  entre  l’un  d’eux  CP  et  la  tan- 
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gonlc  PT  parallèle  à l’autre  CP'.  Mais  CT  élanl  la  pcrpcndi- 


Fig.  5g. 


culaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente,  on  a 


donc 


sinCPT  — — a ■ 

CP  “ « ’ 


si  11  9 — 


ab 
a'  b' 


L’équation  n'6'sin9  = fl/i  montre  que  l'aire  du  triangle 
formé  en  joignant  les  extrémités  de  deux  diamètres  conju- 
gués d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  est  constante  (159, 
Ex.  II J. 


177.  La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
d’une  ellipse  étant  constante,  leur  rectangle  est  maximum 
lorsqu’ils  sont  égaux,  et  siii9  est  alors  un  minimum  : donc 
les  angles  aigu  et  obtus  compris  entre  deux  diamètres  con- 
jugués égaux  sont  respectivement  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  des  angles  f|ue  peuvent  former  deux  diamètres  con- 
jugués. 

La  longueur  des  diamètres  conjugués  égaux  s'obtient  en 
faisant  a'  = b'  dans  la  relation  a"‘  4-  è'*  - u’  4-  b',  alors  est 
la  moitié  de  o’  4 b'  : donc 

9 ab 


L’angle  que  ces  diamètres  font  avec  l'axe  des  x se  déduit  de 
l’équation 

tang5tang(/'  = 

en  y faisant  tangS  = — tang  9',  puisqu’ils  font  des  angles  égaux. 
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mais  de  signes  contraires,  avec  l’axe  des  jt(162).  On  trouve 
ainsi 

taneO  = -• 
a 

Si  donc  (167)  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  mêmes 
axes  en  grandeur  et  en  position,  les  asymptotes  de  riiyper7 
bole  coïncident  avec  les  diamètres  conjugués  égaux  de 
l’ellipse. 

L’équation  générale  de  l’ellipse,  rapportée  à deux  diamètres 
conjugués  { 168),  devient  x'  -t- j*=  lorsqu’on  y fait  «'=  b\ 
autrement  dit  lorsqu’on  la  rapporte  aux  diamètres  conjugués 
égaux.  Elle  prend  alors  la  même  forme  que  l’équation  du 
cercle  x’-i-j-*=  r’,  mais  les  axes  de  coordonnées  sont 
obliques. 

178.  Exprimer  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  une  tangente  en  fonction  des  angles  que  cette 
perpendiculaire  fait  avec  les  axes. 

Soient  (y, y^')le  point  de  contact  de  la  tangente,/»  la  longueur 
de  la  perpendiculaire,  cl  a l’angle  qu'elle  fait  avec  l'angle  des  x. 
Pour  mettre  l’équation 

xx'  rr’  _ 

"F"  ■“  ' 

sous  la  forme  a:cosa  -t-_rsina  —p  (23),  il  suffit  d'y  faire 

x' cos  a r' sina_ 

fl’  P ’ b’  P ' 

et  si  l’on  substitue,  dans  l’éi|uation  de  la  courbe,  les  valeurs 
de  x'  ei_/  ' qu’on  en  tire,  on  trouve 

/»’  = fl’  cos’ a 4-  è’sin’a  { " ). 

L’équation  de  la  tangente  prend  alors  la  forme 

X cos  a -4-/  sina  — y «l’cos’a  -t-  b'  sin’a  = o, 

La  distance  du  point  (x',  >■')  à la  tangente  est  donnée  par 

(■)  De  mime  p'  = a'’cos’«-e  « cl  cUnl  les  angles  que  la  per- 

pendiculaire rail  avec  deux  diamètres  conjugues. 
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yrt’cos’a  -t-  6’siii’a  — x'cosa  —y'  sina, 

pourvu  que  l’on  considère  celle  distance  comme  positive 
lorsque  le  point  se  trouve  du  même  côté  de  la  tan- 

gente que  l’origine. 

EXERCICE. 

Trouver  le  lieu  do  l'intersection  des  tangentes  qui  se  coupent  à angle 
droit. 

Soient  />,  //  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  ces  tangentes, 
on  a 

= n’ cos’a -t- ê’ sin’a,  sin’x  + i’ cos’a,  n’-i- ê’. 

Mais  le  carré  de  la  distance  du  centre  à l’intersection  do  deux  droites 
qui  SC  coupent  à angle  droit  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  distances 
de  ce  centre  aux  droites  elles-mêmes.  La  distance  do  ce  point  d’inter- 
section au  centre  est  constante,  et  le  lieu  cherché  est  un  cercle  (109, 
Ex.  IV). 

179.  Les  cordes  qui  joignent  les  extrémités  d’un  diamètre 
à un  point  de  la  courbe  s’appellent  cordes  supplémentaires. 

Les  diamètres  parallèles  à un  système  de  cordes  supplé- 
mentaires sont  conjiifrués. 

Considérons  le  triangle  formé  en  joignant  les  extrémités 
d’un  diamètre  AB  à un  point  D de  la  courbe,  puisque  la  droite 
menée  par  les  milieux  de  deux  côtés  est  parallèle  au  troisième, 
le  diamètre  de  la  corde  AD  sera  parallèle  à BD,  et  celui  de  la 
corde  BD  sera  parallèle  à AD.  On  peut  démontrer  analytique- 
ment ce  théorème  en  formant  les  équations  de  AD  et  de  BD, 
et  en  montrant  que  le  produit  des  tangentes  des  angles  que 

font  ces  cordes  avec  l’axe  des  x est  égal  à -• 

a’ 

Nous  pouvons  maintenant  construire  géométriquement  deux 
diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  donné.  Si  l’on 
décrit  en  effet  sur  un  diamètre  un  segment  capable  de  l’angle 
donné,  on  aura,  en  joignant  aux  extrémités  de  ce  diamètre  les 
points  où  ce  segment  coupe  la  courbe,  deux  cordes  supplé- 
mentaires qui  seront  parallèles  aux  diamètres  cherchés. 
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EXERCICES. 


I.  U’S  langentos  menées  aux  exlrémités  d'un  diamètre  sont  parallèles. 
I.eurs  équations  sont  en  effet 


Ce  théorème  peut  aussi  so  déduire  du  n°  I iC,  en  remarquant  que  le 
centre  est  le  j>ôle  de  la  droite  située  à l’infini  (IM). 

II.  Une  tangenle  quelconque  menée  à une  section  conique  à centre  dé- 
termine sur  deux  tangentes  fixes  et  parallèles  des  segments  dont  le  rec- 
tangle est  constant  et  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à ces  tan- 
gentes fixes. 

Prenons  pour  axes  le  diamètre  b'  parallèle  aux  tangentes  et  son 
conjugué  les  équations  de  la  courbe  et  do  la  tangente  variable  seront 

Jt*  l’  xx' 

^75  (T'  " ' ’ 77"^  ' • 


En  faisant  alternativement  x = «',  x = — «'  dans  la  deuxième  équa- 
tion, on  trouve  pour  les  segments.)-  déterminés  sur  les  tangentes 


Leur  produit 


se  réduit  à è”  lorsqu’on  exprime  que  le  point  (x',  .v'j  est  sur  la  conique. 

III.  Le  rectangle  des  segments  de  la  tangenle  variable  (Ex.  II)  est  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  qui  lui  est  parallèle. 

Le  rapport  entre  le  segment  déterminé  sur  une  des  tangentes  parallèles 
et  le  segment  adjacent  de  la  tangente  variable  est  le  même  que  relui  des 
diamètres  pa  rallèles  à ces  tangentes  (149);  donc  le  rapport  du  rectangle 
des  segments  des  tangentes  fixes  au  rectangle  des  segments  de  la  tangenle 
variable  est  égal  à celui  des  carrés  des  diamètres  i>arallèles  aux  tangentes  : 
le  premier  rectangle  étant  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle,  le 
second  sera  aussi  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à la  tangente 
variable. 

IV.  Le  rectangle  des  segments  déterminés  sur  une  tangente  par  deux 
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iliamôlres  conjugués  est  égal  .lu  carré  du  dcmi-diamélre  parallèle  à la 
tangenle. 

Prenons  pour  axes  le  diamètre  parallèle  à la  tangente  et  son  conjugué  : 
les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  étant  ( 170) 


>•'  xx'  rv‘ 


les  segments  qu’ils  déterminent  sur  la  tangente  s'ubtiendront  en  y fai- 
sant X ~ Nous  aurons  ainsi 


le  rectangle  de  ces  segments  est  évidemment  //'. 

Nous  aurions  pu,  en  suivant  la  même  marche,  donner  une  démonstra- 
tion purement  analytique  du  théorème  de  l'Ex.  III. 

On  déduit  de  là  que  les  diamètres  passant  par  les  points  d'intersection 
d'une  tangente  avec  deux  tangentes  [«rallèles  sont  conjugués. 

V.  Étant  donnés,  de  grandeur  et  de  |X)sition,  deux  diamètres  conju- 
gués 0«,  Où  d’une  conique  à centre,  déterminer  les  axes. 

La  construction  suivante  est  fondée  sur  le  théorème  de  l’Kx.  IV.  Par 
l’extrémité  n (^g.6o)  d'un  des  diamètres,  menons  une  parallèle  AB  à l’autre; 

Fi(j.  <>o. 

, _p 


y 

/ 


cotte  parallèle  est  tangente  à la  conique.  Sur  On  prenons  un  point  P 
(dans  le  sens  On  pour  l’ellipse,  dans  le  sens  nO  pour  l'hyperbole)  tel, 

que  On.aP  = Oé  , et  décrivons  un  cercle  passant  par  OP,  cl  ayant  son 
centre  C sur  la  droite  AB;  les  droites  OA  et  OB  seront  les  axes  de  la 
courbe.  En  elTel,  puisque 

An.nB  = On.nP  = Oi  , 

les  droites  OA  et  OB  sont  des  diamètres  conjugués,  cl  comme  AB  est 
un  diamètre  du  cercle,  l’angle  AOB  qu’elles  comprennent  est  un  angle 
droit. 
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VI.  On  donne  doux  diamélres  ; de  l’exlrémilé  <lo  l’un  on  abaissai  une 
ordonnée  sur  l’autre  : démontrer  que  les  deux  triangles  ainsi  formés  sont 
équivalents. 

VII.  Étant  donnés  deux  diaméires,  par  l'extrémité  de  l'un  on  mène  une 
langenle  jusqu'à  l'autre  ; prouver  que  l'on  forme  ainsi  deux  triangles  équi- 
valents. 

ÿ lll.  — Nobmai.f.. 

180.  (Jn  appelle  normale  à une  roiirbe  la  perpendiculaire 
menée  à la  ungente  par  le  point  de  contact. 

Pour  trouver  l’cqualion  de  la  normale  à l’ellipse  au  point 
(.r',  )•'),  il  sufftt  donc  de  former,  d’après  le  n”  iPi,  l’é‘quation 
de  la  perpendiculaire  menée  par  (ar',  _r')  à la  tangetitc 


Ou  trouve  ainsi 


ou  bien 


xx'  rr' 

a‘  b' 


I . 


«■ 


fl-  X b‘r 

x'  r' 


,.i  représi'titant,  suivant  l’usage  (101),  la  quantité  {«  ■-  è^). 

I.e  segment  CN(  ^^.(>i)  déterminé  par  la  normale  PN  sur 
l'axe  des  x 

Fig.  Cl. 


R 


^ P 


s’obtient  en  faisant  r=o  dans  l’équation  précédente,  ce  (|ui 
donne 

CN  = — x'z=e’x'. 
o’ 

On  peut  dès  lors  mener  une  normale  à l’ellipse  par  un  point  N 
^jris  sur  l’axe,  puisque  de  la  valeur  de  CN  on  peut  déduire 
l’abscisse  x'  du  point  de  la  courbe  par  lequel  passe  cette  nor- 
mal e. 

i(> 
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I.»'  cercle  peut  èlre  considéré  comme  une  ellipse  dont  l’ex- 
cpiitricilé  est  nulle,  puisque  c’  = n’  — /*%  et  que,  dans  ce  cas, 
= h'\  le  segment  CN  est  alors  conslammeiil  nul  : donc 
toutes  les  normales  menées  à un  cercle  passent  par  le  centre. 

181.  Le  segment  MN  de  l’axe  des  x compris  entre  la  nor- 
male l’N  et  l’ordonnée  PM  s'appelle  la  sous-normnle.  D'après 
le  n“  180,  la  longueur  MN  de  celle  sous-normale  est 

c*  é’ 

MN=x'-  - 

a'  rt’ 


La  normale  divise  donc  l’abscisse  en  deux  segments  dont  le 
rapport  est  constant. 

Le  segment  MT  de  l’axe  des  x compris  entre  l’ordonnée  PM 
et  la  tangente  PT  au  point  P est  la  sous-tangenle. 

-, 

Comme  CT  = — ( 169),  la  sons-tangente  a pour  valeur 

X X’ 

La  longueur  de  la  normale  PN  a pour  expression 


pn’ 


pm’  -+-mn’ 


Mais  en  désignant  par  //  le  demi-diamètre  conjugué  de  CP, 
la  quantité  comprise  entre  parenthèses  est  égale  à //’  (173); 
on  aura  donc 


A 


a 


Si  l’on  prolonge  la  normale  jusqu’à  sa  rencontre  N'  avec  le 
petit  axe,  on  trouve  de  même 


PN'  = 


~b' 


Donc  le  rectangle  des  segments  PN,  PN'  déterminés  parles 
axes  sur  la  normale  en  un  point  P est  égal  au  carré  du  demi- 
diamétre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  P. 


Digitized  by  Google 


DE  l’ellipse  et  DE  l’hVPEHBOLE.  s43 

On  sait  (175)  que  la  distance  p du  centre  à la  tangente  est 
donnée  par  la  relation  p—~  : donc  te  produit  de  la  normale 
par  la  distance  du  centre  à la  tansente  est  constant  et  t“'al 

” O 

au  carré  du  demi-petit  axe. 

La  longueur  de  la  normale  en  fonriion  de  l’angle  a.  qu’elle 
fait  avec  l'axe  des  x a pour  expression  (178) 


/>’ 

^«’cos’a  ■+■  ft'sin’a 


rt  ( I — e’  ) 

V”  • — e’sin’a 


EXEHCICES. 

I.  Mener  par  un  point  donné  (.r'.  r')  une  normale  à une  ellipse  ou  à 
une  hyperbole. 

Soit  (X,  Y)  le  point  de  la  courbe  par  où  passe  la  normale;  l'équation 
de  la  normale  sera  alors 

irx\  — l)\y\  = ë^XvJ 
et,  puisqu'elle  passe  par  (x',  /'),  on  aura 

n’x'V-A’/'X  = <>Xy. 

Ix‘3  points  de  la  courbe  dont  les  normales  passent  par  {x',y)  sont  donc 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'hyperbole 

léx'r — Ij'r'x  — 

II.  Si,  par  un  point  donné  d’une  conique,  on  mène  deux  cordes  faisant 
entre  elles  un  angle  droit,  la  corde  joignant  leurs  extrémités  pas^ra  par 
un  point  fixe  de  la  normale  au  point  donné. 

Prenons  [K)ur  axes  la  tangente  et  la  normale  au  point  donné.  L'équa- 
tion do  la  conique  sera  alors 

rt  j’  -h  ihxy  -+■  hy  -I-  if  y = o, 

car  c doit  être  nul  puisque  l’origine  est  un  point  de  la  courbe,  et  g est 
nul  (144)  parce  que  l’axe  des  x,  dont  l'équation  est  ^ = o,  est  tangent 
i la  courbe.  Soit 

x’-e  ipxy  -I-  = O 

l’équation  de  deux  droites  menées  par  l'origine;  multipliant  celte  équa- 

i6. 
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lion  par  «,  i*l  la  relranrlianl  de  celle  de  la  wurlie,  nous  Irouvoiis 
a (/i  — np ) xy  -y-  {h  — /u/  ) ,r ’ '\fr  ~ o. 

(Vue  ('“qualion.  qui  est  celle  ( tO)  d’un  lien  passant  par  les  points  d'intersec- 
tion des  deux  droites  et  de  la  conique,  se  décompose  en  deux  : 

y - O,  i[/i  — ftp)  .T  -r  {!)  — <■"/). 1 +-  'if  - O ; 

la  première  représente  l'axe  des  x laiifient  à la  courbe,  et  la  seconde 
la  corde  joignant  les  extrémités  des  deux  droites. 

Le  |K)iiil  où  celte  corde  rencontre  la  normale  (c'est-à-dire  l'axe  des  ) 
est  défini  par  la  relation 

Mais  si  les  droites  menées  par  l'origine  se  roii|Mml  à angle  droit,  on  a 
f/ — ~ I (7i),  et  ta  longueur  du  segment  déterminé  sur  la  normale  est 
constante,  puisque 


Si  la  courbe  est  une  hyperbole  équilatère  « r-  l>  = o,  la  l orde  est  con- 
stamniimt  parallèle  à la  normale.  Donc,  si  par  un  point  d'une  byperlKile 
équilatère,  on  mène  deux  cordes  formant  un  angle  droit,  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  la  corde  joignant  leurs  extrémités  est  tan- 
gente à la  courbe. 


III.  Trouver  les  coordonnées  de  l'intersection  des  tangentes  aux  |K)iiits 

Les  coordonnées  x et  y de  l'intersection  des  droites 
xx'  rr'  xx"  11' 

n*'  ^ IF  ^ IF  ' 


sont 


.r  - 


r’-r'-'i-'x" 


y’x'—  y'x" 


IV.  Trouver  les  coordonnées  .r  et  _i  de  1 intersection  des  normales  me- 
nées aux  points  {x‘,  y'},  (x", 


Réi>. 


- Fjx'x’X 

rt‘ 


- - 


(•)  (ie  Iheorùmo  rst  encore  vrai  si  Ips  droitos  sont  menées  de  lello  sorlp, 
qiio  le  produit  des  Ut)f;entes  des  qu*elles  font  avec  la  normale  soit  roii- 

stant;  car  alors  a est  ronsUnl,  <*t  par  suite  le  serment  — (*st  cuiistaiit. 

au  •—  o 
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X et  Y clanl  les  coordonni^cs  île  rinterseelion  des  Uiif:enles  Irouvée.s  é 
l'Ex.  iiréiuklciit. 

Ij's  valeurs  de  X el  Y peuvent  se  mettre  sous  une  autre  forme,  puis- 
ipi'cn  rnmbinant  les  »V|uations 


on  trouve 


Donc 

’ .r'-l-.e' 

On  [M'iil  encore  écrire 


,j  + a 
<t‘  h' 


.r'e- /'  _ 

.r'.r* 

«•  1>‘ 


Jt  IV.  — Foyers  et  directrices. 

I8‘2.  On  appelle  foym  d’une  ellipse  deux  points  F,  F' 
{Ji{’.67.)  situés  sur  le  grand  axe,  el  egalement  distants  du 

Fli;.  (il. 

" T 

f . B 


centre  (i  de  la  <|uantité 

4 

± y/o’  — A’  = ± e. 

Les  foyers  d’une  hyperbole  sont  situés  sur  l’axe  iransverse 
et  également  distants  du  centre  de  la  quantité 

rb  v«‘  -+-  A’  = ± f. 

Exprimer  la  distance  d'un  point  de  l'ellipse  au  foyer. 

Le  carre  de  la  distance  FP  d’un  point  P {x',y')  au  foyer  F 
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dolU  les  .coordonnées  sont  x.=  ■+■  f,  .»•=  o a pour  expression 
FP  = (x’  — c )*  + y!^==  x'’  — I ex'  -I-  f’. 


Mais  (173) 


x’’ + r '“  = 6' + e’x'’  et  .ft’ -4- 


donc 


FP  — //’  — »éx'  -4ï-e’x'’, 
et  coinnii*  c = <ie,  il  vient  en  définitive 
FP  --  a — e.r’. 


Nous  rejetons  la  valeur  ex'  — a obtenue  en  donnant  l’autre 
signe  à la  racine  carrée;  carx'  étant  toujours  plus  petit  (jue  a, 
et  e plus  petit  que  i,  la  quantité  (ex'—  a)  est  constamment 
négative.  Cette  valeur  ne  saurait  donc  convenir  dans  le  cas 
actuel,  où  nous  n'avons  pas  à considérer  la  direction  du  ravon 
vecteur  FP,  mais  seulement  sa  grandeur  absolue. 

Pour  trouver  la  distance  F' P du  point  (x',  j')  à l'autre  foyer, 
il  suffit  de  changer  le  signe  dp  c dans  les  formules  préccWlentes; 
par  suite 

F' P = n + ex'. 


Si  l’on  ajoute  ensemble  les  valeurs  de  ces  distances,  on  a 
FP  -f-  F'  P 2rt. 

Donc  In  somme  des  distances  d'un  point  d’une  ellipse  aux 
foyers  est  constante  et  ép^ale  au  grand  axe. 

183.  En  appliquant  la  méthode  précédente  à l'hyperbole, 

3 

nous  obtiendrons  la  même  valeur  pour  FP  ; mais  en  extrayant 
la  racine  carrée,  nous  prendrons  le  signe  contraire,  parce 
que,  dans  l’hyperbole,  x'  est  toujours  plus  grand  que  a,  et  e 
plus  grand  que  i,  et  que,  par  suite,  la  quantité  a — ex'  est 
constamment  négative.  Nous  aurons  donc,  pour  le  rayon  vec- 
teur dans  l'hyperbole. 


FP  — ex'  — «; 
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F' P = ex'  -f-  a; 

F' P - FP  =2  0. 


247 


La  différence  des  distances  d'un  point  d'une  hyperbole 
aux  foyers  est  constante  et  éj^ale  à l'axe  transcerse. 

Dans  les  deux  courbes,  le  produit  des  distances  d’un  point 
au  foyer  ± (o’  — e’‘x‘‘)  est  égal  au  carré  />’’  du  demi-diamètre 
conjugué  de  celui  qui  passe  par  ce  point  ( 173). 

18i.  On  peut  démontrer  la  réciproque  des  théorèmes  pré- 
cédents en  cherchant  le  lieu  du  sommet  d’un  triangle  dans 
lequel  on  donne  la  base  2c,  et  la  somme  ou  la  différence  20 
des  deux  autres  cotés. 

En  prenant  le  point  milieu  de  la  base  pour  origine,  la  hase 
pour  axe  des.r,  et  une  perpendiculaire  pour  axe  des  >•,  l’équa- 
tion du  lieu  sera 

v'.r’  -h  {c  -h  xy  ± )/y’  + {c  — x)'  — 20, 
ou,  en  réduisant, 

1 ■- = I . 

a^  a'  — c‘ 

Si  l’on  donne  la  somme  des  côtés,  a est  plus  grand  que  c, 
puis(]ue  la  somme  des  côtés  est  plus  grande  <jue  la  base  : le 
coefficient  de  r’’  est  positif  et  le  lieu  est  une  ellipse. 

Si  l’on  donne  \?i  différence,  a est  plus  petit  quec,  le  coeffi- 
cient de  y’  est  négatif  et  le  lieu  est  une  hyperbole. 

18.).  I .es  théorèmes  précédents  permettent  de  décrire  d’un 
mouvement  continu  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Si  les  extrémités  d’un  fil  sont  attachées  en  deux  points  fixes 
F et  F',  il  est  évident  )|u’une  pointe  qui  se  mouvra  le  long 
du  fil  en  le  tendant  constamment  décrira  une  ellipse  dont 
les  foyers  seront  F et  F',  et  dont  le  grand  axe  sera  égal  à la 
longueur  de  ce  fil. 

Pour  décrire  une  hyperbole,  fixons  une  règle  en  un  point  F, 
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(le  inuiii(;rc  fiu’ellc  puisse  lourner  amour  de  re  poiiil,  el  alla- 
rlions  un  iil  d’une  pari  en  F',  de  l’aulre  à un  point  H de  la  rt'gle, 
on  le  l'aisnnl  passer  dans  un  anneau  P (Ji{i-  63);  le  point  !'  (U;- 

Ki|;.  t’.T- 

V' 

■* 

r 

r'ol 

('rira  uiu!  hvperbole  lors(|u’on  fera  tourner  la  règle  et  glisser 
l'anneau  en  tendant  le  Iil.  En  effet,  F'P  H-  PK  étant  ronstant, 
il  en  est  de  même  de  FP — F"' P.  Les  points  F et  F’  sont  les 
füjers  de  l’hyperbole  dont  l’axe  iransverse  est  égal  à la  difh*- 
rence  de  longueur  du  fil  et  de  la  règle. 

186.  La  polaire  d’un  foyer  s’appelle  dircvlrice  de  la  section 
coni(jue.  La  directrice  est  donc  { 189)  perpendiculaire  au  grand 

• ■ J.  1 «’■  . 

a\(‘  el  siiuee  a une  distance  ± — du  centre. 

c 

La  distance  d’un  point  de  la  courbe  .à  une  directrice  est 

rt’  , a , , , 

X — — (</  — e.r  ) — — (a  ~ ex  )', 

d’ailleurs,  celle  de  ce  point  au  foyer  correspondant  est  n — c.r'  : 
donc  Ut  dislance  d’un  point  de  la  courbe  au  foyer  est  dans  le. 
rapport  constant  de  e à i avec  sa  distance  à la  directrice. 

Réciproquement , on  peut  délinir  une  section  conique 
comme  le  lieu  d’un  point  tel,  (luc  sa  distance  à un  point  fixe 
foyer)  soit  dans  un  rapport  constant  e : i (fig.  64)  avec  sa 

Fip.H'i. 


distance  .à  une  droite  fixe  (directrice).  L’est  même  sur  celle 
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dénnitioii  que  plusieurs  géomètres  ont  basé  la  théorie  des  sec- 
tions coniques. 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  x,  et  soient  x',  )•'  les 
coordonnées  du  point  fixe,  e le  rapport  constant;  l’équation 
du  lieu  sera 

et  représentera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole, 
suivant  que  e sera  inférieur,  supérieur  ou  égal  à l’unité. 


EXERCICE. 

Si  une  cüiirbo  est  telle,  que  la  distance  p d’un  quelconque  do  ses  poiols 
(jr,  y)  h un  point  (i\o  puisse  s’exprimer  [lar  une  fonction  rationnelle  et 
linéaire  des  coordonnées  cette  courbe  est  une  section  conique  ayant 
le  point  fixe  pour  foyer  (*). 

(ielle  distance  p peut  s'exprimer  par 

P A J' -H  B > C, 

et  comme  A.c  -t-  Bj-  -t-  C est  proportionnel  à la  distance  du  point  {x,  y) 
à la  droite  (A.c  -i-  B,)'  h-  C = oj,  cette  équation  exprime  que  la  distance 
d'un  point  (a*,  de  lu  courla^  au  point  fixe  est  dans  un  rapport  con- 
stant avec  sa  distance  à une  droite  fixe. 

187.  Trouver  la  distance  FT  du  foyer  F à une  lansente  PT 
(Jig.  62). 

1.8  distance  du  foyer  F(-t-  c,  o)  à la  tangente  PT,  dont  l’é- 

X X*  y*  y*  ^ 

quation  est  -4-  = 1,  a pour  expression  (.’li) 

ex' 


/ x"  ' ' >•’> 

Mais(17.'>)  

X * V ’ // 

a*  b*  <tb 


(•)  O*  Cnnidiruttc  (•eomrtrYt  |>.85. 


/ 

\/ 
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kt=‘(„-,^)=‘fp. 


On  trouver.iil  de  la  même  manière 


VT  = ~ [a  ex‘)  = ~ 
0 h 


d'uii 


|iniM|ne 


FT.F'ï'^è, 
«'  — x'*  ::  6'". 


Le  produit  des  distances  des  foyers  à une  tunjj^ente  est  con- 
stant et  é^al  au  carré  du  demi-petit  axe. 

('elle  iiropriélê  est  rommune  à l’ellipse  et  à l’hyperbole. 


188.  Lu  tangente  TV  fait  des  angles  éj^aux  avec  les  rayons 
vecteurs  PF,  PF',  qui  vont  du  point  de  contact  P aux  deux 
foyers  F et  F'  {.Jip;.  6'J,  <>5). 

On  a 


FP 


h 

Â’’ 


mais 


n- 

F P 


= sinFP’I'. 


Le  sinus  de  l’angle  que  le  rayon  vecteur  FP  fait  avec  la  tan- 

gwite  TT'  est  ainsi  égal  à un  calcul  analogue  conduirait  à 

la  même  valeur  pour  le  sinus  de  l’angle  F' P T'  que  l’autre 
rayon  vecteur  F' P fait  avec  la  tangente  PT'.  Ces  deux  angles 
sont  donc  égaux.. 

Cette  propriété  est  vraie  pour  l’ellipse  et  l’hyperbole;  mais 


Kii;.  fij. 


\ 


en  examinant  les  fi(r.  6a  et  65,  on  voit  que  la  tangente  à l’ellipse 
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est  la  bissectrice  extérieure  de  l’angle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  allant  du  point  de  contact  aux  foyers,  tandis  que  la 
tangente  à l’hyperbole  en  est  la  bissectrice  intérieure. 

Donc  une  ellipse  et  une  hyperbole  liomofocales  (ayaiM  même 
foyer)  se  coupent  à angle  droit,  c’est-à-dire  de  telle  sorte  que 
leurs  tangentes  respectives  aux  points  d’intersection  soient 
perpendiculaires. 


EXEHCICE.S. 

I.  Démontrer  analytii)iicmcnl  qu’une  ellipse  et  une  ItrpprbOle  lioinofo- 
cak-s  SC  roupeiit  à angle  droit. 

Los  coordonnées  .r',  r'  de  l’intersection  des  conicpies 


satisfont  à la  relation 

) r'>  (*>_//>)," 

obtenue  en  retranchant  la  deuxième  érpiation  de  la  première.  Mais  si  les 
coniques  sont  homofocales  - Ir—  h'',  et  alors  la  relation  devient 

x”  y'»  _ 

«’«■>  è’//’ 

ce  qui  est  la  condition  (‘.12)  pour  que  les  deux  UingenU'S 
' .r.r'  rr'  .Tx'  )•>' 

soient  perpendiculaires. 

II.  Trouver  la  distance  du  rentre  à la  tangente,  estimée  parallèlement 
à l’un  des  rayons  vecteurs  allant  du  point  de  contact  aux  foyers. 

Elle  s'obtient  on  divisant  la  distance  ^ du  centre  à 1a  tangente  par  le 

sinus  ^ de  l’angle  compris  entre  le  rayon  vecteur  et  la  tangente;  elle 
est  donc  égale  à a. 

III.  Vérifier  que  la  normale,  qui  est  la  bissectrice  de  l'angle  compris 
entre  les  rayons  vecteurs  focaux,  divise  la  distance  des  foyers  en  deux 
segments  pro|>ortionnels  aux  rayons  vecteurs  adjacents. 
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La  distance  du  pied  de  la  normale  au  centre  est  e’x'  (180);  scs  dis- 
tances aux  foyers  sont  donc  c ■+-  e'.i',  c — c’ j- , et  par  suite  res|H!ctive- 
ment  égalts  aux  produits  de  n ■+-  rjr',  a — r.r’  par  r. 

IV'.  Mener  à l'ellipse  une  normale  par  un  [loint  du  (K'til  axe. 

Le  cercle  passant  par  le  point  donné  et  les  deux  foyers  cou|m'  l'ellipse 
en  des  points  qui  appartiennent  aux  normales  cliercliées. 


181).  (Considérons  deux  langonies  PT,  P(  (Jig.  (i(j)  menées 


Hj*.  tüj. 

P 


TV 


à une  conique  à centre  par  le  point  P;  puisque  (187)  le  pro- 
duit des  distances  FT,  F'T'  des  foyers  à une  langenle  PT  est 
constant,  nous  aurons 


FT.F'T'  - F (.F' 
ou 

FT  JVV. 

F(  ” F'T  ' 

FT 

Mais  py  est  le  rapport  des  sinus  dos  angles  partiels  TPF, 

FP/  dclerminé.s  par  la  droite  PF  dans  l’angle  total  TP/;  de 
F'  /' 

meme  5x7^77  est  le  rapport  des  sinus  des  atigics  partiels  t'PF', 

F'PT'  déterminés  par  la  droite  PF'  dans  ce  même  angle  TP/  ; 
donc  les  angles  TPF",  /'PF'  sont  égaux. 

La  tangente  menée  en  P à une  section  conique  passant  par 
ce  point  P et  ayant  F et  F'  pour  foyers  fait  des  angles  égaux 
avec  les  rayons  vecteurs  FP,  F'P  (188);  par  suite  de  ce  qué 
nous  venons  de  démontrer,  celte  tangente  fait  aussi  des  angles 
égaux  avec  les  droites  PT,  P/  : donc  les  deux  tangentes  PT, 
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I*/  nienéfs  à une  conique  par  un  point  P d'une  conique  /lonio- 
focale  sont  également  inclinées  sur  In  tangente  menée  en  P 
à la  deuxième  conique. 


1»0.  7 rouver  le  lieu  des  projections  d'un  foyer  sur  les 
tangentes. 

L:i  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la 
langenle  peut  s’exprimer  en  fonclion  des  angles  ipie  cette 
perpendiculaire  lait  avec  les  axes  en  faisant  dans  la  formule 

P — \^a^  cos' a -I-  le  sin’a  — .r'  cos  a — r'  sin  x 

«lu  n"  178.  x' = c,  >•'  = <>:  on  trouve  ainsi,  pour  l’équation 
polaire  du  lieu. 


ou 


P = cos’a  -h  le  sin'at  — c cosa, 

P -t-  2cp  cosa  ■+■  c'  cos’ a — o’  cos’ a -f-  le  si  n’a; 


par  suite 


p’  -t-  2«-p  cosa  — le. 


C’est  l’équation  polaire  d’un  cercle  (95)  ayant  son  centre  sur 
l’axe  des  x à une  distance  — c du  foyer;  ce  cercle  est  ainsi 
concentriijue  à la  coni(|ue  ; son  rayon  est  égal  à a. 

Donc  la  projection  d'un  foyer  sur  une  tangente  à F ellipse 
ou  ù l'hyperbole  se  trouve  sur  le  cercle  ayant  pour  diamèire 
le  grand  axe  de  l'ellipse  ou  l’axe  transvase  de  l'hyperbole. 

Kéciproquenienl,  si  par  un  point  F (Jig.  (Î2),  on  mène  un 
rayon  vecteur  FT  à un  cercle,  et  une  perpendiculaire  T^’  à FT, 
cette  perpendiculaire  TP  sera  tangente  à une  section  conique 
ayant  F pour  foyer,  et  qui  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
suivant  que  le  point  F sera  à l'intérieur  ou  à l’e.rtérieur  du 
cercle. 

En  se  reportant  au  n°  188,  Ex.  II,  on  voit  que  la  ligne  C'f, 
dont  la  longueur  est  a,  est  parallèle  au  rayon  vecteur  F' P 
aboutissant  au  foyer. 

191.  Trouver  l’angle  sous  lequel  est  vue,  du  foyer  la  tan- 
gente menée  à une  section  conique  à centre  par  le  point  {x,  j). 


Digilized  by  Google 


CHAPITRE  XI. 


«54 

Soient  {x',jr')  le  point  de  contact;  p et  p'  les  rayons  vec- 
teurs menés  par  le  foyer  aux  points  ( x,  r ),  ( x’,  y'  );  9 et  0'  les 
angles  que  ces  rayons  vecteurs  font  avec  Taxe;  on  aura,  en 
prenant  le  centre  pour  l’origine, 

COS&-- . sin6=r-.  rosO'zi  , , sin0='^- 

PP  P P 

Donc 

cos{G  - 0')  = 

PP 

En  substituant,  dans  celle  expression,  la  valeur  de  y > ' tirée 
de  l'équation  de  la  tangente 

xx’  YŸ 

on  trouve 

pp'  cos(  6 — 0’)  — xx'  -h  ex  -+■  ex'  C’ ; xx'  h' 

= e’xx'-(-  ex  ■+■  ex'  -4-a’  = (a-Hex)(rt-f-  ex'), 
cl,  comme  p'  - «-H  ex',  on  a en  délinilive  (*) 

cos(0 

P 

Celle  valeur  ne  dépend  que  des  coordonnées  x et  r du  point 
(x,  j)  cl  ne  renferme  pas  celles  du  point  de  contact;  donc  les 
angles  sous  lesquels  sont  vues,  du  foyer,  les  deux  tangentes 
menées  par  le  point  (x,_y)  sont  égaux.  Par  suite,  l'angle  sous 
lequel  une  eorde  est  vue  du  foyer  a pour  hisseelrice  ta  droite 
menée  par  le  foyer  au  pôle  de  la  eorde. 

192.  La  droite  joignant  le  foyer  au  pôle  d'une  corde 
menée  par  ce  foyer  est  perpendiculaire  à cette  corde. 

Ce  théorème  peut  se  déduire  du  précédent  en  observant  que 
l'angle  sous  lequel  est  vue  la  corde  est  alors  de  180  degrés, 
ou  bien  se  démontrer  directement  de  la  manière  suivante  : 


(•)  O’  Rkie!<,  Coordinate  Geometr^^  p.  i56. 
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La  perpendiciilairf*,  abaissée  d'un  poini  {x\  >•')  sur  la  po- 
laire de  ce  point 

a pour  équation 

a^x  b'y 

- rfr  — f’- 


Mais,  quand  (x’,y')  se  trouve  sur  lu  directrice,  on  a jr'  =: 


(t' 


et  réquation  de  la  polaire  ainsi  que  celle  de  la  perpendiculaire 
sont  satisfaites  par  les  coordonnées  du  foyer  x = c,  y o. 

Lorsqu’une  courbe  est  exprimée  en  coordonnées  polaires, 
on  appelle  sous-tangente  polaire  le  segment  déterminé  par  la 
tangente  et  le  pôle  sur  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au 
rayon  vecteur.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer 
peut  alors  s’énoncer  de  la  manière  suivante  : 


Le  foyer  étant  pris  pour  pôle,  la  directrice  est  le  lieu  des 
extrémités  des  sous-tangentes  polaires. 

Nous  prouverons  plus  loin  ( Chapitre  XII  ) que  les  théorèmes 
énoncés  dans  ce  numéro  et  le  précédent  sont  encore  vrais  dans 
le  cas  de  la  parabole. 


EXERCICKS. 


I.  L’angle  sous  lequel  est  vu  du  foyer  le  segment  déterminé  sur  une 
tangente  mobile  par  deux  tangentes  fixes  est  constant. 

Cet  angle  est  (191)  la  moitié  de  celai  sous  lequel  est  vue  la  corde  de 
contact  des  deux  tangentes  fixes. 

II.  Si  une  corde  PP'  coupe  la  directrice  en  D la  droite  Fl) 

Fi(;.  67. 

.e-r 

V / 



D 


est  la  bissectrice  extérieure  de  l’angle  P F P'. 
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Kn  elTpt,  T (‘tant  le  pôle  de  PP',  FT  est  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  PFP'  (191  );  mais  1)  est  le  pôle  de  FT  puisi|u'il  se  trouve  à l'in- 
terseçlion  de  PP'  polaire  de  T,  et  de  la  directrice  qui  est  la  polaire  de  F; 
par  suite  DF  est  |>erpendiculaire  à FT  : donc  DF  est  la  biss<‘clrice  e\lé- 
rieure  de  l'angle  PFP'. 

(Ij-s  théorèmes  suivants  fondés  sur  l'analogie  qui  existe  entre  lesispia- 
lions  de  la  tangente  et  de  la  polaire  m’ont  été  communiqués  |iar  le  llé\. 
W.-D,  Sadleir.)' 

III.  La  perpendiculaire  abaissén»  d'un  point  d'une  ordonnée  fixe  de  I axe 
sur  la  (Hilaire  de  ce  point  (lasse  [lar  un  [Hiint  fixe  de  l’axe. 

Le  sr'gmenl  déterminé  sur  l’axe  (lar  cette  (rerpendiculaire  a pour  va- 
leur r’j'  (180);  il  sera  constant  lorsque  x'  sera  lui-méme  constant. 

IV.  Trouver  les  distances  du  centre  et  du  fover  à la  (>olain>  du  (Miinl 

(■r',  y')- 

V.  Sur  une  corde  TT'  (_/?".  08)  on  abaisse  des  |ier|H!ndiculaires  FG, 
F'ü',  CM,  PN,  des  foyers  F',  F',  du  centre  C d’une  conique  et  du  (rôle  P de 

Fig.  08.  ' 


f 


cette  corde;  prouver  que  CM.PN'=  A’.  Ce  théorème  est  analogue  au 
suivant  : le  produit  de  la  normale  (lar  la  distance  du  centre  à la  tan- 
gente est  constant  (181  ). 

VI.  Prouver  que  PN'.NN'=  ^ ("“—  c’x”),  x'  étant  l’abscisse  du 
jioint  P.  LorS(]ue  le  point  P est  sur  la  courbe,  cette  expression  donne 
(loiir  la  normale  la  valeur  connue  ^ (181  ). 

VII.  Prouver  que  FG.F'G'=  CM.NN'.  Lorsque  le  |)oint  P est  sur  la 
courbe,  cette  expression  devient  F'G.F'G'=  A’. 

193.  Trouver  Téqualion  polaire  de  l’ellipse  ou  de  Thyper- 
bole  en  prenant  le  foyer  pour  pôle. 

I>a  longueur  du  rayon  vecteur  allant  du  foyer  à un  poinl(ar',/') 
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de  la  courbe  esl  (182)  a — ex'.  D'ailleurs,  0 élanl  l'angle 
que  le  rayon  vecteur  forme  avec  l'axe,  on  a 

x'  = P cos  0 + c ; 

l’équation  cherchée  est  donc 


ou 


P = a — ep  COS0  — ec, 

rt  ( I — e')  h'  I 

I -f  e cos  0 a t -h  e cos  Ô 


On  appelle  paramètre  le  double  de  l’ordonnée  du  foyer;  sa  ^ 
valeur,  qu’on  représente  par  p,  se  déduit  de  l'équation  pré- 
cédente en  y faisant  0 = 90®  : on  trouve  ainsi 


et  l'équation  de  la  courbe  prend  la  forme 


P ' 

2 i -h  e COS0 


EXERCICES. 


I.  La  moyenne  harmoniqi^  entre  les  deux  segments  déterminés  par  le 
foyer  sur  une  corde  focale  (c'est-à-dire  passant  par  le  foyer)  est  constante 
et  égale  au  demi-paramètre. 

Les  deux  segments  KP,  F P'  d'une  corde  focale  PP'  ne  sont  pas  autre 
chose  que  les  rayons  vecteurs  correspondants  à 0 et  0 -1- 180®;  on  aura 
donc 


FP  = 

■À 


e cos'l 


F P’ 


, /' 
a 


■ e cos  0 ' 


FP  F P'  P 


II.  Le  produit  des  segments  déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  fo- 
cale est  dans  un  rapport  constant  avec  la  corde  entière. 

Ce  théorème  n'est  qu'une  autre  manière  d'énoncer  le  précédent;  mais 
on  peut  l'établir  directement  en  calculant  le  produit  FP.F'P’ei  la  somme 

'7 
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FP  + FP'=  — 

c COS  0 rt  I — <•'  cüs  9’ 

FP.FP'  T h'  !> 

FP-t-  FP'  ~ Z 

III.  Une  corde  focale  esl  troisième  proportionnelle  à l'axe  Iransverse 
et  au  diamètre  parallèle  à la  corde. 

La  longueur  R du  demi-diamètre,  faisant  avec  l'axe  transverse  un 
angle  9,  est  donnée  par  l’èipialion  (ICI  ) 

iR’ 

par  suite,  la  longueur  de  la  corde  FP  F P'  est 

r\'.  La  somme  de  deux  cordes  focales  menées  parallèlement  à deux 
diamètres  conjugués  est  constante. 

Cela  résulte  du  théorème  précédent,  et  de  ce  que  la  somme  des  carrés 
des  deux  diamètres  conjugués  esl  constante  (173). 

V.  La  somme  des  inverses  do  deux  cordes  focales  se  coupant  à angle 
droit  est  constante. 


FP.FP'=  -, 

I — 


d'où 


194.  L’ellipse  rapportée  à son  sommet  a pour  équation 


r| 


= I, 


ou 


TL  b'  h 

r’=: X x'  =z  px  — 


Donc,  dans  une  ellipse,  le  carré  de  l'ordonnée  est  plus  petit 
que  le  rectangle  du  paramètre  et  de  l'abscisse. 

On  trouverait  de  même,  pour  l'hyperbole  rapportée  à son 
sommet, 

b’ 

y>=px+-x\ 


Dans  l’hyperbole,  le  carré  de  l’ordonnée  est  donc  plus  grand 
que  le  rectangle  du  paramétre  et  de  l’abscisse. 
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Nous  verrons  plus  loin  que,  dans  la  parabole,  ces  quantiiés 
sont  égales.  ' 

C'esl  en  raison  de  ces  propriétés  que  les  noms  de  parabole, 
hyperbole  el  ellipse  furent  donnés  autrefois  aux  courbes  qui 
nous  occupent  (*). 


§ V'.  — Asymptotes. 

195.  Les  propriétés' que  nous  venons  d’étudier  sont  com- 
munes à l’ellipse  et  à l’hyperbole;  il  n’en  est  pas  de  même  des 
suivantes,  relatives  à l’hyperbole  seulement,  parce  qu’elles 
dépendent  des  asymptotes,  qui,  dans  l’ellipse,  sont  imagi- 
naires. 

Nous  avons  vu  (136)  que  l’équation  des  asymptotes  s’obte- 
nait en  égalant  à zéro  l’ensemble  des  termes  du  deuxième  de- 
gré, le  centre  étant  pris  pour  origine.  L’équation  de  la  courbe 
rapportée  à deux  diamètres  conjugués  étant 

X'  r’ 

celle  des  asymptotes  sera 


Les  asymptotes  sont  parallèles  tfux  diagonales  du  parallélo- 
gramme ayant  pour  côtés  adjacents  les  deux  demi-diamètres  con- 
jugués. Soient  CA  et  CB  i^g.  6g)  les  deux  diamètres  conjugués 
fl' et  b'  auxquels  est  rapportée  la  courbe.  L’équalion  de  la  dia- 
r b' 

gonale  CT  est  ^ CT  coïncide  donc  avec  une  asymptote. 

, X y* 

L’autre  diagonale  AB,  ayant  pour  équation  ^ -t-  ^ = i,  est  pa- 
rallèle à l’autre  asymptote.  {Foirau  n“  167.) 


{•)  f'oir  Ptrres,  Math.  Coll.,  Ht.  VII. 


•7* 
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On  peut  donc,  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  d'une 
hyperbole,  trouver  les  asymptotes,  ou  bien  déterminer  le  dia- 

Fic.  G9. 


mètre  conjugué  d'un  diamètre  donné,  connaissant  les  asymp- 
totes. Si  CA  est  le  diamètre  donné,  on  mènera  par  le  point  A 
une  parallèle  AB  à une  asymptote,  de  manière  que  cette 
parallèle  AB  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  l'autre 
asymptote  : la  droite  CB  sera  le  diamètre  conjugué  de  CA. 

196.  Le  segment  déterminé  par  les  asymptotes  sur  une  tan- 
gente est  divisé  en  deux  parties  égales  au  point  de  contact  et 
est  égal  au  diamètre  parallèle  de  la  tangente. 

Ce  théorème  n’est  qu’un  corollaire  du  précédent,  puisque 
AT  — b'=  AT';  mais  on  peut  le  démontrer  directement.  Pre- 
nons pour  axes  le  diamètre  passant  par  le  point  de  contact  et 
son  conjugué,  l’équation  des  asymptotes  sera 

jr’  

7é>~  V‘~ 

Pour  X = a’,  elle  donne 


y = ±b'; 

mais  la  tangente  en  A étant  parallèle  au  diamètre  conjugué, 
cette  valeur  b'  de  l’ordonnée  n’est  autre  chose  que  le  segment 
déterminé  par  l'asymplote  sur  la  tangente. 

197.  Si  une  droite  PG  coupe  une  hyperbole , les  segments 
DE,  FG  déterminés  sur  cette  divile  par  la  courbe  et  les  asymp- 
totes CD,  CG  sont  égaux. 
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Prenons  pour  axes  le  diamètre  CB,  parallèle  à DG,  et  son 
conjugué  CA  (^g.  70):  il  résulte  du  numéro  précédent  que  le 


Fifi.  70. 


N 


segment  DG  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre. 
CA;  il  en  est  de  même  de  la  corde  EF.  Donc  DE  = FG. 

Les  longueurs  de  ces. lignes  peuvent  se  trouver  facilement, 
car  de  l'équation  des  asympiotes 


nous  déduisons 

jr(=DM  = MG)  = ±^2-, 
et  de  l’équation  de  la  courbe 

x’  21’  _ 

nous  tirons 

.r(=EM  = FMj  = ±6' 

donc 

DE(=FG)=6'(i-y/|ï:;) 

et 

198.  De  ces  équations,  il  résulte  que  le  rectangle  DE.  DF  est 
constant  et  égal  à 6'’;  par  suite,  plus  DF  sera  grand,  plus  DE 
sera  petit.  Mais  à mesure  que  la  droite  DF  .s’éloigne  du  centre, 
sa  longueur  augmente,  et  en  prenant  x sufrisamment  grand 
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nous  pouvons  rendre  DF  plus  grand  que  loule  quantiié  don- 
née. Donc  : 

Plus  une  sécante  sera  éloignée  du  centre,  plus  la  portion  de 
cette  sécante  comprise  entre  l’asymptote  et  ta  courbe  sera 
petite;  et  en  augmentant  la  distance  de  la  sécante  au  centre, 
on  peut  rendre  cette  portion  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée. 

199.  Si  l’on  prend  les  asymptotes  pour  axes,  les  coefficients 
g et  h de  l’équation  générale,  ainsi  que  les  coefficients  a et  6 
disparaissent  : les  premiers,  parce  que  le  centre  de  la  courbe 
"est  pris  pour  origine;  les  seconds,  parce  que  les  axes  rencon- 
trent la  courbe  à l’infini  (138,  Ex.  IV).  L’équation  de  l’hyper- 
bole prendra  donc  la  forme 

xy  = /i  ’, 

qui  exprime  que  l'aire  du  parallélogramme  formé  par  les  coor- 
données est  constante. 

L’équation  d’une  corde  passant  par  {x',y'),  {x",  y")  est 
alors  (86) 

{x-x'){j-y'')  = xy-/,\ 
ou 

x'y  -¥■  y”x  = /.’  -4-  x'y". 

En  y faisant  x"  =x",  y'=y",  on  aura  pour  l’équation  de  la 
tangente  en  {x',  _>•') 

x'y  +y'x  = :x  k', 
qui  devient,  en  remplaçant  k'  par  x'y'. 


Les  segments  faits  sur  les  asymptotes  par  une  tangente  ont 
ainsi  pour  valeur  7.x',  2y';  leur  rectangle  est  égal  à 4/»’.  Donc: 

L'aire  du  triangle  formé  par  une  tangente  et  les  asymptotes 
est  constante  et  égale  au  double  de  l'aire  du  parallélogramme 
construit  sur  les  coordonnées. 
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EXERCICES. 


I.  Los  droites  joignant  à deux  points  fixes  {x',  jr’),  d’une  hy- 

perbole un  point  quelconque  (x",  r")  do  la  courbe,  déterminent  sur  une 
asymptote  un  segment  de  longueur  constante. 

L’équation  d’une  de  ces  droites  est 


x”/  -t-_r'x  = y'x"-h  X’; 

en  y faisant  / = o,  on  trouve  pour  le  segment  qu’elle  détermine  sur  l’axe 
des  X à partir  de  l’origine,  x'"-t-x';on  trouverait,  de  même,  pour  le 
segment  déterminé  par  la  deuxième  droite x"-4-  x".  La  dilTérencex' — x* 
entre  ces  deux  quantités  est  le  segment  cherché.  Sa  valeur  est  indépen- 
dante do  x",  c’est-à-dire  de  la  position  du  point  mobile. 

II.  Trouver  les  coordonnées  x et  / de  l'intersection  des  tangentes  me- 
nées aux  points  (x',  /'),  (x’,  /'). 

En  résolvant  par  rapport  à .r  et  / les  équations  des  tangentes 


x'/ -(-/'x  = ïX’,  x’/ -r-/'x  = aX’, 


on  trouve 


aX’  (.c'  — x')  _ 


et  en  observant  que 


on  a 


On  trouverait  de  mémo 


200.  Exprimer  la  quantité  /i’  en  fonction  des  axes  de  la 
courbe. 


Puisque  l’axe  transverse  est  la  bissectrice  de  l'angle  forme 
par  les  asymptotes,  les  coordonnées  du  sommet  s’obtiendront 
en  faisant  x=y  dans  l’équation  xy  — h'.  On  a ainsi  pour  le 
sommet 

x—y= 
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mais,  6 élanl  l’angle  compris  entre  l’axe  el  l’asymplole,  on  a 
a — 1 /rcosO, 

puisque  a est  la  base  d’un  triangle  isbsccle  ayant  k pour  autre 
côté  et  e pour  angle  à la  base  ; d’ailleurs  { 16.') ) 


donc 


cosô  = 


y, Vu'  -t-  b‘ 

2 


L’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes  devient 
ainsi 


n' 


201 . La  distance  du  foyer  à une  asymptote  est  égale  an  demi- 
axe  conjugué  b. 

Cette  distance  est  égale  à csinO,  et  comme 


on  a 


c=\'a'-i-b‘,  sinO  = 


y «’  -I-  A’  ’ 


c sinO  = b. 


Cette  propriété  peut  aussi  se  déduire,  comme  cas  parti- 
culier, du  théorème  connu  : « le. produit  des  distances  des 
foyers  à une  tangente  est  constant  et  égal  à — 6’  n;  car  l’a- 
symptote peut  être  considérée  comme  une  tangente  dont  le 
point  de  contact  est  à l’infini  (15i),  et  les  distances  des  deux 
foyers  à cette  asymptote  sont  égales. 

202.  La  distance  du  foyer  à un  point  de  la  courbe  est  égale 
à la  distance  de  ce  point  à la  directrice  estimée  parallèlement 
à une  asymptote. 

La  distance  du  point  au  foyer  est  égale  à e fois  la  distance  du 
point  à la  directrice  (186),  et  cette  dernière  est  à la  distance 
estimée  parallèlement  à l’asymptote  dans  le  rapport  de  cosC, 

c’est-à-dire  de  ^(167)  à i. 
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On  peut  déduire  de  là  un  procédé  pour  décrire  l’hyperbole 
d’une  manière  continue.  Une  règle  ABR  coudée  en  B glisse  le 
long  de  la  droite  fixe  DD'  (fig.  71  );  un  fil,  dont  la  longueur 


Fis.  71. 


est  RB,  est  fixé  aux  deux  points  R et  F;  un  anneau  P maintient 
le  fil  tendu;  le  point  P décrit  une  hyperbole  dont  F est  le 
foyer,  DD'  la  directrice,  et  dont  l'asymptote  est  parallèle  à BB, 
puisqu'on  a toujours 

PB  = PF. 
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CHAPITRE  XII. 

DE  LA  PARABOLE. 


§ 1.  — Rédictiom  de  l’équatios  générale. 

203.  L’équalion  du  deuxième  degré  représenle  une  para- 
bole ( 137)  lorsque  ses  trois  premiers  termes  forment  un  carré 
parfait,  c’est-à-dire  lorsqu’elle  est  de  la  forme 

{xx  -f-  J-  -h  ify  -(-  c = O. 

On  ne  peut  pas  alors  la  transformer  (HO)  de  manière  à faire 
disparaître  à la  fois  les  termes  en  x et  j.  Mais  la  forme  même 
de  l'équation  indique  le  procédé  à suivre  pour  la  simplifier. 
Les  quantités  «x-t-  (3/,  o f^x  + -j.fy  + c sont  respectivement 
proportionnelles  aux  distances  du  point  {x,y]  aux  droites 
ayant  pour  équations 

XX  -H  jiy  = O,  3ffx  ■+■  7.fy  c = o. 

L’équation  de  la  parabole  exprime  ainsi  que  le  carré  de  la 
distance  d’un  point  de  la  courbe  à la  première  de  ces  droites 
est  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  ce  point  à la 
deuxième  droite.  En  prenant  donc  ces  droites  pour  axes  de 
coordonnées,  l’équation  de  la  courbe  pourra  se  réduire  à la 
forme  y'  = px,  puisque  les  distances  d’un  point  à deux  axes 
sont  proportionnelles  aux  coordonnées  de  ce  point  par  rapport 
à ces  axes. 

La  nouvelle  origine  est  un  point  de  la  courbe,  et  comme  à 
chaque  valeur  de  x correspondent  deux  valeurs  dey  égales 
et  de  signes  contraires,  le  nouvel  axe  des  x est  un  diamètre 
dont  les  ordonnées  sont  parallèles  au  nouvel  axe  des  y-  Mais 
l’ordonnée  menée  à l’extrémité  d’un  diamètre  est  tangente 
à la  courbe  (H5);  donc  le  nouvel  axe  des  est  la  tangente 
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à l'origine.  En  se  reportant  à l’équation  primitive,  on  voit 
ainsi  que  ax -h  est  le  diamètre  passant  par  l’origine,  et 
que  ag’j: -t- c est  la -tangente  au  point  où  ce  diamètre 
rencontre  la  courbe. 

L’équation  d’une  parabole  rapportée  à un  diamètre  et  à la 
tangente  menée  par  l’extrémité  de  ce  diamètre,  est  donc 
de  la  forme  = px. 

20i.  Les  nouveaux  axes  auxquels  nous  avons  été  conduit 
dans  le  numéro  précédent  ne  sont  pas,  en  général,  rectangu- 
laires; mais  il  est  toujours  possible  de  ramener  l’équation  de 
la  parabole  à la  forme  = px  et  d’avoir  en  même  temps  des 
axes  rectangulaires.  Pour  le  démontrer,  introduisons  dans 
l’équation  générale  de  cette  courbe  une  constante  arbitraire  k; 
elle  deviendra  alors 


{ax  -h  ky  2{g  ~ ak)x  -i-  2{f  — ^k)y  + c — = O. 


De  même  qu’au  numéro  précédent 

OCX  H-  -(-  /i  = O 

représente  un  diamètre,  et 

2(g-— a/l  )ar a(/— c — /i’  = O 

la  tangente  à l’extrémité  de  ce  diamètre.  Si  nous  prenons  ces 
droites  pour  axes,  l’équation  de  la  parabole  deviendra  y’  = px, 
et  nous  pourrons  déterminer  k par  la  condition  que  ces  deux 
droites  soient  perpendiculaires.  Nous  aurons  ainsi  (25) 


d’où 


a{g—ock)-^P[f—  ;3A)  = o; 


k 


oc'  -f- 


Puisque  nous  ne  trouvons  qu’une  seule  équation  du  premier 
degré  pour  déterminer  k,  il  n’existe  qu’un  seul  diamètre 
formant  avec  ses  ordonnées  un  angle  droit.  Ce  diamètre  s’ap- 
pelle axe  de  la  courbe. 

205.  On  peut  aussi  ramener  l’équation  de  la  parabole  à la  forme 
y'  = px  par  la  transformation  des  coordonnées.  Lorsqu’il  s’est 
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agi  (Chapitre  XI]  de  réduire  l'équation  générale  du  deuxième 
degré  nous  avons  déplacé  les  axes  parallèlement  à eux-mèmes, 
puis  nous  les  avons  fait  tourner  autour  de  la  nouvelle  origine 
de  manière  à faire  disparaître  le  terme  en  *■/.  Pour  la  parabole, 
nous  effectuerons  ces  transformations  dans  l’ordre  inverse 
(comme  nous  aurions,  du  reste,  pu  le  faire  pour  l’ellipse  et 
l’hyperbole);  cette  marche  semble  d’autant  plus  convenable 
que  l’on  ne  peut  pas,  en  déplaçant  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes,  faire  disparaître  à la  fois  le  terme  en  x et  le  terme 
en  J. 

Prenons  pour  nouveaux  axes  la  droite  xx  (3y,  et  sa  per- 
pendiculaire ^x  — xj\  Puisque  les  nouvelles  coordonnées  X 
et  Y représentent  les  distances  d’un  point  de  la  parabole  aux 
nouveaux  axes,  on  aura  (3i) 


..  aar-f-Sv  &x—xy 

1 = — 1,  1 X = — ■ 

y/a’  -H  ji’  v'a’  -+-  fS‘ 

En  faisant,  pour  abréger,  a’  -(-  p’  = y’,  les  formules  de  trans- 
formation deviennent 

yY  = ar  + j3_r,  yX  = ;3x  — ar; 


d’où 


yx  = aY-t-[3X,  y/  = (3Y — aX. 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  de  lu  courbe 
donne 

y’Y»  — /a)X  -I-  3(g-a  -t-/|3)Y  -i-  yc  = o. 

Ainsi,  en  faisant  tourner  les  axes  autour  de  l’origine,  nous 
avons  réduit  l’équation  de  la  courbe  à la  forme 

-t-  -I-  zf'y  -t-  c'  = o. 

Transportons  maintenant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes 
et  prenons  le  point  (x',  y')  pour  origine,  elle  devient 

b'y'  + i^x  -t-  a{  b' y'+f)y-y-  b' y''  -f-  ag'x'  -+-  a/'y'  -+-  c'=  o. 

Le  coefficient  de  x n'ayant  pas  changé,  on  ne  peut  chercher  à le 
rendre  nul  ; mais  on  peut  déterminer  x'  et  y*'  de  telle  sorte  que 
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le  coefficient  de  y et  le  terme  absolu  s’annulent.  On  aura 
alors 


f 


f'  - b'c' 
3 ({'b' 


L’équation  est  ainsi  ramenée  à la  forme  = px,  et  p a pour 
valeur 

_!(/“- g'P) 

P—  "F*  ~ ' 

Lorsque  la  parabole  est  représentée  par  y’  = px,  on  donne 
à />  le  nom  de  paramètre  du  diamètre  pris  pour  axe  de  x; 
lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  p est  le  paramètre  prin- 
cipal { 19i). 

EXERaCES. 


I.  Trouver  le  paramètre  principal  de  la  parabole 

gx’-i-  24 aax  h-  46.V  -1-9  = 0. 

En  suivant  le  procédé  du  n”  204,  on  trouve  X = 5;  l’équation  peut 
alors  s'écrire 

(3x  -(-  iy  -h  5)’=  a(  4-r  — 3/  8). 

Les  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  droites 

3x  -h  -h  5 et  4 -r  — 3/  -i-  8 
étant  X et  Y,  nous  aurons 

53’  = 3x  4.»'  -t-  5,  5X  = 4x  — 3/  -t-  8; 

donc 


On  peut  aussi  procéder  comme  au  n°  203.  Si  l’on  rapporte  la  courbe 
aux  droites  3x  -i-  4/,  4-^  — pour  axes,  on  trouve 

' a5Y’-i- 5oY'  — ioX-i-9  = o 
ou 

ï5  (Y  -t-  i)’  = loX  -h  i6, 

et  en  transportant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au  point 
on  retombe  sur  l’ériuation 


Y’=4x. 
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II.  Trouver  !e  paramètre  de  la  parabole 

r*  2.r  'iy 

REPONSE.  !>  — T- 

{«•-(- A’/' 

On  peut  déduire  cette  valeur  de  p,  des  théorèmes  suivants  que  nous 
démontrerons  plus  loin  : 

Le  f O) rr  il’ une  imrabole  est  ta  projection  île  l’intersection  île  deux 
tangentes  se  eoujmnt  à angle  droit  sur  leur  ronle  de  contact; 

Le  paramètre  d’une  conique  s’obtient  en  divisant  quatre  fois  le  produit 
des  segments  déterminés  ;mr  le  foyer  sur  une  conle  focale  jtar  cette 
corde  focale  (193,  Ex.  I). 

ni.  Si  /I  et  A sont  les  longueurs  de  deux  tangentes  à la  parabole  se 
coupant  à angle  droit,  cl  si  m est  le  quart  du  paramètre,  prouver  que 

a a 

«■*  b‘  I 

— — r* 

If  a’  nf 

206.  Si  dans  l'équation  primitive  de  la  courbe  on  a g-p  = fa, 
le  coerndent  de  x est  nul  dans  l'équation  transformée 

y’Y’-i-  a(gi3— /ot)X  + 2(ga  -t-/|3)Y  -t-yc  = o, 
qui,  prenant  alors  la  forme 

It'x'  ■+■  a/'j  + c'  = O, 

peut  s'écrire;  en  désignant  par  X et  ft  ses  racines, 

*'(r— ^)(r— H = 

Elle  représente  alors  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  paral- 
lèles au  nouvel  axe  des  x. 

Il  est  facile  de  vérifier  que,  dans  ce  cas,  la  condition  géné- 
rale (76)  pour  que  l’équation  représente  deux  droites  est  satis- 
faite. En  effet  cette  condition  se  traduit  par  la  relation 

c[ab  — /»’)  = a/'  — 1 fifg  -t-  b g’, 
et  si  l'on  y remplace  a,  h,  b respectivement  para’,  a(3,  P’,  le 
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premier  membre  s’annule  el  le  second  se  réduit  à (/ a—g^y. 
On  peut  mettre  la  relation 

sous  l’une  ou  l’autre  des  formes 

/a’=g'a(3,  /«3  = g-(3% 

et  on  voit  alors  que  l’équation  générale  du  second  degré' 
représente  deux  droites  parallèles,  lorsque  ses  coefficients 
satisfont  à la  fois  à la  relation  ab  — h’=o,  et  à l’une  ou 
l’autre  des  conditions  af=  hg,  fh  = b g. 

*207.  Lorsque  les  axes  primitifs  sont  obliques,  on  peut 
encore  réduire  l’équation  de  la  parabole,  comme  au  n"  205, 
en  prenant  pour  nouveaux  axes  la  droite  xx  ■+■  et  sa  per- 
pendiculaire, dont  l’équation  est  alors  (26) 

(|î  — a Cosw)j:  — (a  — [3  cosw)^=  o. 

Posant,  pour  abréger, 

y’  = a’  -4-  (3'  — ? « [3  cos  w, 

les  formules  de  transformation  deviennent  (34) 

y\={xx-{-^y)  sin<a,  y \=(  j3  — x cosu)x  — { x — (3  cos  &>)_)•, 

d’où 

yo: sin w = (a  — |3  costo)Y. sintu, 
y J sinci)  = ( [3  — x cos&>)Y  — aX  sin&>. 

En  effectuant  les  substitutions,  l’équation  de  la  parabole 
devient 

y’Y’-t-  2 sin’û)(  "P  — 

-+-  2 sin(o[g'(a  — (3  cosu)  -h/(^  — x cosai)]  Y + ycsin’oj  = 0; 

si  l’on  déplace  ensuite  les  axes  parallèlement  à eux-mèmes 
comme  au  n“205,  on  trouve,  pour  la  valeur  du  paramètre  prin- 
cipal p, 

_ 2(/a  — ^)sin*M 

P À'  ,»  ' 

(a’-t-  j3’ — 2a(3  cosw)’ 
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EXERaCE. 


Trouver  le  paramètre  principal  de  la  parabole 


1TY 

ab 


■XX 

II 


a y 

t 


Rbpunse. 


4n’i’sin’M 


(rt’-t-  4’-*-  •xiib  cosw)’ 


208.  L’équalion^-’=  px  nous  permet  de  trouver  facilement 
la  forme  de  la  parabole.  Celle  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port à l’axe  des  _v,  puisqu’à  chaque  valeur  de  x correspondent 


l'ie-  ;a- 

P 


deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  y;  elle  n’a 
aucun  point  situé  du  côté  des  x négatifs,  puisqu’on  faisant  x 
négatif,  y devient  imaginaire;  les  valeurs  de  y croissent  en 
même  temps  que  les  \aleurs  positives  de  x.  Celte  courbe  a 
donc  la  forme  indiquée  par  la  Jif[.  7a. 

La  parabole  ressemble  à l’byperbole,  en  ce  sens  qu’elle  a 
des  branches  infinies;  mais  il  y a une  grande  différence  entre 
la  nature  des  branches  infinies  de  ces  deux  courbes.  Celles  de 
l’hyperbole  tendent,  à la  limite,  à coïncider  avec  deux  droites 
divergentes,  tandis  que  celles  de  la  parabole  ne  jouissent  pas 
de  celle  propriété.  Si  nous  cherchons  les  deux  points  où  la 
droite 

X = ky  -H  / 

renconlre  la  parabole  y'‘—ipx,  nous  obtenons  l’équation 
du  second  degré 

y'—  pi,  y — pi  = O, 
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dont  les  racines  ne  peuvent  jamais  devenir  innnies  tant  que  h 
et  / restent  finis. 

Il  n’y  a donc  aucune  ligne,  située  à une  distance  finie,  qui 
puisse  rencontrer  la  parabole  en  deux  points  coïncidents  et  si- 
tués à l’infini.  Le  diamètre  (^=w)(]ui  rencontre  la  courbe  à 


/ ///*\ 

l’infini  (li2),  la  rencontre  aussi  en  un  point  — jj  dont 

l’abscisse  croît  en  même  temps  que  m,  mais  ne  peut  devenir 
infinie  tant  que  m reste  fini. 


209.  Le  tbéorème  suivant  conduit  à une  conception  plus 
claire  de  la  forme  de  la  parabole.  Si,  dans  une  ellipse  dfjinie 
par  un  sommet  \ et  le  foyer  correspondant  F [fig.  73),  on 
fait  croître  indéfiniment  le  grand  axe,  l'ellipse  tend  à se 
transformer  en  pandtole. 

L’ellipse  rapportée  à son  sommet  a pour  é(|uation  ( 19'») 


Pour  exprimer  b en  fonction  de  VF=;m  [fg.  73)  supposé 

Ki|>.  73. 
r 


constant,  nous  avons 


d’oii 


m =a—  — è'  (182  ), 


/>'=:  lani  — m’. 

L’équation  de  l’ellipse  prend  alors  la  forme 


Lorsque  a devient  infini,  elle  se  réduit  a 


et  représente  une  parabole. 


■ 8 
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Une  parabole  peul aussi  «>lre  considérée  comme  une  ellipse 
dont  l’cxcenlricilé  e est  égale  à runilé,  car  on  a 

e’  = I : 

a' 

/»’ 

et  — » coefficient  de  x-  dans  réi|uation  de  l’ellipse,  s’annule 

lorsque  a devient  inlini,  les  autres  conditions  étant  d’ailleurs 
remplies. 

On  démontrerait  de  même  qu’une  hyperbole,  définie  par  un 
sommet  et  le  foyer  correspondant,  tend  à se  transformer  en 
parabole  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  son  axe  transverse. 

§ 11.  — Tasüeste  et  normale. 

210.  La  corde  qui  joint  deux  points  (x',y'),  (x",  r ")  de  la 
courbe  a pour  éiiuation  (8(i) 

•OU 

{y'-^y”)y=p^  -i-r'r''- 

En  y faisant  x"  ~x’,  y'— y",  on  a pour  l’éqiialion  de  la  tan- 
gente, au  point  {x‘,y'), 

7.y'y  = p[x  -t-  x'). 

La  sous-tangente  TM  {y?^.  74)  est  divisée  en  deux  partiiïs 
égales  par  le  sommet,  c’est-à-dire  (|u’elle  est  double  de  l’ab- 
scisse, pnisqu’en  faisant  j = o dans  l’équation  priicédcntc,  011 
trouve  X = — x'. 

Si  l’on  prend  pour  axes  de  coordonnées  un  diamètre  et  la 
tangente  à son  extrémité,  l’éijuation  de  la  parabole  reste  de 
la  forme  y'  — p’x  (203);  celles  de  la  corde  et  de  la  tan- 
gente ne  changent  pas;  la  sous-tangente  est  donc  encore,  dans 
ce  cas,  double  de  l’abscisse. 

Cette  remaniue  permet  de  mener  une  tangente  en  nn  point  P 
de  la  parabole  {Jig.  74)5  il  suffit,  en  effet,  pour  la  construire, 
de  prendre  VT  = VM  (P.M  étant  l’ordonnée  du  point  P),  et  de 
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joindre  PT.  On  peut  aussi,  après  avoir  tracé  celte  tangente, 
trouver  l’ordonnée  PM'  du  point  P par  rapport  à un  autre  dia- 

Kie-  ÿ.'|. 


\ 

s 


mètre  T'M'  : il  n’y  a qu’à  prendre  V'M'-  V'T’,  et  à joindre  PM'. 

211.  L’équation  de  la  polaire  d’ua  point  {x',r')  ayant  la 
même  forme  que  celle  de  la  tangente  (8!))  est 

H-  J^'); 

et  en  y faisant  r = o,  on  trouve  x = — x'  pour  le  segment  déter- 
miné par  cette  polaire  sur  l’axe  des  x.  Donc  le  segnieni  déter- 
miné sur  l'axe  par  les  polaires  de  deux  points  est  éf'al  au 
sef^ment  déterminé  sur  cet  axe  par  les  perpendiculaires  aluiis- 
sées  de  ces  points. 

212.  L'équation  de  la  normale  ou  de  la  perpendiculaire  PN 
élevée  en  (x',  r')  P sur  la  tangente  PT, 

■iyy'-.p(x  x'), 
est 

P “.>■')  ) = "• 

Ki|;.  -jS. 


J 


Le  point  N (^g.  ^5),  où  cette  normale  rencontre  l’axe  des  x, 

i8. 


y-/ 


\ 
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X ( — \'N  ) = jt'  - p, 

(“l.  piiisqui!  N M = x',  on  a,  ptinr  la  longueur  MN  de  la  sons- 
normale’  ( 181  ), 

MN  — - ». 

2 ' 

Doiif,  dans  la  parabole,  la  sons-normale  est  constante  et  égale 
an  demi-paramètre. 

La  longueur  de  la  normale  PN'a  pour  expression 

- V '“m’ - ^ V 

III.  — Diamètres. 

213  Nous  diMnonlreroiis  ici  de  nouveau  que,  lorsqu’on 
prend  pour  axes  un  diamètre  et  la  tangente  à son  extrémité, 
la  ])aral)olc  a pour  équation  y^=p'x,  afin  de  trouver  l’ex- 
pression du  paramétre  /»'  en  fonction  du  paramètre  principal  />. 

Si  l’on  transporte  parallèlement  à eux-mêmes,  au  point  (x',  »•') 
de  la  courbe,  Ids  axes  rectangulaires  auxquels  correspond  l'é- 
quation ,r’=  px  de  la  parabole,  on  obtient 

-r-  2_»-)-'=  px. 

(ionserAons  le  même  axe  des  x,  mais  prenons  un  nouvel  axe 
des  r faisant  un  angle  0 avec  lui,  cette  équation,  en  v rempla- 
çant X et  r resiiecii  veinent  par  x -f-  y cos  0,  y sin  5 ( n"  9 ),  de- 
vient 

_>'’sin’5  -4-  2_r'.rsin0  — px  ■+-  pycosO, 
et  pour  (|u’elle  se  réduise  à la  forme _>■=  = /> æ',  il  faut  (|u’on  ait 

2 r' sin  0 = /4  cosO,  ou  tang0  = .^^,: 

cet  angle  0 est  précisément  celui  que  la  tangente  au  point 
(x',y')  fait  avec  l’axe  des  x,  comme  on  peut  le  voir  en  se 
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reporianl  à son  équation 

^r'x= ^')- 

L'équation  de  la  parabole  rapportée  à un  diamètre  et  .i  la 
tangente  à l’extrémité  est  alors 


r’ 


sin’5 


X = j/x. 


La  quantité  p'  est  le  paramètre  correspondant  au  diamètre 
V'M',  et,  comme  on  a 


sin’& 


le  paramètre  correspondant  à un  diamètre  est  inversement 
proportionnel  au  carré  du  sinus  de  l’angle  que  les  ordonnées 
de  ce  diamètre  font  avec  l’axe. 

On  peut,  en  partant  de  l'équation  tangO-— exprimer  le 

paramètre  d’un  diamètre  en  fonction  des  coordonnées  de  l’ex- 
trémité de  ce  diamètre,  car  on  a 


sin  5 


P ; 

V p + ^x' 


par  suite. 


4/ 

p'= P 4 ^ 


§ IV.  — Foyer  et  directrice. 

214.  On  appelle/o_^‘cc  de  la  parabole  le  point  situé  sur  l’axe 
de  la  courbe  à une  distance  du  sommet  égale  au  quart  du 
paramètre  principal.  Nous  avons  déjà  entrevu  (209)  l’analogie 
de  ce  point  avec  le  foyer  dans  l’ellipse;  d’ailleurs  une  parabole 
peut  être  considérée  comme  une  ellipse  ayant  un  de  ses  foyers 
à l’innni.  Afin  de  ne  pas  avoir  d’expressions  fractionnaires 

dans  les  numéros  suivants,  nous  représenleroiis  ^ p jiar  m. 


Distance  d’un  point  [x',y')  de  la  parabole  au  foyer. 

Le  carré  de  la  distance  du  foyer  {m,o)  'a  un  point  (ar', y') 
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de  la  parabole  a pour  expression 


{x'  — m )’  y"‘=  x'' — :>.mx’  nV ^mx' = (x^  + ni  )’. 

La  distance  de  ce  point  au  foyer  est  donc  x' ni. 

Nous  pouvons  ainsi  exprimer  plus  simplement  le  résultat 
obtenu  précédemment  (213)  : /c  paramètre  d’un  diamètre  est 
éjral  à quatre  fois  la  distance  de  son  extrémité  au  foyer. 

21o.  De  même  que  dans  l’ellipse  et  l’Iiyperbole,  on  appelle 
directrice  la  polaire  du  foyer  de  la  parabole. 

Puisi)ue  ni  est  la  distance  du  foyer  au  sommet  de  la  para- 
bole, .sa  polaire  (211)  est  perpendiculaire  à l’axe  qu’elle  ren- 
contre en  un  point  symétrique  du  foyer  par  rapport  au  som- 
met. La  distance  d’un  point  [x',  r'  ) de  la  courbe  à la  directrice 
est  donc  x'-^ni;  par  suite  (2li)  les  points  de  la  parabole 
sont  à é£;nle  distance  du  foyer  et  de  la  directrice. 

Dans  l’ellipse  et  l’hyperbole  ( 18G),  les  distances  d’un  point 
au  foyer  et  à la  directrice  sont  dans  le  rapport  constant  de  e 
à I . Il  en  est  de  même  pour  la  parabole;  mais  alor^e  = i (20!>). 

Le  procédé  indiqué  (202)  pour  décrire  l’hyperbole  d’un 
mouvement  continu  peut  s’appliquer  .à  la  parabole;  il  suflit 
de  prendre  l’angle  .\BU  égal  à <)o  degrés. 

21(i.  Le  point  de  contact  (.r',  7’’)  d'une  tangente  et  le  point 
oii  elle  rencontre  l’axe  sont  l'i  égale  distance  du  foyer. 

(]ar  la  distance  du  sommet  au  point  où  la  tangente  rencontre 
l’axe  est  égale  à x'  (210),  et,  par  suite,  la  distance  de  ce  point 
au  foyer  est  x'  -+■  ni. 

217.  La  tangente  fait  îles  angles  égaux  acec  l’axe  et  avec 
le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au  point  de  contact. 

Cela  résulte  de  ce  que  la  tangente,  l’axe  et  le  rayon  vecteur 
forment  un  triangle  isoscèle,  ainsi  que  nous  l’avons  démontré 
au  numéro  précédent. 

On  peut  aussi  regarder  ce  théorème  comme  une  sini|>le 
extension  de  la  propriété  de  l’ellipse  (188)  relative  à l’égalité 
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des  angles  TPF,  T'PF'  {Jig.  73,  p.-273);  car,  si  l’un  des  foyers  F' 
s’éloigne  à l’infini,  la  droite  PF' devient  parallèle  à l’axe,  et 
les  angles  PTF  et  TPF  sont  égaux. 

La  tangente  menée  à l'extrémité  de  l’ordonnée  passant  par 
le  foyer  fait  avec  l’axe  un  angle  de  45  degrés. 


218.  Trouver  la  dislance  du  foyer  à une  tangente. 
La  distance  du  point  (ni,  o)  à la  tangente 
y y'  = 2 m(x  -h  x'  ) 


a pour  valeur 

?.ni(i-'-l-  ni) 2/n(x'-h  ni) 


^ni{x'  ■+-  m). 


Donc  if  g.  75,  p.  275)  FU  (distance  du  foyer  F à la  tan- 
gente TP)  est  une  moyenne  proportionnelle  à FV'  et  FP. 

Il  résulte  aussi  de  cette  expression  et  du  n"  212  que  FK  est 
la  moitié  de  la  normale,  comme  on  aurait  pu  le  voir  géoméii  i- 
quement,  en  partant  de  l’égalité  TF  — FN. 


219.  Exprimer  la  distance  du  foyer  à une  tangente  en  fonc- 
tion de  l’angle  a que  la  direction  de  celte  distance  fait  avec 
Taxe. 


Nous  avons  ifig.  75,  p.  276) 

cos  a = si  n FTU  i / — (213). 

V ar'  -t-  ni  ' 

Donc (218) 

FR  = V/îifx' +^)  --  • 

' cosa 


En  prenant  le  foyer  pour  origine,  l'équation  de  la  tangente 
devient 

. ni 

X cos  a -I-  r sm  a -1 ^ O, 

cosa 


et  permet  d’exprimer  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée d’un  autre  point  sur  les  tangentes  en  fonction  de  l’angle 
que  celte  perpendiculaire  fait  avec  l’axe. 
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220.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tangentes  est 
une  droite. 

C;tr  en  prcn.inl  le  foyer  pour  pôle,  on  a immcdiatemenl  pour 
rci|uatioii  du  lieu 

ni 

û= » pcosa  = m, 

^ cos  a 

qui  représcnle  la  langenie  au  sommet. 

Iléciproquemenl,  si  par  un  point  F(/ig.’;5,  \}.2~5),  on  mène 
un  rayon  vecteur  FR  à une  droite  VR,  et  une  perpendicu- 
laire RP  au  rayon  vecteur,  la  ligne  RP  sera  constamment  tan- 
gente à la  parabole  ayant  F pour  foyer  et  N'  pour  sommet. 

On  pourrait  arriver  à l'équation  du  lieu  ci-dessus,  en 
employant  des  coordonnées  rectangulaires. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  résoinire  d'une 
manière  générale  les  questions  de  ce  genre,  questions  dans 
lesquelles  on  omet  une  des  conditions  nécessaires  pour  dé- 
terminer une  ligne,  et  où  l'on  demande  de  trouver  son  e/n>e- 
loppe,  c’est-à-dire  la  courbe  à laquelle  cette  ligne  est  con- 
stamment tangente. 

221.  Trouver  le  lieu  de  l’intersection  des  tangentes  qui  se 
coupent  à angle  droit. 

L’équation  d'une  tangente  étant  (219) 

X cos’a  sina  COS2  -I-  m = o, 

celle  de  la  tangente  qui  lui  est  perpendiculaire  s'en  déduira 
en  y remplaçant  a par  ijo°  H-  a,  on  a ainsi 

X sin’a  -I-  y sina  cosa  -+-  m = o. 

En  ajoutant  ces  deux  équations,  l’angle  a disparaît,  et  on  trouve 
pour  l’équation  du  lieu 

or  -4-  2 «1  = o. 

C’est  celle  de  la  directrice,  puis(|ue  la  distance  du  foyer  à cette 
droite  est  égale  à 2m. 


Digitized  by  Googlc 


DE  LA  PARABOLE. 


a8 


222.  L’angle  compris  entre  deux  tangentes  est  ta  moitié 
de  l’ongle  sous  lequel  est  vue  du  foyer  leur  corde  de  contact. 

De  ce  que  le  triangle  PFT  (fig.  ^5,  p.  a^S)  est  isoscèle, 
l'angle  PTF  que  la  tangente  fait  avec  l’axe  des  x est  la  ntoilic  de 
celui  PFN  que  le  rayon  vecteur  allant  du  foyer  au  point  de 
contact  fait  avec  ce  même  axe.  D’ailleurs  l’angle  compris  entre 
les  deux  tangentes  est  égal  à la  différence  des  angles  que  ces 
tangentes  font  avec  l’axe  des  x\  et  l’angle  sous  lequel  est  vue 
la  corde  de  contact  est  égal  à la  différence  des  angles  que 
font  avec  l’axe  les  rayons  vecteurs  menés  du  foyer  aux  points 
de  contact. 

Le  théorème  du  n°  221  peut  être  considéré  comme  un  co- 
rollaire du  précédent.  Car  si  deux  tangentes  se  coupent  à 
angle  droit,  la  corde  de  contact  sera  vue  du  foyer  sous  un 
angle  de  i8o  degrés;  d’après  la  dérmition  même  de  la  direc- 
trice, les  deux  tangentes  devront  alors  se  couper  sur  la  di- 
rectrice. 

223.  La  droite  FT  qui  joint  le  foyer  V au  point  d’intersec- 
tion T de  deux  tangentes  est  la  bissectrice  de  l’angle  PF  P' 
sous  lequel  on  voit  du  foyer  leur  corde  de  contact  PP'. 

Les  équations  des  deux  tangentes  sont  (219) 

X cos’ a -t-  ^'siii  a cosa  + m = o, 

X cos’j3  ■+■  /sin^  cos3  m — o; 

et  en  les  retranchant  l’une  de  l’autre,  on  trouve,  pour  l’équation 
de  la  droite  FTqui  joint  le  foyer  (c’est-à-dire  l’origine)  à leur 
point  d’intersection, 

xsin(a  -H  ^)  — /COs(a  -t-  |3)  = o. 

Cette  droite  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  a h-  (3;  mais  puisque 
a et  P sont  les  angles  que  forment  avec  l’axe  les  perpendicu- 
laires abaissées  du  foyer  sur  les  tangentes,  nous  aurons 
( V'  étant  le  sommet)  VFP  = aa,  VF  P'  = ap.  Donc  la  droite  qui 
fait  avec  l’axe  un  angle  a -(-  p est  la  bissectrice  de  l’angle  PF  P'. 

Ce  théorème  peut  aussi  se  démontrer  en  calculant,  comme 
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au  n"  191 , l'angle  6 — C'  sous  lequel  est  vue  du  fover  la  laii- 
genle  menée  à la  parabole  par  un  point  (x, /).  On  trouve  ainsi, 
pour  déterminer  cet  angle,  la  relation 

cos(  0 — 0 ) = > 

P 

qui,  étant  indépendante  des  coordonnées  du  point  de  contact, 
se  rapporte  à l'une  et  à l'autre  des  tangentes  qu'on  peut  mener 
à la  parabole  parle  point  (x,r).  (O.  Bries,  Coordinale  Geo- 
melry,  p.  i56.) 

Corollaire  I.  — Si  l'on  considère  le  cas  où  l'angle  l’FP'  est 
égal  à i8o  degrés,  la  cordc  de  contact  PP'  passe  par  le  foyer,  les 
tangentes  TP,  TP'  se  coupent  sur  la  directrice,  et  l'angle  TFP 
est  droit  (192).  Ce  corollaire  peut  se  démontrer  directement 
en  formant  les  équations  de  la  polaire  d'un  point  ( — ni,  y') 
de  la  directrice,  et  de  la  droite  joignant  ce  point  au  foyer.  Ces 
équations  sont 

y' y — 2 w{ j;  — ni),  im{y  — _r')  -i-  /'  (x  m ) — o; 

les  droites  qu’elles  représentent  sont  perpendiculaires  entre 
elles. 

Corollaire  //.  — Si  une  corde  PP'  coupe  la  directrice 
en  I)  (Jig.  7<>),  la  droite  FI)  est  la  bissectrice  extérieure  de 

F'I!  ~fi- 

I - >■ 

V 

i.r;  r 

\ 

l’angle  PF  P'.  Pour  la  démonstration  de  ce  corollaire,  voir  n"  192, 
Ex.  II. 

Corollaire  III.  — Le  segment  PQ  [fig.  77)  déterminé  sur 
une  tangente  variable  par  deux  tangentes  fixes  R/>,  Rr/  est  vu 
du  foyer  sous  un  angle  OFP  égal  au  supplément  de  l’angle  PQR 
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formé  par  les  tangentes  fixes;  car  l'angle  QRT  est  la  moitié  <Jo 
l’angle  pV q (222),  et  l’angle  PFQ  est  aussi  lu  moitié  de 
/»F q (223)  : donc 

^ = 6rï  = i8o"  — 

Corollaire  IJ'\  — Le  cercle  circonscrit  an  triangle  formé 
par  trois  tangentes  à une  parabole  passe  par  le  foyer. 

F-e  cercle  passant  par  1’,  Q,  K (fig-  77)  passe  aussi  par  F, 

n- 


y ^ 


puisque  l’angle  PFQ  esl  supplémentaire  de  l’angle  PRQ. 

224.  Équation  polaire  de  la  parabole,  le  foyer  étant  pris 
pour  pôle. 

Fi,!  78. 


- ^ J ' 

"v"  F “iï“ 
\ 

\ 


I.e  rayon  vecteur  p (=  FP)  {fig.  78)  a pour  valeur  (214) 

^ — x+nx  — VM  -f-  m = FM  + 2 «1  =:  p cos  0 + 2 m . 

0 étant  l’angle  que  fait  avec  l’axe  le  rayon  vecteur  allant  au 
point  P (jT,  r).  On  tire  de  là 

_ 2 m 

^ I — cosO’ 

équation  qui  peut  du  reste  se  déduire  de  celle  du  n"  193,  en 
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y faisant  e=  i (209).  Les  propriétés  étudiées  dans  les  Exer- 
cices du  n”  193  subsistent  donc  pour  la  parabole. 

L’équation  précédente  suppose  que  0 est  mesuré  par  rapport 
à la  direciion  FM;  lors(|u’on  mesure  cet  an^’le  par  rapport  à la 
direction  opposée  FV,  elle  devient 

2 ni 

^ 1-4-  cos  0 ’ 

pCOS*;C  = /«, 

^ \ 
p’cOSj0=:m’, 

et  rentre  ainsi  dans  l'équation  générale 

P"  cosn  0 = 

dont  nous  étudierons  ailleurs  quelques  propriétés. 


ou  bien 
ou  encore 
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CHAPITRE  XIII. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES  SUR  LES  SECTIONS  CONIQUES. 


§ I.  — Problèmes  divers. 

225.  La  méthode  à employer  pour  résoudre  analyTi(|ueinenl 
les  problèmes  relatifs  aux  sections  conii|iies  ne  diffère  pas  de 
celle  iiue  nous  avons  suivie  dans  le  cas  du  cercle  et  de  la 
ligne  droite,  et  ne  saurait  par  suite  présenter  aucune  difficulté 
au  lecteur  qui  aura  étudié  avec  soin  les  solutions  données  aux 
Chapitres  III  et  VU.  Nous  nous  bornerons  donc  .i  l’examen 
de  quelques-uns  des  nombreux  problèmes  conduisant  à des 
équations  du  second  degré,  et  nous  réserverons  la  fin  de  ce 
Cbapitre  à l’exposition  de  certaines  jiropriélés  des  sections 
conic|ues,  qui  n’ont  pu  trouver  place  au  Chapitre  précédent. 


EXERCICES. 


1.  Par  un  point  fixe  P {Jîg.  24,  p.  67)  situé  dans  un  angle  donné  LÜK, 
on  mène  une  droite  LK  sur  larpielle  on  prend  un  |wint  Q tel , que 
PL  = QK;  trouver  le  lieu  du  point  Q. 

î II.  Deux  règles  égales  AB  et  BC  [fig.  79)  sont  reliées  par  un  pivot 


Fie-  79- 


B 


A C 


en  B : l’une  dos  extrémités  A est  fixe,  tandis  que  l’autre  C glisse  sur  la 
droite  AC;  trouver  le  lieu  décrit  par  un  [Hiint  P pris  sur  BC. 

III.  Dans  un  triangle,  on  donne  la  base  et  le  produit  des  tangentes  des 
moitiés  des  angles  à la  base;  trouver  le  lieu  du  sommet. 
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XII.  Trouver  le  lieu  des  pôles  par  rapport  à une  conique  A des  tan- 
gentes à une  autre  conique  B. 

Soit  (a,  un  point  du  lieu;  Ix  v sa  polaire  par  rapport  à la 

coni(]ue  A;  X,  ^ et  v sont  alors  (80)  des  fonctions  du  premier  degré 
en  a et  p.  Mais  ( ISl  ) la  condition  pour  que  Xj  jt  y v touche  la  co- 
nique R est  du  second  degré  en  X,  p,  v;  donc  le  lieu  cherché  est  une 
conique. 

XIII.  Dans  une  conique  à centre,  trouver  le  lieu  de  l'intersection  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  une  Umgeiite,  avec  le  rayon 
vecteur  allant  du  centre  au  point  de  contact. 

Réponse.  La  directrice  correspondante. 

XIV.  Trouver  le  lieu  do  l’interstrction  do  la  per|>endiculaire  abaissrte 
du  centre  sur  une^  tangente , aveç  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au 
|K)int  de  contact. 

Réponse.  Un  cercle. 

XV.  Trouver  le  lieu  de  l’intersection  des  tangentes  menées  aux  extré- 
mités de  deux  diamètres  conjugués. 


Réponse. 


2. 


Ce  lieu  se  trouve  facilement  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équa- 
tions des  deux  tangentes,  eu  égard  aux  expre.ssions  du  n°  I7i 

XVI.  Partager  un  arc  de  cercle  en  trois  parties  égales. 

Réponse.  Les  points  de  division  sont  .sur  une  hyperbole  (iî),  Ex.  VU). 

XVII.  Dans  un  tra|K-7.e,  on  donne  ; une  des  bases  parallèles  en  gran- 
deur et  en  position,  l'autre  base  en  grandeur  seulement  et  la  somme  des 
deux  autres  côtés;  trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  diagonale^. 

XV III.  Un  des  sommets  d'un  parallélogramme  circonscrit  à une  ellipse 
glisse  sur  une  dirertrice;  prouver  que  le  sommet  opposé  décrit  l'autre 
directrice,  et  que  les  deux  autres  sommets  sont  sur  un  cercle  ayant  le 
grand  axe  de  l’ellipse  pour  diamèlre. 


22fi.  Les  problèmes  suivants  se  rapportent  aux  propriétés 
focales  des  sections  coniques. 

I.  La  distance  d’un  point  d’une  conique  au  foyer  est  égale  à l’ordonnée 
de  ce  point  prolongée  jus([u’à  sa  rencontre  avec  la  tangente  menée  pir 
l’extrémité  de  l'ordonnée  du  foyer. 
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II.  Par  un  foyer  on  mène  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  une 
langenle  quelconque;  trouver  le  lieu  de  l’intersection  de  cette  droite 
avec  la  tangente. 

III.  Trouver  le  lieu  des  jiôles  d’une  droite  fixe  par  rapport  à une  série 
de  coniques  concentriques  et  lioinofocales. 

Les  coordonnées  x et  v du  pôle  de  la  droite 

.r  »• 

III  H ~ 

J-  r’ 

par  rapport  à la  conique  ^ ^ ~ ‘ <i‘'i>nées  par  les  éipiations 

m.r  = «’,  «)■  = ( IRD)  ; les  coniques  étant  homofocales.  on  connaît 

n'  — = r‘  : donc  le  lieu  du  jiôle  a pour  éijuation 

iiix  — riy  — c', 

qui  est  celle  d une  droite  perpendiculaire  à la  droite  donnée. 

Lorsque  la  droite  donnée  touche  une  des  coniques,  son  pôle,  par  rap- 
|>ort  à cette  conique,  est  le  point  du  contact;  on  a alors  le  théorème 
suivant  : l.r\  Inngriilrs  tiirtirrx  it  unr  rniiiiiiir  S pur  Irx  /lohilx  K cl  B, 
où  clic  rencontre  une  tiingcntc  à une  conupie  linniofociilc  S',  se  cou- 
pent sur  la  nonnalc  corrcsjmniliintc  à cette  tangente  .\B. 

IV’.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à un 
svsleme  de  coniques  homofocales  par  un  point  du  grand  axe. 

Rkihixse.  Un  cercle. 

' V.  Les  droites  joignant  chaque  foyer  à la  projection  de  l'autre  foyer 
sur  une  tangente  se  coiqient  sur  la  normale  correspondante  qu  elles  di- 
visent en  deux  parties  égales. 

VL  Uemontrer  qu'en  prenant  le  foyer  pour  pôle,  la  corde  jiassant  par 
les  points,  dont  les  coordonnées  angulaires  sont  a -i-  S,  at  — a iKuir 
équation  polaire 

— = c cos6  -I-  séc  S cos  ( 0 — a ) . 

2f 

Cette  équation,  due  à M.  Trost  (*),  se  déduit  facilement  de  l’Ex.  III 
dun°  II. 

VIL  La  tangente  au  point  dont  la  coordonnée  angulaire  est  a a (xtur 


(*)  Ctvnhritige  anti  Duhlin,  Math.  Journal^  t.  I,  p.  C8;  — W.iLTO.v,  Problèmes^ 
p.  37.'.. 
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équation 


— = £•  cosO  ■+-  cos  (0  — X ). 

'Àû 


28») 


Otte  relation  est  due  à V.  Davies  ('). 


Vlll.  Si,  dans  une  euni(|ue  ayant  K [lour  foyer,  on  mène  une  corde  IM*' 
par  un  point  fixe  O,  le  produit 

lan.ïll’KO.tanttiP'FO 

est  constant. 

Nous  pourrions  déduire  cette  propriété  de  l'équation  de  l’Ex.  VI  ( "),  mais 
nous  préférerons  en  indiquer  ici  une  démonstration  ^éométrii|ue  donnée 
par  .M.  Mac  Cullagh,  à qui,  si  nous  ne  nous  truni|x>ns,  est  dé  le  théo- 
rème. Supposons  que  le  i>oint  Ü soit  pris  sur  l’P'  7((),  et  soit  <■'  le 
rapport  de  FO  à la  distance  du  point  ü à la  directrice.  Puisque  les  dis- 
tances de  P et  de  O à la  directrice  sont  proportionnelles  à PI)  et  OÜ, 
on  a 

F P . FO  _ c 
PU  OU  ' f'  ’ 
on 

sin  PUF  . sinODF  r 
sinPFÛ  ■ sinUFl)  ~ c’’ 

par  suite  ( l‘J2) 

cosOFT  _ e 
cosPFT  ~ e ' 

et  comme  ( l!)l  ) PFT  et  UFT  sont  respectivement  la  demi-somme  et  la 
demi-ditférence  de  ^VO  et  (^'O,  il  vient 


tangi-PFU.tang;  P'FO  -- 


e — 

t'  -t  - 6* 


et  ce  produit  reste  encore  constant  lorsipie  le  point  O,  au  lieu  d'étre 
lixe,  se  déplace  en  restant  sur  une  coniipie  avant  même  foyer  et  même 
directrice  que  la  conique  donnée. 

c IX.  Exprimer  la  condition  pour  que  la  corde  qui  joint  deux  [loints 
(jt',  j'),  (x”,  )■’)  de  la  courbe  passe  par  un  foyer. 

Parmi  les  différentes  expressions  équivalentes  servant  à formuler  cette 
condition,  les  plus  usitées  sont  celles  qu’on  obtient  en  exjirimant  ipie 


(")  Phitosophical  Ma^azinrt  iHj-*,  p.  iipi;  — \V altos,  E.remptei,  p.  3(»8. 

{"■)  \V ALTOS,  E^rmplrf,  p.  377. 

"J 
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?go 

V - O'-r  iHo",  0'  et  V étant  les  angles  que  font  avec  l’axe  les  droites  qui 
joignent  les  jKiints  (jr',_r')i  au  foyer.  Les  relations  sinO'  = — siiiO’, 

eos5'=  — cosO"  donnent  ainsi  res|)ectivement 


n — rj:  n — cjc 


-,  = «.  « r')  = v'.r"), 

, = O.  tex'x’  — (rt  -T-  cr)  (x'-l-  j*)  uiit  = o. 


X.  Si  par  les  extrémités  d'une  corde  focale  (c'est-à-dire  qui  passe  par  le 
foyer)  on  mène  des  normales  à la  conique,  la  parallèle  au  grand  axe 
menée  par  l’intersection  de  ces  normales  divise  la  corde  en  deux  parties 
égales  (*). 

Puisque  chaque  normale  est  la  bissectrice  de  l’angle  formé  par  1rs 
rayons  vecteurs  issus  du  foyer,  l’intersection  de  ces  normales  est  le 
rentre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ayant  pour  côtés  la  corde  focale 
et  les  droites  t]ui  joignent  les  extrémités  de  celte  corde  à l’autre  foyer. 
Si  II,  b etc  sont  les  longueurs  des  côtés  d'un  triangle  ayant  pour  sommets 
(x',  _v'j,  (x”,j"),  (x",  r'”),  les  coordonnéi'S  x et  du  centre  du  cercle 
inscrit  dans  ce  triangle  seront  (n'T,  Ex.  VI) 

n.r' -h  c.r"  rt v'-*-  br’+  rr” 

X ~ , 1 .1'  = — ■ • 

n h - c a ü ^ c 


Dans  le  cas  actuel,  les  coordonnées  des  sommets  étant  x',  y',  x", 
— r,  O , les  longueurs  des  côtés  opposi's  sont 


on  a donc 


n -T-  ex  , « -t-  c.r , -ifi  — ex  — ex  ; 


(rt  H-  e.r')  v'-i-  (rt  -t-  ex’i  i ' 

•^= ^Tcr 


expression  qui,  en  tenant  compte  do  la  première  équation  de  l'Exercice 
préi'édenl,  se  réduit  à 

r = '2 

c equi  démontre  le  théorème. 

On  trouverait  de  même 


(rt  -ê-  e.r')  x'-e  (rt  -1-  ex')  x*—  (art  — e.r' — ex*  je 


(•)  Celte  ilémoiistnitioii  est  due  à M.  Larroso  {Nouveites  Jnnntfi  dr  Tr.u- 
gn*.  XtX,  ai). 
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valeur  (lui  se  rMuil  à 

,r 


(rt  -e  rr)  (.r'-t-  x“)  — tnr 
•in 


a«)i 


eu  égard  à la  deuxième  é(|uation  de  l'Exereice  précédent. 

On  trouverait  des  expressions  analogues  pour  les  coordonnées  de  l'in- 
tersection des  tangentes  menées  par  les  exlrérnilés  de  la  corde  focale, 
puisque  cette  intersection  est  le  centre  d'un  cercle  exinscrit  au  triangle 
considéré  plus  haut  : la  droite  qui  joint  rinterseclion  des  normales  à 
celle  des  tangentes,  étant  la  bissectrice  de  l'angle  du  triangle  opposé  à la 
corde  focale,  passe  par  l’autre  foyer. 


XI.  Trouver  le  lieu  des  intersections  (a-,  _v)  des  normales  menées  aux 
extrémités  d’une  corde  focale. 

Soient  a et  ^ les  coordonnées  du  milieu  de  cette  corde;  on  aura,  d’a- 
pres l'Exercice  précédent  : 


2 


rt*  -t-  r’ 


On  |(ourra  donc  facilement  déduire  le  lieu  du  point  (.r.  _»  ) de  celui  de 
(a,  dont  l'érpiation  polaire 


P=i<P'-,o')  = 


— b’ 


r eosO 
I — e‘  cos'  0 


devient,  en  prenant  des  coordonnées  rectangulaires  ayant  leur  origine  au 
centre. 


l'équation  du  Keu  cherché  est  donc 

fi‘b^  (a-  4-  <•)’  s-  («’-♦-  r’)’  = b‘c  («’-<-  c’)  (j-  4-  r). 

XII.  Si  0 est  l'angle  compris  entre  les  tangentes  ET,  Er  menées  à une 

Fig.  8o. 


P 


ellipse  par  un  point  E ijtg  8o),  et  o,  p'  les  distances  de  ce  point  aux 

•9 
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fojers  F el  F',  on  a la  relalion 


cosO 


•iio’ 


En  t'Ot'l  ( I8!l) 


sinTPF.sin/PF  = 


FT.F'T' 


(loii 


PF.  P F'  “ p,o'’ 
cosFPF' — cosTP<  = asinTPF.siniPF, 
2 O f' cos  F P F' = p’-  f”-  4 c’. 


XIII.  Si  par  lin  point  O on  mène  doux  droites  passant  par  les  foyers 
d'une  ellipsi'  (ou  tangentes  à une  conique  lioinofocale),  et  coupant  la 
courbe  aux  points  R,  R',  S,  S',  on  a la  relation 


OR  ÜR'  OS  OS 


(M.  M.  Roberts.) 


En  se  roiiortant  à l’équation  du  second  degré  qui  détermine  (13(i)  les 
rayons  vecteurs  menés  par  un  point  à iint!  courlx'  du  second  degré,  on 
reconnaît  que  la  dilférencc  des  réciproipies  dos  racines  est  la  même  pour 
les  deux  directions  0 qui  correspondent  à une  même  valeur  de  l'expres- 
sion 

( ne  — g’)cos’0  -i-  1 {c/l  — "/')  cosO  sinO  -+-  (f»c  — y"’)  gin’ 0. 

Cette  quantité  qu'on  [>c*ut  écrire 

A cos’O  -h  ail  cosO  sinO  — R sin’9 


no  change  |>as  si  l’on  prend  (lour  0 l'une  ou  l’autre  des  valeurs  corres- 
pondant aux  directions  des  droites  également  inclinées  sur  les  deux 
droites  représentées  par 

Au’  -+-  2ll2-t  B r’  = O. 

Ces  deux  droites  sont  !(«  tangentes  mené<;s  à la  courbe  par  le  point  O,  et 
on  sait  qu’elles  sont  également  inclinées  sur  les  droites  joignant  le  point  O 
au  foyer,  ou  tangentes  à une  conique  homofocalo  (18!l). 


227.  Les  problèmes  suivants  sont  relatifs  à la  parabole;  il 
est  facile  de  distinguer  ceux  ejui,  dans  le  numéro  précédent, 
peuvent  aussi  se  rapporter  à cette  courbe. 
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EXERCICES. 

I.  Trouver  les  coordonnées  x et  .r  de  l’intersection  des  deux  tangentes 
mcnéi's  par  (x',  r'),  ( x*,  x")  “ parabole  _r’  = />j-, 

. r'-H  r'  y'r’ 

• • a !> 

II.  Trouver  le  lieu  de  l’inter.section  de  la  |)erpendirulaire  abaissée  du 
foyer  sur  une  tangente  avec  le  rayon  vecteur  mené  du  sommet  au  point 
de  contact. 

III.  Les  trois  hauteurs  du  triangle  formé  par  trois  tangenlesse  coupent 
sur  la  directrice  (*). 

L’éqnation  d’une  de  ces  hauteurs  est  (32) 


r')  "—  / 

1 , 

- ■ ,,  \ 

^ r ] 

2 ' V 2 

ou,  en  divisant  par 

x'y.r" 

p 

■"a  4 

La  symétrie  de  cette  équation  montre  que  les  trois  hauteurs  coupent  la 
directrice  à une  distance  de  l’axe  des  x ; 

ir'r’r"  r”-t- r"’ 

- a • 

IV.  L’aire  du  triangle  formé  par  trois  tangentes  est  la  moitié  de  celle 
du  triangle  qui  a pour  sommets  les  [lointsde  contact  (**). 

En  substituant  les  coordonnées  des  sommets  de  ces  deux  triangles  dans 
l’expression  du  n”  36,  on  trouve,  pour  l’aire  du  deuxième  triangle, 

et  la  moitié  seulement  de  celte  quantité  pour  l'aire  du  premier. 

V.  Trouver  la  valeur  du  rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle 
inscrit  dans  une  parabole. 


(*)  Steiseb,  Annales  de  Oer^onne^  t.  XIX,  p- jg  ; — \V.ietOX,  p.  llg. 

(•■  ) CltEüURl,  Cambridge  Joarnat^  t.  II,  jt.  l(i  ; — XV.^LTOS,  p.  1 37.  Voir  iiusüi  : 
Jurons  d' Algibre  supérieure^  tradiirlioli  française,  p.  18,  Ex.  Xlt. 
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Le  rayon  R du  cercle  circonscrit  au  triangle  ayunl  r/,  c^f  pour  côtés 
tlcf 

et  ï (>our  aire,  a pour  valeur  d'ailleurs  si  d est  la  longueur  de  la 


corde  qui  joint  les  |>oiiits  (j^,  (.r”,  r”).  el  0'  l’angle  que  relie  corde 

fait  avec  l'axe,  on  a évidemment  rf  sinü'  = _r' — r”.  En  parUint  di‘s  valeurs 
obtenues  à l'Exercice  précédent,  on  trouve 


R -r 


/'  ’ 

a smO'binO'siné” 


(In  peut  exprimer  aussi  ce  rayon  en  fonction  des  cordes  focales  c',  r",  v" 
parallèles  aux  côtés  du  triangle,  car  la  longueur  de  la  corde  focale  c. 

faisant  un  angle  0 avec  l'axe  est  égale  à (193,  Ex.  II).  On  a 

sin’O 

ainsi 

R>='?r”. 

4/^ 

Il  résulte  du  n"  215  que  r',  r",  c"  sont  les  paramètres  des  diamètres  cor- 
res|K)ndant  aux  cordes  qui  forment  le  triangle. 


VI.  Trouver  la  valeur  du  rayon  R du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  trois  tangentes  à une  parabole,  en  fonction  des  angles  Ô',  é",  O"” 
(lue  ces  tangentes  font  avec  l'axe. 


Réi>üvse. 
On  a aussi 


R 


8 sinO'  sin  é“  sinO" 


1m/.. 


//,  //,  /.'"étant  les  paramètres  des  diamètres  qui  passent  par  les  points 
do  contact  (212). 


VII.  Trouver  l’angle  ^ conq.ri.s  entre  les  deux  tangentes  menées  par 
le  point  (x',  _»•')  à la  parabole  y’=  l\mx. 

E'é(|uation  des  tangentes  menées  par  (x',  . ')  est  (92) 

(/’’  — 4 «'.r')  ’ — 4 "'-c)  = [r.V ' — a m {.r  -+-  .r' ) ]’, 

el  celle  des  parallèles  mem'cs  à ces  tangentes  par  l'origine 

x'p  ’ — ,v’x_y  -h  /«x’=  O. 

I-’angle  ^ compris  entre  c(‘s  deux  droites  est  défini  par  (7i) 


long-/ 


x'-h  m 
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VIII.  Trouver  le  lieu  du  sommet  des  angles  y dont  les  cdtés  sont  Uin- 
genlsà  la  parabole. 

Réponse.  C'est  l’iiyperbole  v’— 4 — (.t -t- ;;/)Mang’-,<.  En  mettant 
son  équation  sous  la  forme  — n/)’ = (x -i- /«)’ séc’y,  on  voit 

que  riiyperbole  (I8C)  a même  foyer  et  môme  directrice  que  la  paraboU', 
et  que  son  excentricité  est  égale  à sécy. 

IX.  Trouver  je  lieu  des  projections  des  foyers  sur  la  normale. 

La  distance  du  foyer  (;«,  o)  à la  normale 


a pour  valt'ur 


a h;  (_r  — r')-(-_r'{x  — x’)  = o 


»■'  fx'-f-  >n) 

4'"' 


V^x'(x  -t-  III  ). 


Si  5 est  l'angle  que  la  direction  de  cette  distance  fait  avec  l'axe  (213), 
on  a 


sin  0 = 


cosO  . : 


X 

X ’ -e  m' 


l’équation  polaire  du  lieu  est  donc 


ce  qui  revient  à _r’  = /nx. 


0 


III  cosO 
sin’O 


X.  Trouver  les  coofltlonnées  .r  et  i de  l'intersection  des  normales  rni^- 
néesaux  points  (x',  _r'),  (x’,  r")  de  la  courbe. 


RÉP.  X = a/H  H-  ' 


-t-V 

4»i 


e') 

'â'/w’ 


Si  a et  ^ sont  les  coordonnées  de  l’intersection  des  tangentes  correspon- 
dantes (Ex.  I),  on  a aussi 

P" 

r 2111  + a,  r 

Ht  m 


XI.  Trouver  les  [loints  de  la  courlie  dont  les  normales  passent  par  un 
point  donné  (.r',  y'). 

En  éliminant  x entre  l'équation  de  la  normale  et  celle  de  la  courbe,  on 
trouve,  [lour  déterminer  les  ordonnées  de  ces  points, 

■iy  (/.<’—  2i>x')y  = p'y'- 

Les  trois  racines  de  cette  équation  sont  liées  par  la  relation 

3 = "i 
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ac)6 

|>ar  consAïuent  la  corde  dclerminée  par  deux  de  ces  |ioinls  fail  avec  l’axe 
le  même  angle  <|ue  la  droite  qui  joint  le  troisième  au  sommet. 

-\ll.  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  normales  menées  aux  extré- 
mités des  cordes  passant  par  un  |K)inl  (ixe  {x\y'). 

■Soient  a,  p les  coordonnées  du  pôle  de  la  corde;  on  a la  relation 
(x'-f  a),  et  en  éliminant  successivement  a et  Rentre  cotte  équa- 
tion et  celle  de  l'Kx.  X,  on  trouve,  pour  le  lieu  clierclié,  l'équation 

ï [aw(  ) — v') -e  )•’ (a-  — ,r')]’ 

=r  {.j///x'  — ”)  (rV  ■+■  ■Ax'.r  — ^mx' — ax'’), 

qui  représente  une  jiarabole  dont  l’axe  est  perpendiculaire  à la  polaire  du 
point  donné.  Si  les  cordes  éUiient  parallèles  à une  droite  (ixe,  le  lieu  se 
réduirait  à une  ligne  droite,  comme  cela  est  du  reste  évident  d’apres 
I Fx.  XI. 

XIII.  Trouver  le  heu  de  l’intersi'ction  des  normales  qui  s<‘  coupent  à 
angle  droit. 

On  a,  dans  ce  cas. 

r,7 

J = — /«,  X — 3/h  -t-  — . V = P,  >■’;=  /h(x  — 3/h). 

III  ' 

XIV.  Trouver  le  paramètre  d'une  parébole  connaissant  les  longueurs  « 
et  il  de  deux  tangentes,  et  l'angle  w qu'elles  font  entre  elles. 

Menons  le  diamètre  correspondant  à la  corde  de  contact;  le  para- 

mètre  //’  de  ce  diamètre  est  //'=  et  le  paramétre  principal  est 


/' 


r’ sin’O  ts’i  ’ 


O étant  la  distance  de  l’intersection  des  tangentes  à la  corde  de  contact. 
•Mais 


acij' = h/;  sinw  et  i6x’ .-=  n’-t- A’-?- 2 h// cosw, 


ilonc 


.<//’//’  sin’f.i 



(n’-t-  é’-t-  a//// cosoi)’ 


( 7wir  n“  207). 


XV.  Démontrer,  en  partant  de  ré<|ualion  du  cercle  circon.scrit  au  tri 
angle  formé  par  trois  tangentes,  que  ce  cercle  pas.se  |>ar  U-  foyer, 
la;  cercle  circonscrit  à Un  triangle  a pour  équation  ( 124) 


fi'/  sin  A -e  7a  sin  B rp  sin C o. 

et  le  terme  absolu,  (pi  on  trouve  en  remplaç.int  a,  p,...  par  leurs  va' 
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leurs  développées  xcosa  -t-  v sina  — est 

///j'sin  — 7)  /'"/JSin(7  — a)  -1-  />p'»u\{x  — p). 

Mais  si  a représente  une  tangente  à une  parabole  ayant  le  fover  pour 
origine,  on  a (219)  n — le  terme  absolu  devient  alors 

® '‘Il 


Ô)sa(^fic0S7  [s'n(P-v)cos'-‘-<-sin(7-ac)cosf!  -e  sin(*-|5)  COS7J. 


et  il  est  identiquement  nul. 

XVI.  Trouver  le  lieu  do  l’intersection  des  tangentes  menées  à la  pa- 
rabole, étant  donnés  ; 1°  le  produit  des  sinus  ; 2°  le  produit  des  tangentes  ; 
3°  la  somme , ou  4“  b*  différence  des  cotangentes  dw  angles  que  ces  tan- 
gentes font  avec  l’axe. 

Réponse.  i°  un  cercle;  2°  une  droite;  3°  une  droite;  4°  une  parabole. 

228.  Indiquons  encore  quelques  problèmes  pour  terminer 
ce  paragraphe. 

EXERCICES. 

1.  L’hyperbole  équilatére  circonscrite  à un  triangle  passe  par  rintcr- 
.section  des  hauteurs  de  ce  triangle  (*). 

Prenons  pour  axes  un  côté  du  triangle  et  la  hauteur  correspondante. 
On  sait  que  l’éiiuation  de  la  conique  passant  par  quatre  points  (Ifil,  Ex.  I) 

pp'x’-e  2//xr  ■+■  'ù'y'—  -1-  /')  X — >.V.'  (fl  ■+-  fi')_j-  7/.'u  u'=  o 

représente  une  hyperbole  équilatére  ( les  axes  étant  rectangulaires)  lorsque 
>X'=  — fi!*'  (174).  Dans  le  cas  actuel,  trois  points  X,  '/.'et  fi  étant 
donnés,  cette  condition  permet  de  déterminer  le  quatrième  u ; l’hy- 

X/' 

perbole  rencontre  donc  la  hauteur  au  point  fixe  r = 1 qui  est  l’in- 

tersection des  trois  hauteurs  du  triangle  (n°  32,  Ex.  VII). 


(■)  Riu\7<citOM  et  Poncdlet;  — Oeruonne,  j4nnalest  t.  Xï,  oo5;  — ^V.\LTOpl, 
p.  a83. 
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II.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  hy  jHjrboles  équilalères  passant  jiar 
trois  points  donnés. 

Réponse.  Le  cercle  passant  piir  les  milieux  des  côtés  du  triangle  que 
l'orinent  les  trois  points  {vnir  n”  l.'il.  Ex.  III). 

III.  Trouver  la  condition  pour  que,  par  rapport  à une  conique  donnée 
[Kir  l'éiiualion  j^énérale,  le  pôle  de  Taxe  dc’S  .r  soit  sur  Taxe  des  , et  vin: 
versii. 

RkPON'E.  /«•  — /g. 

IV.  Trouver  la  condition  pour  que,  dans  une  conique  définie  par  l’é- 
quation générale  ( 133),  Tune  des  asymptotes  passe  par  l’origine. 

Réponse.  r//’  — ifg/i  -4-  = o. 

V.  I.e  cercle  circonscrit  au  triangle  aulopolaire  par  rapport  à une  hy- 
perbole équilaléro  (39)  passe  par  le  centre  de  l’hyperbole  ('). 

La  condition  trouvée  dans  l’Exercice  précédent  étant  remplie,  l’équa- 
tion du  cercle  passiuit  par  l’origine  et  par  le  [kMp  de  chaque  axe  sera 

/i  (x’-4-  ï jfcosw  -t-  -h  gy  = o, 

ou 

X [hx  -t-  h y -+-/ ) -t-_y(nx  -i-  //  v -(-  ^)  — («  -t-  h — -xh  cosw)  xr  = o, 

équation  à laquelle  satisferont  évidemment  les  coordonnées  du  centre 
pourvu  que  l’on  ait 

Il  -h  l>  =:  ’l/l  COSw, 

c’est-à-dire  pourvu  que  la  courbe  directrice  soit  une  hyiiorbole  équila- 
tèro  (71,  171). 

Ce  théorème  n’est  qu’un  cas  particulier  du  suivant,  que  nous  démon- 
trerons plus  loin. 

Lorsque  deux  triangles  sont  autopolaires  par  rapport  à une  conique, 
leurs  six  sommets  sont  situés  sur  une  mémo  conique  (37.S,  Ex.  I). 

VI.  Le  cercle  passant  par  le  centre  d’une  hyperbole  équilatére  et  par 
deux  points  quelconques  passe  aussi  par  l’intersection  des  parallèles 
menées  par  chacun  de  ces  points  à la  polaire  de  l’autre. 

VIL  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  tangentes  interceptant  sur 
une  droite  fixe  un  segment  de  longueur  constante.^ 

Prenons  cotte  droite  pour  axe  des  x.  Les  racines  de  l’équation  du  .se- 


(*)  Bri.wi  iion  et  Piiscr,i.F,T ; — Oeri.osse.  Ànnulrs,  1.  XI,  p.  ïio;  — Waitos, 
p.  3o4- 
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cond  degré,  obtenue  en  faisant  j'=  o dans  l'équation  des  tangentes  me- 
nées iwr  (x', /■')  à une  conique  quelconque  (92),  repn’sentent  les  seg- 
ments (comptés  à partir  de  l'origine)  que  déterminent  ces  tangentes  sur 
l’a.\e  des  x.  En  exprimant  que  la  dillérence  de  ces  racines  est  con.«lante, 
on  trouve  l'équation  du  lieu,  qui  est  en  général  du  quatrième  degré. 

Dans  le  cas  où  la  droite  fixe  est  tangente  à la  conique,  on  a ^’  = ne, 
l'équation  du  lieu  devient  divisible  par  r’,  et  se  réduit  au  deuxième 
degré. 

On  trouverait  de  même  le  lieu  des  intersections  des  tangentes  qui  déter- 
minent sur  une  droite  fixe  et  à partir  d’un  point  donné,  dos  segments 
dont  la  somme,  le  produit,...,  est  constant. 

VIII.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère. 

Prenons  des  axes  quelconques,  et  soit 

•r  cosa  -I-  1 sin  X — /J  = O 

l'équation  d’un  des  côtés  du  quadrilatère.  Désignons  par  .r  et  )'  les  coor- 
données du  centre  d'une  des  coniques,  et  par  6 l'angle  que  forme  son 
grand  axe  avec  l'axe  des  x.  L’angle  compris  entre  ce  grand  axe  et  la  per- 
pendiculaire au  côté  du  quadrilatère  est  * — 6,  et  l'on  a , d’après  le 
n”  178, 

(x  cosa  -r  sina  — pY  — cos’(a  — fj)  -i-  sin’(a  — 0), 

ou,  en  développant  et  remplaçant,  pour  abréger  (33),  x cosa  -t-_i'sina  — p 
par  a, 

3}=  («’  cos’Ô  -+-  //  sin’O)  cos’ a a(n’  — P)  cosO  sin5  cosa  sina 

-f-  (rt’  sin’O  -f-  ô’  cos’ô)  sin’a. 

On  obtient  ainsi  quatre  éi|uations,  entre  le.squclles  on  peut  éliminer 
6 ou  plutôt  les  trois  quantités  «’ cos’ô -f- ô’ sin’ô, («’— ô’)cos5sin0 
et  «’sin’ô  -r  ô’cos’O.  Ia>  lieu  est  donc  donné  par  l’i'quation 


a' 

ros’a 

COS3C  sin  X 

sin’a 

cos’^ 

sin’6 

7’ 

cos’ 7 

COS7  sin  y 

.sin’v 

'Y 

cos’ J 

co^'î  sino 

sin’'? 

c'est-à-dire  par 

.Va’-HB^’-t-C'/’-r  Do'’=  o, 

A,  B,  C et  D étant  des  constantes.  Celte  érpiation,  du  deuxième  degré  en 
apparence,  est  en  réalité  du  premier.  En  etfet,  si,  avant  de  développer 
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le  dolerminanl,  on  y remplace  les  expressions  x.  p,  •/,  S par  leurs  équi- 
valentes en  jr  cl  _r.  on  voit  que  les  termes  on  x’,  qui  appartiennent  aux 
éléments  de  la  première  colonne,  ont  respeclivement  cos’a,  cos’p,  cos’y, 
cos’5,  c’est-à-dire  les  éléments  d'une  autre  colonne,  iwur  coeflicienis;  et 
que,  i>ar  suite,  le  lcrme  en  x’  disparait  dans  le  développement.  Il  en  est 
do  même  des  termes  en  r’  et  en  xr.  Le  lieu  cherché  est  donc  une  ligne 
droite,  et  on  peut  la  construire  géométriquement,  en  observant  que  la 
polaire  d’un  |)oinl  par  rapport  à une  des  coniques  a pour  équafion 

\xx'  -h  Bpp'-e  C77'  -i~  DÔ5'  = O, 

et  que,  par  suite,  la  ixilaire  de  (a,  p)  passe  par  (7,  J).  D'ailleurs,  quand  une 
conique  se  réduit  à une  droite  par  l'évanouissement  des  termes  du 
deuxième  degré  de  son  équation,  la  polaire  d'un  point  est  parallèle  à 
cette  droite,  qui  divise  alors  en  deux  parties  égales  la  distance  du  point 
à sa  i>olaire.  Le  lieu  cherché  partage  donc  en  deux  parties  égales  les 
droites  menées  par  les  points  (a,  p)  et  (7,  à),  (a, 7)  et  (7,  J),  (“,  ’î)  et  ( p,  7 ), 
c’est-à-dire  les  diagonales  du  quadrilatère  xp-/S. 

Réciproquement , si  l’on  se  donne , sous  une  forme  quelconque , les 
érjuations  a = o,...  de  quatre  droites,  l’équation  do  la  droite  qui  passe  par 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  qu’elles  forment  peut  s’ob- 
tenir en  déterminant  les  constantes  de  la  relation 

A*’-Bp’-f-r.7’-^DÔ-=ro, 

de  telle  sorte  que  cette  équation  représente  une  ligne  droite. 

I-a  solution  que  nous  venons  de  donner  a été  indiquée  par  M.  Serret  (*). 

IX.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle, 
et  dont  les  axes  « et  l>  vérifient  la  relation  a’  -t-  è’  = 4’. 

Cette  relation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P = («'  cos’é  -f-  i’  sin’O)  -I-  (n’  siirO  P cos’O), 

et  comme  la  première  condition  du  problème  fournit  trois  ihpiations  ana- 
logues à celles  de  l'Exercice  précédent,  on  aura,  pour  le  lieu  cherché, 
l’équation 

' x'  cos’a  cosasina  sin’a 

^ V cos’ P cospsinp  sin’p 

1 Ÿ cos’ 7 cos  7 si  07  sin’7 

X’  1 O 1 


(")  yoHvrUet  Annales  de  Matkèmatiijiie$^  a*’  série,  t.  IV,  p.  i^S- 
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qui,  pouvant  se  racUre  sous  la  forme 

Aa=-(~  B^’-(-C7’h-D  = o, 

représente  un  cercle.  t)n  [leut  voir  en  elfel,  en  suivant  la  marche  indi- 
qui-e  ci-dessus,  que,  dans  le  développement,  le  terme  en  xy  disparait  et 
que  les  termes  en  x'  et  ,r’  ont  mémo  coelTicient.  Mais  quand  un  cercle  a 
pour  équation  Aa’-n  C7*=  o,  son  centre  est  le  point  do  concours 

des  hauteurs  du  triangle  0(57;  le  lieu  cherché,  dont  l'équation  ne  diffère 
de  la  précédente  que  par  une  constante,  est  donc  (SI)  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  do  concours  des  hauteurs  du  triangle  circonscrit 
aux  coniques. 

X.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  circonscrites  à un  qua- 
drilatère. J 

lai  distance  0 d'un  des  sommets  (jt',  e')  du  quadrilatère  au  foyer  a 
pour  evpressiou  (I8ti) 

P = Aa:'  -s  B v'  -i-  C. 

En  éliminant  A,  B et  C entre  cette  équation  et  les  trois  autres  four- 
nies par  les  autres  sommets,  on  a 

I ? .^  '1 


ou  en  développant 

/u  -i-  »/  s'  -t-  « 0”  -1-  /I  = 0. 

Si  l’on  se  reporte  au  n”  3(1  pour  trouver  la  signification  géométrique  des 
coellicients  /,  »i,  n et  p,  on  voit  que  cette  équation  n’est  que  rexpre.-isiou 
du  théorème  de  .Mobius 

OA.BCD  -s  OC.ABD  = OB..\CD  e 01). ABC., 

dans  laquelle  0 est  le  foyer,  et  BCD  faire  du  triangle  forfné  par  les  trois 
points  B.C.D.  (Comparer  cette  expression  à la  condition  énoncée  au  n°  9i.) 

On  voit  ainsi  que  / -1- /« -r  n-^-p  — o.  En  substituant  à 0,  p', ... 
leurs  valeurs  v^(.c  — x’)’ -(-  — et  faisant  disparaître  les  ra- 

dicaux, on  trouve  l’équation  du  lieu,  qui  est  du  sixième  degré. 

Lorsque  les  sommets  du  quadrilatère  sont  sur  un  cercle,  le  lieu  se  dé- 
compose en  deux  autres,  qui  sont  respectivement  du  troisième  degré, 
ainsi  que  font  fait  voir  MM.  Sylvester  et  Burnside. 

On  a en  effet,  d’après  le  théorème  do  Feuerbach  (91), 

/p’  -I-  mp”  -t-  wp”  -e  pu'^  =.  o; 
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3oi 
Cl,  par  suite, 

(/  -f-  ut)  (/o^  /Uù'’)  = (//  /t)  (//&*' 

[ta  -r-  ttto'Y  z=.  [tio’-h  /ta”)’, 

d’où 

//;;  (f  — *')’  = "P  ip’  •+■ 

équation  qui  se  décomjiose  évidemment  en  deux  fadeurs. 


§ II.  — ‘De  l’.VMOLE  EXCENTRIQIE  ( * ). 

229.  L’emploi  d'une  seuli-  variable  au  lieu  de  deux  coor- 
données .r'  et  >■',  pour  définir  la  portion  d’un  point  sur  une 
courbe  est  toujours  avantageux  lorsqu’il  est  possible;  aussi, 
dans  la  discussion  de  certaines  propriétés  de  l’ellipse,  substi- 
tuerons-nous aux  coordonnées  courantes  x'  el_r'  les  expres- 
sions 

jr'=«coS9,  ^'  = /;sin9 

analogues  à celles  que  nous  avons  employées  dans  le  cas  du 
cercle  (102).  Ces  subsiiiuiions  sont  évidemment  compatibles 
avec  l’équation 


La  signification  géométrique  de  l’angle  o peut  se  déduire 
<le  la  construction  suivante  : 

Sur  le  grand  axe  d’une  ellipse  8i)  pris  comme  dia- 

Fiü.  8i. 


mètre,  décrivons  un  cercle;  prolongeons  l’ordonnée  PL  d’un 


(*)  I/cinplol  (le  CRl  ttnjîlo  a ôte  aussi  imlitiiic  p.ir  M,  O’hrion  {(’nnihrû/^c 
Mathfmaticai  Journal^  t.  IV,  p.  ()|)). 
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point  P (x',  r')  de  l’ellipse  jusqu’à  sa  rencontre  Q avec  ce 
cercle , et  joignons  le  centre  C au  point  0;  l’angle  QCL  sera 
égal  à 9.  En  effet,  CL  - CQ  cosQCL  ou  x’  :=  a cos 9 ; d’ailleurs 

PL  = ^ QL  { 163),  QL  = a siii9 , d’où  y'  - />  sin  9. 

230.  Si  l'on  mène  par  le  point  P une  parallèle  PN  au 
rayon  CQ,  on  a 

PM;C0::  PL;QL:;  b:  a. 

et  comme  CQ  = «,  on  a PM  = 6;  d'ailleurs  PiN  =a,  ce  qui 
donne  le  théorème  suivant. 

Le  {'rand  axe  d'une  ellipse  détermine  sur  une  droite  NP  de 
longueur  a,  joignant  un  point  P de  l’ellipse  à un  point  N du 
petit  axe,  un  segment  PM  dont  la  longueur  est  égale  à b. 

En  prolongeant  l’ordonnée  PQjustju’en  Q' où  elle  rencontre 
le  cercle  une  deuxième  fois,  on  démontrerait  de  même  que 
la  parallèle  PN'  menée  au  rayon  CQ'  par  le  point  P est  divisée 
en  ce  point  en  deux  segments  de  longueur  constante  a et  b. 
Donc  si  les  extrémités  M et  N d’une  droite  MN  de  longueur 
constante  glissent  sur  les  côtés  d’un  angle  droit,  un  point 
quelconque  P de  celte  droite  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
axes  MP  cl  NP.  ( L'oir  n"  '»9,  Ex.  Xll.) 

On  a construit  sur  ce  principe  un  compas  elliptique  qui 
permet  de  décrire  une  ellipse  d'un  mouvement  continu.  Cet 
instrument  se  compose  de  deux  règles  fixes  CA  et  Cl)  à angle 
droit,  cl  d’une  règle  mobile  MN,  de  longueur  constante  et  dont 
les  extrémités  peuvent  glisser  le  long  des  règles  fixes  ; un 
crayon  fixé  en  un  point  de  la  règle  mobile  décrit  une  ellipse. 
Lorsque  ce  crayon  se  trouve  au  milieu  de  MN.  la  courbe  est 
un  cercle.  (O’Brien,  Coordinate  Geomelry,  p.  112.) 

231.  L’emploi  de  l’angle  9 fournil  un  moyen  très-simple  de 
construire  géométriquement  le  diamètre  conjugué  d’un  dia- 
mètre donné. 

Si  l’on  observe  qu’on  a en  général 

y'  b 

tang0  = ^ = -tang9. 


Digitteed  by  Google 


3o4 

la  relalion  (170) 

devient 

c’est-à-dire 


CHAPITRE  VllI. 

tangO  lang6'  = — 

tang9  lang9'  = — i, 
9 — 9'  = 90". 


l’üur  construire  le  diamètre  ronjiigué  P'C  du  diamètre  CP 
(yîg.  82),  il  faut  donc  prolonger  rordonnée  PM  du  point  P jus- 

Kig.  8a. 

X--"' 


OV 


qu’à  sa  rencontre  Q avec  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de 
l'ellipse  Comme  diamètre,  mener  le  rayon  QC  et  le  rayon  CQ' 
qui  lui  est  perpendiculaire;  l’ordonnée  O’M'  coupera  l’ellipse 
au  point  P',  extrémité  du  diamètre  cherché. 

On  peut  déduire  de  cette  construction  les  expressions  des 
coordonnées  x'  et  y'  de  P’,  qui  ont  été  données  au  n"  17i. 
tin  effet  des  relations 

cos9'  = siii9,  sin9'  = — COS9, 
on  lire  respectivement 

X > X ^ 

a b b ~~  a 

Ces  valeurs  montrent  que  les  triangles  PCM,  P'CM'  sont 
équivalents. 

EXERCICES. 

1.  Exprimer  les  longueurs  do  deux  diamètres  conjugués  en  fonction  de 
l'angle 

Réponse,  n”  = «’ cos’y -t- i^sin’9,  è"  = «' sin’y -+- A’ cos’n». 
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II.  Trouver  ré(|iuilion  (l'iini!  corde  en  fonrlion  des  coordonnées  y et  y' 
do  ses  extrémités  (>w>  n"  lOi). 


REPONSE.  ’^COsi(y  ■+-  y')  sin  ;(y  -+-  y’)  — cos)(y  — y'). 

III.  Trouver  l'é(|uulion  de  lu  lun^jente,  en  fonction  do  la  coordonnée  y 
tlii  point  do  contact. 

RéÙ'ovse.  — cosy  -t-  J-  .siny  =■  i . 

IV.  Exprimv'r  la  longueur  1)  de  la  corJe  qui  joint  les  deux  poinUs  x et  p. 
Oti  a 

1)'  //■  (eus*  — cos^)'  -I  - A’ (.sin z — sin 

1)  = ■>.  sin  J (z  — P)  [o’sin’  ;(  -t-  cos’  (-(  z -i-  S)  J’. 

Mais  (Kx.  I)  la  quantité  comprise  entre  parentliéses  représente  le  demi- 
diamètro  ronjugué  de  celui  qui  liasse  parle  point  |(z -i- (i)  ; d’ailleurs 
(Ex.  Il,  III)  la  tangente  menée  (lar  le  point  )(z-t-  [ijest  parallèle  à la 
conle  qui  joint  les  points  «,  f ; par  suite,  en  repré.sentant  par  //  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  conjugué  parallèle  à la  corde'donnèe,  on  a 

n a/é  sin  j(z  — P). 

V.  Trouver  l'aire  ï du  triangle  formé  par  les  trois  points  z,  y. 
Nous  avons  ('dti) 

aï  = «A  f sin(  Z — p)  sin  (5  — y)  sin  (y  — z)] 

= «/i  [ a sin  J ( Z — S ) cüS  ) ( z — p)  — a si  n ) ( z — p]  cos  J ( z -t-  % — '•*'/)] 
— ,\tib  sin  j(  z — S)  sin  ) ( 6 — y ) sin  ) (y  — z |, 
d'où 

ï a«/isinj  (z  — p)  sin  )(  — v)sm|(y  — z). 


VI.  L’aire  du  triangle  inscrit,  dont  les  médianes  ont  pour  point  de 
concours  le  centre  de  la  courbe,  est  constante. 


VII.  Trouver  le  rayon  U du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les 
trois  points  z,  p et  y. 

Soient  d,  r,  / les  côtés  et  ï l’aire  de  ce  triangle,  on  a 


R =. 


i'- 


nb  ' 


b',b\  b”  étant  les  demi-diamotres  parallèles  aux  côté'S  du  triangle  : si 
l'on  désigne  par  t',  c",  c"  les  cordes  menées  par  le  foyer  parallèlement  à 

ao 
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CCS  côtés,  on  a aussi  (227, Ex.  V) 

\ I!l.  Trouver  l’équation  du  cercle  circonscrit  à ce  Irianftle. 
Rf.poxse. 

Ol  ( ) X 

r*  .)•’  — — COS-((  * -T-  f>)  cos(  (6  -t-  ■/)  rus  ; (7  -I-  *) 

i(ô’  - oM  V 


b 


sin;(ï-t-  |5)sini(^-H7)sin;(7  -+-  a) 


=:  -(-  b’)  — ï(n’ — A’)(  cos(  a fi)  -t-  cos(|%  -(-  7)  -H  cos(7  -t-  *)  ]. 

IX.  I.’aire  du  triansie  formé  par  trois  langenles  est  (dit) 

rtôlang;(a  — P)  tan;;; (S  — 7)  tanp)(7  — a). 

X.  I.'aire  du  trianpio  formé  par  trois  normales  est 

4^  lanpi(a-^)lanp;(|i_7)tanp|(7-a) 

X [sin(fi  -t-  7)  -t-  sin  (7  -f-  a)  sin(a  -t- 
Les  trois  normales  se  coupent  donc  en  un  même  point  lorsqu'on  a 
sin{ & -H  7)  -t-  sin(7  -t-  a)  -t- sin( a -i-  S)  = o (M.  BrnxsinE). 

■XL  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  O du  rayon  vecteur  KP  mené  par 
le  foyer  K d'une  ellipse  à un  point  P de  la  courbe,  avec  le  rayon  Cf,)  du 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  le  point  Q se  trouvant 
sur  l’ordonnée  QM  du  |M>iiit  P. 

Soient  .r’,  .r'  les  coordonnées  du  point  P ( /!».  83)  (C.  étant  pris  pour 

Fij;.  «;t. 

0 

' ..  ' .P  ■ 


/ 


/.  ' ' ] 

c n M I 


origine),  x et  v celles  ilu  point  O,  7 l’angle  ; do  la  similitude  des 
tnangli*s  FON,  FPM,  on  déduit 

) ' _ h sin? 


.V 

X -f-  r 


//(c  -I-  COS7) 


(•)  MAC-Ct'LL\<ai,  Dublin  K.rnm.  i83fi,  p.  aa. 
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L’i^quiilion  polaire  du  lien,  en  prenant  le  point  C pour  origine,  s'ob- 
tiendra en  rempla(;ant,  dans  l’éipialion  préredente.  .r  et  [lar  o cosy, 
O siny  : on  aura  ainsi 

0 _ h 

c -H  P cosy  rt(e-i-cüsy) 
on 

hr^  

• f (n  — b)  eosy 


Ia'  lieu  clierclié  est  une  ellipse  (193)  ayant  C et  F [lonr  foyers. 

XII.  Trouver  le  lieu  de  l’intersection  du  rayon  CQ  avec  la  normale 
• en  P. 

I.a  normale  a pour  équation  (180) 


ou  bien 


<£x  _ 

■ i'  y' 

n.r  by 

COS  y siny 


en  y remplaçant  x et  y par  p cosy  et  p siny,  on  a,  pour  l’équation  du  lieu, 


{ft  — b)p  = r’,  ou  o = ti-y-b. 


qui  est  celle  d’un  cercle  concentrique  à l’ellipse  et  de  rayon  « 

XIII.  Uémontrer  que 


h. 


XIV.  Par  le  sommet  d’une  ellipse , on  mène  un  rayon  vecteur  à un 
point  [x’,  r')  de  la  courbe,  et  par  le  centre  une  parallèle  à ce  rayon  vec- 
teur ; trouver  le  lieu  do  l’intersection  de  celte  parallèle  avec  la  lan^ento 
en  {x',j  '). 

Ijt  tangente  de  l’angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  l’aNe  étant  égale 
* y* 

) la  parallèle  menée  par  le  centre  a pour  équation 

y _ Y*  _ Asintp  _ /»  i — cos? 

.c  æ'-hit  «(i-»-cosÿ)  * 

ou  bien 

V . r X 

Vsm®  H — CO89  — -* 
à ^ n ^ a 


Le  lieu  île  l’intersection  do  celte  droite  avec  la  tangente 


y . .V 
r SHiŸ  -i — coâv  = I 
h ^ a ^ 

20. 
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est  évidemment  - — i , r'e>l-à-dire  la  tangente  au  sommet  op|)osé  de 
celui  d’où  |)arl  le  rayon  vecteur. 

On  trouverait  de  la  même  manière  le  lieu  de  cette  intersection  lorsi|ue 
le  rayon  vecteur  est  mené  non  plus  par  le  .«ommel , mais  par  un  point 
ipielconquc  de  la  courbe;  il  sufTit  pour  cela  de  remplacer,  dans  ce  <iui 
précède,  a et  h par  n'  et  //.  U“  lieu  est  alors  la  tangente  passant  par  le 
point  diamétralement  oppost'  de  celui  par  leipiel  on  a mené  le  rayon  vec- 
teur. 

XV.  Dans  une  ellipse,  la  longueur  d’une  corde  menée  tangentiellement 
à l'ellipse  liomofocale,  ayant  7i’,  A’  (lour  demi-axes,  est  égale 

a ’ ’ A' étant  le  demi-diamètre  parallèle  à la  corde  ( M.  Birxsiiie). 

I.a  condition  pour  ipie  la  corde  qui  passe  par  les  deux  points  x et 
soit  tangente  à l’ellipse  liomofocale  est 

" cosH(ï  + P)  ->■  ^-sin’;(a  -t-  à)  ^ : cos’i(*- 

OU 

.sin=I(a  - 6)  = [A’cüs’i(«  P] «’sin  ;(a  -e  ^)] 

A’ 

= (Ex.  IV). 

irh‘ 


La  longueur  de  celte  corde  est  par  suite 


2 A'  sin } (a  — P) 


2 A A" 

fih 


Ce  résultat  permet  d étendre  aux  cordes  tangentes  ü des  coniques  ho- 
mofocales  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  cordes  menées  par  le  foyer. 


232.  La  métliüdc  exposée  dans  les  numéros  prérédetils  ne 
s'appli(|ue  pas  à l’hyperbole.  Cependant  on  peut  poser,  lors- 
qu’il s'agit  de  cette  dernière  courbe, 


puisque 


^ = «5009,  >•'  — Atango, 
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Pour  représenler  péotuélri(nicincnt  l’nngle  ç (//g.  H4),  m(“- 

Fic-  8',. 

- - P 


lions  par  le  pied  M de  rordoiiiiée  une  tangente  MO  au  cercle 
dticril  sur  Taxe  Iransverse  comme  diamètre;  nous  aurons 


«jt:M  = s. 

Kn  effet 

CM  =x'  — CQ  sécQCM; 

d'ailleurs 

OM=«langç<  et  PM  — tang -y. 

Donc  la  tangente  menée  par  le  pied  de  rordonnéc  d’un 
point  de  l’hyperliole  au  cercle  décrit  sur  l’axe  iransverse 
comme  diamètre  est  dans  un  rapport  constant  avec  celle  or- 
donnée.' 

I,’é(|ualion  de  l’iiyiierholi'  conjuguée  étant 


un  i>oinl  {x",  y")  de  celle  hyperbole  peut  se  représenler  par 
jr"  = l>  séc»',  x"  — a tango'. 

Si  0 esl  l’angle  fait  avec  l’axe  des^  par  un  diamèire,  on  a 

r * ' • 

langy  = —7  -r  -sino 


pour  riiyperhole  primitive  : pour  l’Iiiperhole  conjuguée,  on 
aurait  de  même 

,,  v"  f>  I 

laiig  0 = -77  = ^ — , • 

X-  a sino 

l.ors<|ue  ces  deux  diamèlrcs  sont  conjugués,  la  relation 

. „ *■ 
langO  tangü  — -, 
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CHAPITRE  XIII. 


OH  siiiiploiiiciit 


sin  9 ^ sinç', 
9=;9'  (M.  TcrneiO. 


>15  III.  — De  i.a  simii.itciie  dans  i.es  sections  comoces. 

Doux  figures  sont  sembUihles  et  xeniblahlenienl  placées^ 
ou  /loiiiolliéliqties  lorsque  les  r.ijoiis  verleiirs  OP. 

Kic.  «â. 


r 


Oy,  niellés  ilaiis  hi  pieinière  par  un  poinl  O,  soin  dans  un 
rapport  constant  avec  les  rayons  vecteurs  parallèles  op,  u(j 
menés  dans  la  seconde  par  un  point  o.  (Jiiand  il  existe  deux 
points  ü et  o jouissant  de  cette  propriété,  il  y <‘ii  a une  infinité 
d'autres.  En  effet,  priMioiis  dans  la  première  figure  un  point 
quelconque  C,  et  joignons  OC;  dans  la  seconde  ligure,  menons 
oc  parallèle  à OC,  de  telle  sorte  que  le  rajiport  oc  : (K;  soit 
égal  au  rapport  constant  o/i  ; OP;  les  triangles  PO(^,  poc  sont 
semblables;  par  suite,  cp  est  parallèle  à CP,  et  le  rapport  de 
cp  à CP  est  égal  au  rajiport  coiisiant  oy;:OP.  On  prouverait 
de  nièine  qu’un  autre  rayon  vecteur  quelconque  mené  jiar  c 
est  proportionnel  au  rayon  vecteur  jiarallèle  mené  jiarl^ 

Lorsque  deux  sections  coniques  A centre  sont  homothé- 
tiques, tous  les  diamètres  de  l’une  sont  |)i-o|)oriionnels  aux 
diamètres  de  l’autre,  jiuisque  les  rectangles  OP.OQ,  et  op.oq 
sont  jiroportioimels  aux  carrés  des  diamètres  jiarallèles  (lifi). 

23V.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  coniques  données 
par  des  équations  générales  soient  homothétiques. 

Prenons,  jiar  une  transformation  de  coordonnées,  le  centre 
de  la  jiremière  comme  origine;  le  carré  du  demi-diamètre  fai- 


Digiiized  by  Google 


TllfiUHfcHES  ET  l'HOBLËMES  SUK  LES  SECTIONS  COMIQUES.  3ll 

sani  avec  l’.ixe  des  x un  angle  &,  dans  celle  conique,  esl  égal 
à une  conslanle  divisée  pur 

(i  cos’G  -t-  2/1  cosG  sinO  -f-  h sin=G; 

de  même  le  carré  du  demi-diamèire  qui  lui  esl  parallèle  dans 
la  seconde  esl  égal  au  i|uoiieni  d'une  aulre  conslanle  par 

a cos’G  -I-  ih'  cosG  sinO  4-  //  sin’O. 

I.e  rappoiT  de  ces  deux  carrés  ne  peui  être  conslani  qu’à  la 
condiiion  d’èlre  indépendanl  de  0,  c'esi-à-dire  lorsque  l'oii  a 

a /i  __  h 

H'  ~ h' V ' 

Donc  deux  eotiiques  sont  homothétiques  lorsque  les  eoeffi- 
cients  des  termes  du  second  de^ré  de  leurs  équations  sont 
éffiux  ou  proportionnels. 

2:Jo.  Les  axes  de  deux  coniques  lioinolhéliques  sonl  paral- 
lèles, puisque  le  plus  grand  et  le  (ilus  pelil  diainèlre  de  l’une 
doiveni  èlre  respeciiveuiem  parallèles  au  plus  grand  el  au  plus 
pelil  diainèlre  de  l’aulre. 

Si  l’un  des  diamèlres  de  l’une  de  ces  coniques  devieiil  infini, 
il  en  esl  de  même  du  diainèlre  parallèle  de  l’aulre;  ainsi  les 
asymptotes  de  deux  hyperboles  homothétiques  sont  parallèles. 
(à;ci  résulte  aussi  du  ihéorème  déinoniré  au  nuuiéro  précé- 
dent, puisque  {>5'»-)  les  directions  des  asympiotes  sonl  déier- 
iiiinées  par  l’ensemble  des  lermes  du  second  degré  de  l’équa- 
lioii  de  la  courbe. 

Les  coniques  seniblabb's  oui  nièine  excenlricilé,  puis(|u’on 
a évidcmnieni 

a' — G’ /«’«' — nx^lé  ^ 

a-  m’a‘ 

par  suite,  on  peut  considérer  les  coniques  semblables  ei  sein- 
blablcnienl  placées,  ou  bomolhétiques,  comme  des  coniques 
ayanl  leurs  axes  parallèles  cl  même  excenlricilé. 

Deux  hyperboles  ayanl  leurs  asymploles  parallèles  sonl  bo- 
iiiolliéliques.  Enefl'el,  leurs  axes,  éiani  les  bissecirices  des 
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angles  formes  par  les  asymptotes  (ISiS),  sont  parallèles;  de 
plus,  elles  ont  même  exeentrieité,  puisque  l’exceiilririté  ne 
dépend  ijiie  de  l'angle  compris  entre  les  asymptotes. 

2;Jü.  Toutes  les  paraboles  ayant  même  excentricité  {e  — i) 
.sont  humotliétiqties  lorsque  leurs  axes  sont  parallèles.  Un 
reste,  l’équation  d'une  parabole  rapportée  à son  sommet  étant 
r’—  px,  ou 

P cos  0 

^ sin’O  ’ 

il  est  évident  (|ue  le  rayon  vecteur  f>'  mené  à une  autre  para- 
bole par  son  sommet,  et  iiarallèlement  à o,  est  avec  celui-ci 
dans  le  rapport  constant  de  p'  à j>. 


KM'nCICES. 

1.  Sur  un  rayon  vwleur  OP  mené  à une  conique  par  un  point  fixe  O, 
on  prend  une  longueur  0()  (iroportionnelle  à OP;  trouver  le  lieu  du 
point  (.). 

Il  sullil  de  remplacer  y par  /«f  dans  l'ét^uation  de  la  conique,  [wur  ob- 
tenir celle  du  lieu,  qui  est  une  conique  liomotliétique  à la  première. 

I. (‘  point  O s'appelle  li‘  erntn-  de  .siiiiilitiidr  des  deux  coniques  : c'est 
éxidemment  (voir  au.ssi  n°  llo)  le  point  d'intersection  des  tangentes 
communes  aux  deux  coniques,  puisque  les  deux  rayons  vecteurs  itdini- 
ment  voisins  OP,  OP'  menés  à la  première  devenant  égaux,  il  dwl  en  être- 
de  même  des  deux  rayons  vecteurs  correspondants  OQ,  Oty'  menés  à la 
seconde. 

II.  Si,  i>ar  le  centre  de  similitude  de  deux  coniques  homothétiques,  on 
mène  deux  rayons  vecteurs,  les  cordes  qui  joignent  leurs  extrémiti-s  sont 
parallèles  ou  se  rencontrent  sur  la  corde  d'intersection  de»  deux  coniques. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  celui  du  n°  lUi. 

III.  Les  six  centres  de  similitude  de  trois  roniques  homothétique» 
sont  situés  trois  par  trois  sur  une  même  droite  (yî'g.  44.  P-  lâj). 

I\  . Deux  coniques  homothéticpies  et  concentriques  déterminent  sur 
une  sécante  des  segments  égaux. 

Toute  corde  de  la  conique  extérieure , qui  est  tangente  à la  conique 
intérieure,  est  divisée  au  point  de  contact  en  deux  parties  égales. 

Ces  théori'mes  peuvimt  se  démontrer  comme  ceux  des  n'"  lOii  et  197, 
qui  n'en  .sont  qu’un  cas  particulier.  En  effet,  les  asynqitotes  d'une  hy- 
perlsde  jieuvenl  être  considérées  comme  une  conique  semblable  à l’hy|H‘r- 
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bule,  puisqu'elles  ont  pour  «jualion  l'ensenible  îles  termes  du  deuxième 
degré  de  l'équation  de  riiyiK'rbole. 

V.  Par  le  sommet  V d'une  ellipse,  on  mène  une  tangente  qui  ren- 
eonlre  une  ellipse  extérieure  tiomolliélique  et  concentrique,  en  T et  T'  ; 
démontrer  qu’une  corde  (pieleonque  menée  par  le-  point  V dans  l'ellipse 
intérieure  est  égale  à la  demi-somme  algébrique  des  cordes  parallèles  me- 
nées dans  l'ellipse  extérieure  jiar  les  points  T et  T'. 

237.  Deux  figures  sont  semblables,  niais  non  semblable- 
ment placées,  lorsque  les  rayons  vecteurs  proportionnels,  au 
lieu  d'être  parallèles,  font  entre  eux  un  angle  constant  0,  de 
telle  sorte  (|u’en  faisant  tourner  l’une  d’elles  de  l’angle  0,  on 
obtienne  deux  figures  bomotbétiqut's. 

l'ionver  ht  conililioii  pour  que  deux  voniques  iloiinêes  pur 
f’équitlion  générale  ilu  serouil  degré  soient  senildaldes,  (juot- 
que  non  senibhddement  placées. 

Il  suflit  pour  cela  de  rapporter  la  première  conique  à un 
nouveau  système  d’axes  faisant  un  angle  0 avec  le  premier,  et 
de  voir  si  l’on  peut  trouver  une  valeur  de  5 qui  rende  les 
nouveaux  coeflicients  «,  è,  h de  cette  équation  proportionnels 
aux  coeflicienls  a , h',  h'  de  la  seconde,  c’est-à-dire  égaux  à 
nia',  ni  b',  mit'. 

Lorsque  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires,  les  quantités 
a + b,  ab  — h'  ne  cbangent  pas  quand  ou  transforme  b>s  coor- 
données (1571;  on  aura  donc 

a + b - ■ ni  (rt'-t-  b' ), 
ab  — . né  (a  b' — h'’), 

et  la  condition  cherchée  sera 

„l,  — Ir-  a'  b'-  h'^ 

( a -I-  b )■■  ~ («'-+-  b'  1 ’ 

En  se  basant  sur  le  théorème  du  n“  158,  on  trouverait  de 
même,  dans  le  cas  des  axes  obliques, 

ab—h^  _ a'b'—h’^ 

{a  -h  b — 2 h costii)’  («'  -t-  b'  — 2 A'  cos&i)’ 

t^ette  condition  exprime  (7-'»,  15'»)  que  les  angles  compris 
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oiilre  les  asjmploU’s  (réelles  ou  i nia^'i  liai  res  ) de  ces  coniques 
sonl  égaux. 

§ 1\  . — Du  CONTACT  DES  SECTIONS  CONIQUES. 

2118.  Peur  courbes  r/e  degré  m et  n se  coupent  en  mn  points. 
Kn  effet,  ré(|uaiioii  à une  seule  variable,  obtenue  en  élimi- 
nante: ou  )•  entre  les  équations  de  ces  courbes,  est  en  général  de 
ilegré  m/l.  r.ette  é(|nalioti  est  quelquefois  d'un  degré  moindre, 
lorsque,  dans  réliiiiination,  un  ou  plusieurs  des  termes  ren- 
fermant rinconnue  à ses  plus  hautes  puissances  viennent  à 
disparaître;  mais  alors  un  ou  plusieurs  points  d’intersection 
se  trouvent  à rinfini  (135),  et,  en  tenant  compte  de  ces  points, 
ainsi  que  des  |)oints  imaginaires,  on  peut  toujours  considérer 
ces  courbes  comme  se  rencontrant  en  nm  points.  Par  suite, 
lieux  coniques  se  coupent  toujours  en  quatre  points;  et, 
comme  on  peut  joindre  quatre  points  i,  2,  3,  4 pnr  six  droites 
12,  34;  i3,  24:  i4,  23,  ces  conii|iies  ont  toujours  trois  cou- 
ples de  cordes  d’intersection. 

Nous  etiitlierons  d’abord  le  cas  où  plusieurs  de  ces  points 
co’incident,  réservant  pour  uii  autre  Chapitre  celui  où  il  y a 
des  points  d’intersection  à l’inrini. 

23!l.  Lorsque  deux  des  points  d’intersection  de  deux  coni- 
ques co’incident,  les  courbés  se  touchent,  en  ayant  pour  tan- 
gente commune  la  droite  menée  par  ces  deux  points,  et  se 
rencontrent  en  deux  autres  points  L,  W.Jig.  8(j(«),  réels  ou 
imaginaires,-  mais  distincts  du  point  de  contact  T.  Les  coni- 
ques ont  alors  un  contact  du  premier  ordre.  Lorsque  trois  des 
points  d’intersection  coïncident  en  T,  les  coniques  ont  un 
contact  du  second  ordre  et  sont  dites  osculatrices ; elles  ne 

Kiy  K(i, 

(,,)  . (A.  (<■) 


peuveiitalors  se  couper  (|u’en  un  seul  autre  point  L./i’g-.  86(/»). 
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Eiifm,  si  leurs  quiiirc  points  d’intersection  co'incident  en  T, 
elles  ont  un  contact  du  troisit'nie  ordre  Jig.  8()  (c);  et,  comme 
elles  ne  peuvent  se  couper  {(u’en  quatre  points,  c'est  là  l’ordre 
de  contact  le  plus  élevé  qu’elles  puissent  avoir. 

t^onsidérons,  par  exemple,  les  deux  conif|ues  suivantes: 

rt.r’4-  7.hxy  ■+-  by^  -+-  ^.gx  — o, 
a’  x’’  2.h'  xy  -+-  "ig'x  t o; 

elles  passent  par  l’origine,  sont  tangentes  iHl)  à l’axe  des  _>•, 
et  l’équation 

x[[ab'  — a'  b)  X 4-  ■}.(hb'  — h'  b)  y 4-  “i{gb'  — b)'\~  o 

représente  (181,  Ex.  II)  la  figure  passant  par  leurs  quatre 
points  d’intersection.  Le  premier  facteur  correspond  à la  tan- 
gente commune  (déterminée  par  les  deux  points  d’intersection 
qui  coïncident);  le  second  à la  droite  LM  menée  par  les  deux 
autres  points. 

Lorsque  gh'=g'b,  la  droite  LM  passe  par  l’origine,  et  les 
coniques  ont  un  contact  du  second  ordre. 

Si,  en  outre,  A A' 6,  l’équation  de  LM  se  réduit  à jr=:o. 
LM  co’incide  avec  la  tangente,  et  le  contact  des  coniques  est 
dih troisième  ordre.  Dans  ce  dernier  cas,  leurs  équations  peu- 
vent se  mettre  sonS  la  forme 

ax^+  zlixy  4-  A)-’4-  2gx  = o,  a'x^+  2/ixy-t-  by--h  3gx  = o, 
et  ne  dill'érent  (]ue  par  le  coefficient  de  x’.  . 

2'rO.  Deux  coniques  ont  un  double  contact  lors(|ue  leurs 
quatre  points  d’intersection  coïncident  deux  à deux.  La  con- 
ilition  pour  que  les  deux  coniques  du  numéro  précédent,  pas- 
sant par  l’origine  et  tangentes  à l’axe  des_^%  se  touchent  en  un 
deuxième  point  s’obtiendra  en  exprimant  que  la  droite  LM 
leur  est  tangente,  ou,  plus  simplement,  que  les  droites  joi- 
gant  l’origine  aux  deux  autres  points  d’intersection  coïnci- 
dent. En  retranchant  l’une  de  l’autre  les  équations  des  coni- 
i|ues,  après  les  avoir  multipliées  n'spectivement  |iar  gc\  g', 
il  vient 

(ag-  a'g)x’-y  2.{hg—  h'g)xy  4-  (bg'  - b'g)y'=  o 
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p(»iir  ré(|ualion  do  res  deux  droiles,  (|ui  coïnridenl  lors- 
qu’on a 

i'*n'  — »'{,')  '''o  - “ 

:2'»1.  Puisqu’une  conique  peul  être  assujettie  à cinq  condi- 
tions (liJiJ),  on  peut  tracer  une  conique  tangente  à une  coni(iue 
donnée  et  satisfaisant  de  plus  à trois  autres  conditions;  mais 
ces  irois  conditions  sc  réduisent  à deux  si  le  contact  devient 
du  deuxième  ordre,  et  à une  seule  s’il  est  du  troisième.  Ainsi 
on  peut  toujours  trouver  une  parabole  ayant  un  contact  du 
troisième  ordre  à l’origine,  avec  la  coni(pie 

ax’  ■+■  •y.lixr  ■+-  b ) ^gx  =.  o. 

Il  suflit,  pour  cela  (21)9',  de  remplacer  dans  cette  étjuation  a 
par  a'  étant  déterminé  par  la  relation  a'  b — h'. 

L’équation  du  second  degré  devant  remplir  deux  conditions 
pour  représenter  un  cercle,  il  n’est  pas  possible,  en  général, 
de  mener  un  cercle  ayant  un  contact  du  troisième  ordre  avec 
une  conique  ilonnétî  (autrement  dit,  on  ne  p<‘ui  assujettir  a 
passer  par  quatre  points  un  cercb;  (lui  est  complètement  dé- 
terminé par  trois  points);  mais  il  est  facile  de  trouver  l’équa- 
tion du  cercle  passant  par  trois  points  consécutifs  d’une  co- 
ni(]ue,  c’est-à-dire  ayant  avec  elle  un  contact  du  deuxième 
ordre. 

Les  axes'  coordonnés  faisant  entre  eux  un  angle  w,  l’équa- 
tion d’une  conique  passant  par  l’origine  T,  et  tangente  à l’axe 
lies  y,  sera 

ax'-i-  ihxy-y  by^  4-  if^x  = o, 

et  celle  d’un  cercle  assujetti  aux  mêmes  conditions  (8'r. 
Ex.  111), 

jr’-H  2.rr  cosfrt — arjrsinr,»-  o. 

En  leur  appliquant  le  critérium  oblenn  an  n“  239  (^6' = 
on  trouve  pour  le  cercle  ayant  un  contact  de  dmixième  ordre 

" — — rb  siiu.i. 
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(i'oil 


Ei  - / • ). 

Asiiu,)'  ‘ 


(11*  cercle  oscttlaleur  s’iippclle  iiiissi  cercle  de  courbure.  Son 
ravori  r osi  le  rayon  de  courbure  de  la  conique  au  poini  T. 


2i2.  Trouver  le  rayon  de  courbure  en  un  point  I*  d'une 
conique  à centre. 

Soit 


I 


l'équalion  de  la  conique  raptioilée  au  diamèlre  du  poini  P cl 
à son  conjugué;  pour  appliquer  les  formules  du  numéro  pré- 
cédenl  qui  supposent  la  coiirhc  lanfiente  à l'ave  des  >•,  irans- 
porlous  les  aves  parallèleinenl  à cu\- memes  en  P;  si  l'on 
remplace  x par  x -I-  a'.  réf|uaiion  de  la  coniipie  devient 


■r’ 

a'' 


7.x 

- - = O, 

a 


et  le  rayon  de  courbure  ra  pour  valeur 

■ a'  sin 'o' 


'■)  étant  l'angle  lormé  par  les  axes.  Le  dénoininateur  a'  sinr.» 
représenlani  la  distance  p du  centre  à la  tangente,  on  a 


b’' 

r—  > ou 
P 


r 


U b 


(li.'i). 


(*}  Dans  loH  Huivant.H»  iiouk  dt'tt'nitint'ronft  In  ('raiuloiir  du  rayon 

de  cmirbiir«>  r,  nous  orrtip«T  de  son  Hi|;ne,  qui  imliquo,  d‘apK*s  rnsaj^e 

adople,  la  dirorlion  suivant  lai|in‘lle  ce  rayon  doit  l'être  nu^siirê,  ot  celle  des 
eqiiatioiiA 

a * -J-  oos<ij  -t-y  * q:  î»-.r  sin  w = o 

qu’il  convient  d’attribuer  au  cercle  osculuteiir.  On  doit  prendre  le  si|;ne 
tuipèrieiir  quand  le  cerilrt*  <‘»t  dans  la  «Urt»ction  positive  de  l’axe  des  a*,  et  le 
Ki|*ne  inferieur  dans  le  ras  contraire.  L*t  fornuile  du  texte  donne  pour  r une 
valeur  positive  ou  ne|;ative,  suivant  que  la  conique  est  concave  ou  convexe 
vers  les  x positifs. 
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2VU.  Si  l’on  représcnle  par  N (_/îg.  87)  la  longueur  l*N  de  la 

FiB-  «7. 

, — r 

Q. 

~ ' 

^ c 

normale  en  P,  par  l’angle  FPN  compris  entre  la  normale  et 
le  rayon  vecteur  FP  issu  du  foyer,  on  a les  valeurs 

N = — (181),  cos',^;^^  (188), 

a , ^ h 

d’où  l’on  déduit  pour  le  rayon  de  courbure 

_ N 
cos’  'i 

On  peut  donc  trouver  le  rentre  C et  le  rayon  PC  de  courbure 
de  la  manière  suivante  : élever  sur  la  normale  PN,  au  point  N 
où  elle  rencontre  le  grand  axe,  une  perpendiculaire  NQ  qui 
coupe  en  Q le  rayon  vecteur  FP  issu  du  foyer;  le  centre  de 
courbure  C se  trouve  sur  la  perpendiculaire  QC  élevée  en  Q 
au  rayon  vecteur  FP,  et  PC  représente  le  rayon  de  courbure. 

2ii.  On  peut  encore  construire  le  centre  de  courbure  en 
s’appuyant  sur  le  principe  suivant  : lorsqu'un  cercle  rencontre 
une  conique,  les  cordes  d'intersection  font  des  anf^les  égaux 
avec  l'axe.  En  effet,  les  rectangles  construits  sur  les  segments 
des  cordes  étant  égaux,  il  en  est  de  même  des  diamètres  pa- 
rallèles de  la  conique  (149),  qui,  par  suite,  sont  également 
inclinés  sur  l’axe  (162). 

Dans  le  cas  du  cercle  de  courbure,  la  tangente  en  T (fig.  86) 
est  une  des  cordes  d’intersection,  et  la  ligne  TL  est  l’autre;  il 
suffit  donc,  pour  déterminer  le  point  L,  de  mener  par  T une 
droite  TL  faisant  avec  l’axe  le  même  angle  que  la  tangente. 
Le  cercle  de  courbure  est  ainsi  déterminé  par  les  points  L et 
T et  la  tangente  en  T. 

Cette  construction  fait  voir,  en  outre,  que  le  cercle  oscula- 
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leur  mené  à l’un  des  somnicis  a un  contael  de  troisième  ordre 
avec  la  conique. 

1-XERClCES. 

I.  Trouver,  en  se  servant  de  la  notation  de  l’angle  excentrique,  la  con- 
dition pour  que  les  (piatre  pt'inls  x,  p,  7,  lî  d’une  conique  appartiennent 
à un  mCmc  cercle  (*  ). 

Les  cordes  xp  et  70  ont  pour  équations 

- cos  j (a-t-pj-f-j-sinjia-i-p)  — cos  '^tx  — p), 

^cos;(7  -f-  0)  -<-^sini(7  cos;(7  - oj. 


et  cointne  elles  sont  également  inclinées  sur  l’axe  de  la  conique  on  a 
tang-;(ï  -+-  Uing-;(7  -t-  = o, 

x-^-p-^-y-^-i  = o,  ou  a -t-  P 7 ^ = 2HI  O. 


d'où 


II.  Trouver  les  coordonnées  S,  X et  Y du  point  où  le  cercle  osculateur 
en  {■!:',  y')  rencontre  de  nouveau  la  conique. 

On  a dans  ce  ras 

X.  - P = y,  S — — 3 X , 

par  suite 

X.i:^_3x',  Y=i;;-3r’. 

a Ir 


III.  II  existe  sur  une  conique  trois  points  dont  les  cercles  osculalcurs 
passent  par  un  point  donne  de  la  courbe;  ces  points  se  trouvent  sur  un 
cercle  passant  par  le  point  donné  et  forment  un  triangle  dont  les  mé- 
dianes concourent  au  centre  (**). 

Soit  S le  point  donné,  puisque  c’est  celui  où  un  cercle  osculateur  ren- 
contre la  courbe,  on  aura,  d’apri-s  l'Exercice  précédent,  * = — ^ pour  le 

point  de  contact;  et  comme  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  angle  0 ne  chan- 
gent pas  lors<|uc  cet  angle  augmente  de  36o  degrés,  on  pourra  aussi  bien 
prendre  x = — -e  120”,  x = — î'î-i-  24o°;  d'ailleurs  les  points  corres- 
pondant à ces  valeurs  de  a sont  sur  un  mémo  cercle  (Ex.  I).  En  consi- 
dérant, dans  les  équations  de  l’Exercice  précédent  X et  Y comme  desquan- 


(•)  JoACiiiMST\L,  Cre/tf,  l.  XXXVI,  p.  p5. 

(' ' ) .Stbise»,  Crelle,  I.  XXXM,  p.  3oo;  — Joiciiimstal,  Crrilr,  t.  XXXVI, 
p.  95. 
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lilés  tonnups,  on  aura,  pour  (létcriiiincr  a:'  et  y\  une  équalion  du 
Iroisii'ine  degré,  manquant  de  second  terme:  les  sommes  des  trois  valeurs 
de  y et  v'  sont  donc  respectivement  milles;  donc  (n”  7,  Kx.  IV),  l’ori- 
gine se  trouve  à l'intersection  des  médianes  du  triangle  formé  par  les 
trois  [Kiinls.  On  en  conclut  aisément  que  les  normales  menées  par  les 
sommets  du  triangle  sont  les  hauteurs  du  triangle,  et  par  suite  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

2i-o.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  lu  partdtole.  1,’équa- 
tioii  de  la  parahole  rapportée  à un  diamètre  et  à une  tangente 
étant  /j'æ-,  on  trouve  facilement,  pour  le  rayon  de  cour- 
hure  ( iM  ). 


0 reiirésenlant  l’atigle  rormé  par  les  axes.  L'expression  trouvée 

plus  haut  7 |)Our  les  coiiiques  à centre  s'applique  éga- 

elnientà  la  parabole,  ainsique  la  construction  qui  s'en  déduit, 
(uiisqu'on  a 

N ; //siiiO  (il2,  213),  et  1^  = 90- — 0 (217). 


E.XKRClCiS. 

I.  Dans  toutes  les  sections  coniques,  le  rayon  de  courbure  est  égal  au 
cube  de  la  normale,  divisé  parle  carré  du  demi  •paramètre. 

II.  Exprimer  le  rayon  de  courbure  d'une  ellipse  en  fonction  de  l'angle 
que  la  normale  fait  av(»c  l'axe. 

III.  Trouver  la  longueur  des  cordes  du  cercle  de  courbure  qui  passent 
1”  par  le  centre,  i°  )iar  le  foyer  d'une  conique  à centre. 

„ ib”  , 2//’ 

REPONSE.  I — , ' 2 • 

a II 

IV.  La  corde  focale  de  courbure  (*)  d'une  coniipie  est  égale  à la  corde 
de  la  conique  menée  |iar  le  foyer  parallèlement  à la  tangente  au  point 
d'osculation. 

V.  Dans  la  parabole,  la  corde  focale  de  courbure  est  égale  au  para- 
mètre du  diamètre  passant  par  le  point  d'osculation. 


(*)  (àVitt-à-dire  lu  corde  du  cercle  ogruluU'ur  puivftant  )>ur  le  foyer  et  le  point 
d’osculation. 
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ÜC.  l'voiiver  les  coordonnées  x et  y du  centre  de  courbure 
d'une  conique  à centre. 

Ces  roordomiécs  s'ohiieiincnl  évklemmonl  en  retraneluinl 
de  celles  du  point  {x',  y')  d’osculation  les  projections  du 
ravon  de  courbure  sur  les  a\cs  correspondants;  d’ailleurs  le 
rap|)Oi  t lie  ce  rayon  à sa  projection  sur  l’axe  des  r est  le  niLMiie 
([ue  celui  de  la  normale  N à l’ordonnée  On  a ainsi  pour 
cette  projection 

l^  y'  _ )■' 

7 'N  “ ' 

par  suite,  pour  l’ordonnée  du  centre  de  courbure, 


lé-  /)'> 


On  trouverait  de  même 


lé 

lé  — 

* zr: 

n’  — b‘ 

y , 


a' 


On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  fai.snnt  a:  — (3  = y dans 
l’Ex.  Vin  du  n”-23l. 

On  peut  encore  trouver  ces  coordonnées  en  observant  que 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  est  le  point  de 
concours  des  perpendiculaires  élevées  sur  le  milieu  des  côtés. 
Le  cercle  oscillateur  est  circonscrit  au  triangle  formé  par  trois 
points  consécutifs  de  la  courbe;  deux  des  côtés  de  ce  triangle 
sont  les  tangentes  consécutives,  les  perpendiculaires  élevées  en 
leurs  milieux  sont  les  normales  correspondantes.  Il  suit  do  là 
que  le  centre  de  courbure  d’une  courbe  est  l’intersection  de 
deux  normales  consécutives  à cette  courbe.  En  faisant,  dans  les 
équations  du  n"  181 , Ex.  IV’,  x'  = jc"=  X,  = V,  on 
retombe  sur  les  valeurs  données  ci-dessus. 


2V7.  Trouver  les  coordonnées  .x,  y du  centre  de  courbure 
de  la  parabole. 


21 
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1.3  proieriion  du  ravon  de  courbure  sur  l’axe  des  >■ 

' siu’G  * 

s’obtient,  pomme  précédemment,  en  multipliant  le  rayon  de 

courbure  . par  et  en  la  relrancbanl  de  v',  on  trouve 
sm-G  ‘ N- 


■ tang’O”  /»'  ‘ 


on  a lie  même, 
X x' 


P -I-  4x' 


3x'  -t-  J p. 


?.  sin’O  2 

(à's  valeurs  pourraient  se  déduire  du  n”  227,  Ex.  X. 


218.  La  tléi'eloppée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  centres  de- 
courbure  de  ses  différents  points.  Pour  trouver  l’équaiioit 
de  cette  développée,  nous  n’avons  donc  qu’à  éliminer  jr'  et  )■' 
entre  l’expression  des  coordonnées  du  centre  de  courbure  et 
l’équation  de  la  courbe.  Xous  aurons  ainsi,  pour  les  coniques 
à centre, 

1 ’ 

X*  r’ 

A’ 

C' 

en  posant  — = A,  -^  = B;  et,  pour  la  parabole, 

27pj-’=iti(x  . 

(ietie  dernière  courbe  porte  le  nom  de  parabole  semi-cubique. 
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CHAPITRE  XIV. 

APPI.ICATION  DK  LA  MKTIIODK  DKS  NOTATIONS  AURKoKES 
AUX  SECTIONS  COMMUES. 

S I.  — l’ROrWÉTÉS  OËNËRALES. 

240.  En  raison  de  sa  forme,  l’éqnaiion  S=;^S'  (n°  40)  re- 
présente une  conique  passant  par  les  quatre  points  d’intersec- 
tion, réels  ou  imaginaires,  des  deux  coniques  S = o,  S'=o, 
et,  comme  on  peut  déterminer  k de  manière  à ce  qu’elle  soit 
satisfaite  par  les  coordonnées  d’un  cinquième  point,  elle  re- 
présente une  conique  passant  par  cini)  points  ('). 

Il  en  est  évidemment  encore  de  même  lorsque  l’une  ou 
l’autre  des  expressions  S et  S'  ou  toutes  les  deux  se  décompo- 
sent en  facteurs.  Ainsi  l’équation  S = /i  ap,  étant  vérifiée  par 
les  coordonnées  des  quatre  points  où  les  droites  a,  (3  ren- 
contrent S,  représente  une  conique  passant  par  ces  points, 
c’est-à-dire  ayant  a et  |3  pour  cordes  d’intersection  avec  S. 
Afin  de  conserver  à certaines  propriétés  relatives  auxjdcux 
courbes  toute  leur  généralité,  nous  considérerons,  ainsi  que 
nous  l’avons  déjà  fait  dans  le  cas  du  cercle  (106),  comme 


^ ) (liiiq  condition»  étant  néci'ssairo»  pour  délorminer  une  conique,  il  e»t 
c\id«MU  que  réqiiatioii  la  plus  ({cncralc  d'une  conique  assiijeUio  à quatre  con« 
dition»  doit  renfermer  une  indét4>rminée  dont  on  pourra,  du  re»te,  déduire  la 
valeur  de  la  connaissance  d'une  cinquième  condition.  De  même,  l'equation  la 
plu»  {'énèralc  d'iiiic  conique  nssujettie  ù trois  conditions  renfermera  deux  in- 
det4‘rminêes.  Revoir,  à ce  sujet,  les  équations  d'une  conique  |MissHiit  par  trois 
fmints  ou  tangente  à trois  droites  (1?4,  129). 

l.orM{ue  les  qiiatn*  conditions  auxquelles  on  assujettit  une  conique  ne  con- 
tiennent qu’au  premier  degrt*  le»  coeflicients  de  son  tH^uation,  cette  conique 
passe  par  quatre  points  fixes,  puiMpi'en  éliminant  tous  c«*s  coefficient»,  sauf  un, 
on  peut  ramener  l'cHiuation  à lu  forme  S=AS'. 

ai . 
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conlc  d'inierspfiion  imnginaire  cHle  des  droites  a ou  {3  i|iii 
ne  reneonlre  jtas  la  courbe  S en  des  points  réels. 

On  verrait  de  même  que  ay  — /i  3ô  représente  une  coni(|ue 
eircoMserite  au  quadrilatère  a3y5  (12'2)  ('). 

Il  est  bien  entendu  que,  dans  ce  qui  précède,  % peut  repré- 
senter non-seuleinent  la  dioite  dont  l’éijualion  a élé  mise  sous 
la  forme  xcosst -+-  vsinz  .-/>  (comme  au  n”  53),  mais  encore 
celle  qui  est  défuiie  par  ré(]uaiion  générale  du  premier  degré. 

230.  La  Condition  pour  que  S — /i  S'  =o  représente  deux 
droites  s’obtient  en  remplaçant  g,  b,...  parci  -f-  ha,  b hb  dans 
la  relation 

abc  -f-  y — aj  ‘ — bg’  — cA’  = o. 

On  arrive  ainsi  à une  équation  du  troisième  degré  pour  dé- 
terminer h ; il  y a donc  trois  valeurs  de  /r  pour  lesquelles 
S — /,  S'=o  représente  deux  droites.  Si  l’on  désigne  ces  va- 
leurs par  /r',/i",A",  les  équations  S — /i'S'=  o,  S — /i"S'  = o. 
S — /i"S’  o représenteront  les  trois  couples  de  cordes  qui 
joignent  les  quatre  points  d'intersection  de  S et  S'  (238). 

KXKUC.ICES. 

1.  Trouver  l’équation  d'une  conique  p:issant  par  les  points  où  une  co- 
nique donnée  S rencontre  les  axes. 

I. es  axes  .r  = o,  o sont,  dans  ce  cas,  les  cordes  d'intersection; 
l'équation  cherchée  sera  donc  S — h.ry,  f,  étant  une  indéterminée 
( )'(«/•  151,  Ex.  I). 

II.  Trouver  l'équation  de  la  conique  passant  |>ar  les  cinq  points 

(i,î).(3,5),(-i,4),(-3,-i),(-4,3). 

En  partant  des  équations  des  côtés  du  quadrilatère  ayant  les  quatn- 
premiers  points  (wur  sommets,  on  |)ourra  mettre  l'équation  de  la  conique 
sous  la  forme 

(3.»  — 9.,r  -I-  i)(5.r  — t.r  -t-  i3)  = X ( r — 4y  c 1 7)  (3.r  — 4 > -t-  ô), 

• Si  a ot  Ji  sont  xU'iix  «les  comIps  (rintert*oclioii  «iiiatit*  {KtiiiU 

«rtiiio  coni(|iic  S,  et  si  y et  o cii  s«>n(  «l«'u\  «litres,  il  est  iii(lUrerr*Ml  do  mettre 
l'equiitinn  gi>iiér:ilo  des  coiiii|(i«>s  passant  par  les  quatre  points,  sons  riino  ou 
l’aiiln*  dos  f«>rmes  S — Aa,*?,  S — Ayo*  a/9  — Aytf,  où  A «'s|  iiidetorminee  ; 
pnistpie,  en  vertu  «In  principe  énoiirê,  requatton  de  S est  elie-inùine  «1«.‘  lu 
r«nnie  — Ayo. 
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et  en  éerivant  <|u’elle  est  vitrifiée  par  les  coordonnées  du  cim|uièmo 

2t'À  I 

(Kiint  ( — 4ï  3)i  ou  trouve  / = > ce  qui  donne,  touu's  réductions 

faites,  pour  l’éipiution  cherchée. 


79.1'  — 3uo.r;-  3oi  i ' -e  1 101  ,r  — ititiâ  ) 1 380  = o. 


251.  Lorsqu’une  des  droites  a,  j3  est  tangente  à S,  ou  lorsque 
ees  droites  se  coupent  en  un  point  de  cette  courbe,  les  deux 
coniques  S et  S — A a3  sont  tangentes,  puis<|u’aIors  deux  de 
leurs  points  d’intersection  coïncident.  Ainsi,  T = o étant  l’équa- 
tion de  la  tangente  menée  àSparnnde  ses  points (æt',  v'), 

S = T { /ar  -I-  ni  y -é  n ) 

sera  l’é(|uation  la  plus  générale  des  coniques  tangentes  à S en 
(x',  y');  il  faudra  d’ailleurs  trois  autres  conditions  pour  déter- 
miner les  coefficients  /,  ni,  n,  et  par  suite  la  conique. 

Si  la  droite  /x  -+-  my  ■+■  n passe  par  (x' , y'),  trois  des  points 
d’intersection  des  coniques  coïncident;  l’équation  la  plus 
générale  d’une  conique  osculatrice  à S en  [x',y')  est  donc 
S = T(/x-i-  niy — Ix' — niy').  On  en  déduit  facilement  l’éciua- 
tion  du  cercle  osculateur  en  exprimant  que  le  terme  en  xy 
s’évanouit  et  que  les  coefficients  de  x^  et  de  sont  égaux  : 
on  a ainsi  deux  conditions  pour  déterminer  / et  m. 

Lorsque  la  droite  Ix  -y  my  n coïncide  avec  T,  l’équation 
de  la  seconde  conique  prend  la  forme  S=  A T’  et  représente 
une  conique  ayant  avec  S un  contact  de  troisième  ordre,  c’est- 
à-dire  quatre  points  consécutifs  communs  (comparer  à celte 
éijuation  celle  du  n”  239). 

EXERCICES. 

I.  Les  axes  de  S sont  parallèles  à ceux  do  S — / S',  lors<pi'ils  le  sont 
à ceux  de  S'. 

En  elTcl,  si  l’on  prend  pour  axes  coordonnés  <les  )>aralléles  aux  axes 
de  S,  les  é<iuations  S = o et  S'=  o n’auront  i>as  de  terme  en  .rv.  Lorsque  S' 
est  un  cercle,  les  axes  de  S — /S'  et  do  S sont  parallèles.  Dans  le  cas  oii 
S — /S  représente  deux  droites,  les  axes  de  S — / S'  ne  sont  autre  chose 
que  les  bissectrices  intérieure  cl  extérieure  de  l’angle  formé  |)ar  cesdroites, 
cl  on  retombe  sur  le  thixirème  du  n“  214. 
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II.  Si  les  axes  de  coordonnées  sont  parallèles  aux  axes  «le  S et  de 
S — / les  équations  de  a et  6 sont  de  la  forme 


Ix  -I-  »/ 1 -e  n ---  O.  Ix  — m ) . o. 

III.  Trouver  l’équation  du  a'rcle  osculatenr  à une  conique  à centre. 
Celte  équation  est  de  la  forme 


eu  exprimant  que  le  terme  en  xy  s’évanouit;  les  coetlicients  de  .r'  et 

é" 

de  r’  devant  flre  éeaiix,  on  aura  '*  — ce  qui  donne,  pour  le 

cercle  osculatcur  cherché, 


’-i//’-  o. 


IV.  Trouver  l'équation  du  cercle  osculateur  à une  parabole. 
Héihinse. 


-t-  ip-r')  (,r’  — p-r)  ■ [a.r:»  ' — p{x  -r-  j:')]  {'i.m  ' />x  — 3/jx'). 


232.  L’équation  S — /i  ajS  = o rcprésenlanl,  ainsi  que  nous 
l’avons  vu,  une  conique  menée  par  les  quatre  points  P,  Q,  p,  q 
{.fil'.  88),  où  a et  (3  rencontrent  S,  il  est  évident  que,  si  les 
droites  a et  J3  se  rapprochent,  les  points  P et  />,  Q et  q se  rappro- 


Fic.  SH. 


client  aussi.  Par  suite,  quand  les  droites  a et  (3  coïnciilenl, 
/es  points  P et  Q et  ^ coïncident  aussi,  et  la  seconde 
conique  est  tangente  à la  première  en  P et  Q.  Donc,  l'cqiia- 
/ion  S-t-/isc'—  o représente  une  conique  ayant  avec  S an 
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double  contact  suivant  la  droite  x,  qui  est  alors  la  corde  de 
contact.  I.orsqiie  a ne  reiiconlre  pas  S,  a est  imaginaire,  mais 
reprcseiUe  toujours  la  corde  de  coniaci  de  S et  S — / a’. 

On  verrait  de  même  que  xy  = l>  ^‘  représente  une  conique 
laiigente  aux  droites  a et  y,  qui  ont  alors  p pour  corde  de  con- 
tact (123). 

L’équation  d’une  conique  avant  avec  S un  double  contact 
aux  points  (j:',  r'),  (x",  y")  peut  encore  se  mettre  sous  la 
forme  S = /.TT',  en  désignant  par  T et  T'  les  équations  des 
tangentes  en  ces  points. 

233.  Lorsque  la  droite  a est  parallèle  à une  asvmplote  de  la 
coniques,  elle  est  aussi  parallèle  à une  asymptote  de  S — A a, 3, 
qui  représente  alors  une  courbe  passant  par  quatre  points,  dont 
un  à l’infini.  Q'iand  ^ est  en  outre  parallèle  à l’autre  asymptote 
de  S,  S — I,  xZ  est  une  conitpie  passant  par  deux  des  points  à 
l’infini  de  la  courbe  S.  On  peut,  du  reste,  reconnaître  facile- 
ment sur  les  équations  de  forme  différente  les  coniques  ayant 
«les  points  d’intersection  à l’infini;  il  suffit,  pour  cela,  de  se 
rap|ieler  que  ri’-i]ualion  d’une  droite  à l’infini  se  réduit  à une 
constante  (07),  c’est-à-dire  à o.x -h  o . )■ -i- C = o,  et  que,  par 
suite,  on  peut  rendre  à une  éijualion  riiomogénéilé  «|ui  lui 
manque  (09)  en  y remplaçant  un  ou  plusieurs  des  facteurs" 
constants  par  o.x -f  o.f -+•  C.  Ainsi  ré«iuation  ,rr  = A’ d’une 
conii)ue  rapportée  à ses  asymptotes  (199)  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier de  ré(|uation  xy  — jS’qui  représente  une  coni«iue  rap- 
portée à dettx  tangentes  et  à leur  corde  de  contact  ( 123,  252  ); 
car,  en  la  mettant  sous  la  forme  xr  = (o.x -t- o.y-+- A )’,  on 
voit  que  les  droites  x et  r sont  des  tangentes  ayant  leur  corde 
*le  contact  à l’infini  (loi). 

25i.  L’équation  de  la  parabole  ,>■’ =/;x  n’est  elle- même 
qu’un  cas  particulier  de  l’équation  générale  ay  = car  elle 
peut  s’écrire  x(o.x  -t-  o._r-t-  p}  = r‘,  ce  qui  montre  que  la 
4'ourbe  est  tangente  non-seulement  à la  droite  x au  point  où 
elle  rencontre  r,  mais  encore  à la  droite  p à l’infini,  au  point 
où  elle  coupe  )•.  On  arriverait  à la  même  conclusion  en  par- 
tant de  r«’‘quation  générale  de  la  parabole,  qui.  étant  mise 


Digitized  by  Google 


328 

sous  la  forme 


CIIAPITRK  XIV. 


( x.r  -h  -I-  ( 7. -f-  2/j  + c)  ( O.  Jf  + O ._>•  H-  I ) — O, 

fait  voir  que  la  droite  + y./y-  -t-  e cl  la  droite  à riiilini  sont 
des  tangentes  ajanl  aj:  + (sr  pour  corde  de  contact,  et  que  /rr 
parabole  a une  tangente  située  à l’infini;  d’ailleurs  ré(|uation 
qui  détermine  les  points  à l’inliiu  dans  la  parabole  est  un  carré 
parfait  (137 J,  par  suite  les  deux  points  de  la  courlx»  situés 
à l'infliii  coïncident,  et  la  ligne  à l’infini  peut  être  considérée 
comme  une  tangente  (83). 

L’éciualion  générale 

ax‘‘  -e  r.ltxy  ■+-  by^  -t-  ^gx  -I-  o.fy  4-  c = o 

n’est  qu’une  forme  particulière  de  l’équation  ay  - l;^o  ( 122); 
car  les  trois  premiers  ternies  représentent  deux  droites  a et  y, 
qui  passent  par  l’origine,  et  les  trois  derniers  la  droite  |3,  située 
à l’inlini,  et  la  droite  ô,  igx  -t-  'i-fr+  c.  Les  lignes  a et  y ren- 
contrent donc  la  courbe  à l’infini,  et  o représente  la  droite 
passant  par  les  points  où  a et  y renconlrenl  la  courbe  à une 
distance  finie. 

255.  En  se  reportant  encore  au  n"  253,  on  peut  voir  que 
S = /i  ^ représente  un  système  de  coniques  passant  par  les 
deux  points  situés  à une  distance  finie  où  rencontres,  et  par 
les  deux  points  à l’infini  où  S est  rencontrée  par  o.a;-i-o.  v-i-/r. 
Comme  il  est  d’ailleurs  évident  que  les  coefficients  de  .r’, 
et  xy  sont  les  mêmes  dans  S:=  o cl  S — /riâ=  o,  ces  équations 
sont  celles  de  deux  coniques  semblables  et  semblablement 
placées  (231  ).  Donc,  coniques  homothétiques  se  coupent 
toujours  en  deux  points  à l’injini,  et  ne  peuvent,  par  suite,  se 
rencontrer  qu'en  deux  points  situés  à une  distance  Jinie. 

On  peut  arriver  géométriquement  au  même  résultat  en  con- 
sidérant successivement  les  trois  genres  de  coniques  : 

I"  Hyperboles.  — Les  asymptotes  de  deux  hyperboles  bomo- 
ihéliques  sont  parallèles  )285),  c’est-à-dire  qir’elles  se  coupent  à 
l’infini;  mais  chaque  asymptote  rencontre  sa  courbe  à l’infini  : 
donc,  deux  hyperboles  semblables  et  semblablement  placées 
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SC  rouppiil  on  deux  points  situés  à l’inlini  et  qui  se  irouvent 
il  lu  rencoiilro  de  leurs  asAiiiptotes.  Ainsi  les  points  de  reii- 
rontre  à l’infini, ■ de  OY  et  or,  de  0\  et  ox  {/!('.  8()),  sont 

Kig.  89. 

A 

y 


' X 

/o~  ' • i 

communs  aux  deux  courbes:  011  peut  voir  sur  la  Jif'.  8<)  un 
des  points  d’intcrsectitiii  situés  à une  distance  finie,  l'autre 
se  trouve  sur  les  deuxièmes  branches  des  bjperboles. 

2“  Ellipses.  — Les  ellipses  ne  différent  des  hyperboles  qu'en 
ce  que  les  asymptotes  sont  imaginaires  au  lieu  d’être  réelles; 
d'ailleurs,  la  direction  des  points  à l’inlini  de  deux  ellipses 
semblables  est  déterminée  par  la  même  équation 

ax'  -+-  2 Itxy  4-  by'‘  — o ( 136,  234  ). 

Bien  que  les  racines  de  cette  équation  soient  imaginaires,  il 
n'en  est  pas  moins  vrai  de  dire  qu’elles  sont  égales  pour  les- 
deux  ellipses,  'et,  par  suite,  que  ces  ellipses  peuvent  être  con- 
sidérées comme  se  coupant  en  deux  points  imaginaires  situés 
à l'infini.  Cette  manière  de  voir  n’est,  du  reste,  qu'une  exten- 
sion de  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  249  sur  les  cordes  imagi- 
naires d’intersection  des  courbes  S et  S — A a|3,  au  cas  où  une 
des  droites  a,  j3  passe  à l’infini. 

3"  Paraboles.  — Toutes  les  paraboles  ont  une  tangente  à 
l’infini  (254);  la  direction  du  point  de  contact,  ne  dépendant 
que  des  trois  premiers  termes  de  l’équation,  est  la  même  pour 
deux  paraboles  semblablement  placées.  Donc,  deux  paraboles 
hortiothéliques  se  touchent  à l’infmi. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  points  à l’infini,  com- 
muns à deux  coniques  bomotbétiques,  sont  réels,  imaginaires. 
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OU  coïncidcMi,  suivant  qu»?  res  conhiues  sont  dos  hyperboles, 
des  ellipses  ou  des  paraboles. 

256.  L’équation  S = /i,  r'esl-à-dire  S = /■  (o.x  4- 1)’, 
est  un  ras  partirulicr  de  S=  h x'\  par  suite  (252),  elle  repré- 
sente une  conique  ayant  avec  S un  double  rontaci  suivant  une 
droite  à l'inrini;  et,  connue  S — h ne  diffère  de  S que  par  un 
terme  constant,  ces  coniques  sont  non-seulement  honiothé- 
tiques  (les  trois  premiers  termes  des  deux  équations  étant 
identiques),  mais  encore  concentriques,  puisque  les  coordon- 
nées du  centre  d'une  conique  sont  indépendaiiles  de  la  con- 
stante c ( HO).  Donc,  deux  coniques  homothétiques  et  concen- 
triques pencent  être  considérées  comme  se  touchant  en  deux 
points  II  l'injini.  D’ailleurs,  les  asymptotes  de  ces  deux  coni- 
ques non -seulement  sont  parallèles,  mais  coïncident  : ces 
courbes  passent  donc  jiar  les  deux  mêmes  points  à rinfini,  et 
ont  mêmes  tangentes  en  ces  points. 

Lorsque  les  courbes  S,  S — A’  sont  des  paraboles,  elles  ont 
même  tangente  .à  l’inlini,  et.  par  suite,  ont  un  contact  de 
troisième  ordre  à rinllni(251);  mais  deux  paraboles  dont  les 
é(|uations  ne  diffèrent  que  par  une  constante  sont  égales, 
puisque  l<‘s  [laraboles  égales  ~ px,  _r’  = p[x  -t-  n)  restent 
encore  égales  quand  on  déplace  les  axes  de  coordonnées. 
D’ailleurs,  l’expression  du  paramètre  est  indépendante  du 
terme  consianl.  Les  paraboles  S,  S — A’ sont  donc  égales,  et 
l’on  voit  que  deux  paraboles  égales  et  semblablement  placées 
pencent  être  considérées  comme  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  à l'infini. 

1o~l.  Tous  les  cercles  sont  semblables,  puisque  leurs  équa- 
tions ne  diffèrent  que  par  les  termes  du  premier  degré.  Donc, 
tous  les  cecles  passent  par  les  deux  mêmes  points  imaginaires 
situés  à l'infini,  et,  par  suite,  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de 
deux  points  à distance  finie;  de -plus,  tous  les  cercles  concen- 
triques se  touchent  en  deux  points  imaginaires  à l’infini,  et, 
pour  cette  raison,  ne  peuvent  se  rencontrer  en  aucun  point 
situé  à une  distance  finie.  Ceci  permet  de  ne  considérer  beau- 
coup de  théorèmes  relatifs  aux  cercles  que  comme  un  cas  par- 
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ticulier  des  thcorèmes  se  rapporlanl  aux  roniques  qui  passent 
par  deux  points  fixes. 

258.  Considérons  encore  l'équation  /’a=  -I-  m’3’  = n'y',  qui 
représente  une  section  eoniipie  ayant  le  triangle  a,3y  pour 
triangle  autopolaire  (99).  EHe  peut  se  mettre  sous  l'une  ou 
l'autre  des  formes  : 

ny'  — a’;  n'y'  — l' x' = ni' ; l' x' ni'^' — n'y'. 

La  première  montre  que  les  droites  ny  ni^,  ny  — »i(3, 
qui  se  coupent  en  ((3, y),  sont  tangentes  à la  conique  et  ont  a 
pour  corde  de  contact;  le  point  ([3, y)  est  donc  le  pôle  de  x. 
De  même,  d’après  la  deuxième  forme,  (y, a)  est  le  pôle  de  3; 
par  suite  (a, 3)  est  le  pôle  de  y.  Mais  i-ette  ilernière  conclu- 
sion peut  aussi  se  tirer  de  la  troisième  forme,  qui  indique  que 
les  deux  droites  imaginaires  /a±/;i(3y  — i sont  tangentes  à 
la  conique  suivant  la  corde  de  contact  y : car  ces  droites  (tan- 
gentes menées  par  un  point  intérieur  de  la  conique)  se  cou- 
pent en  un  point  réel  (a,^)  qui  est  le  jiôle  de  y. 

On  verrait,  en  suivant  le  même  procédé,  que  l’équation 

O a’  -I-  a /(  a,3  -f-  Op'  = c y' 

représente  une  conique  par  rapport  à laquelle  (a,j3)  est  le 
pôle  de  y,  puisque  son  premier  membre  peut  se  décomposer 
en  deux  facteurs  correspondant  à des  droites  (jui  se  coupent 
en  (a, (3). 

259.  Notons  ici  quelques  théorèmes,  qui  ne  sont  que  la 
traduction  des  équations  précédentes,  faite  au  moyen  du  prin- 
cipe énoncé  au  n“  3V. 

L'équation  ay  = h p'  fait  voir  que  : Lu  produit  des  distances 
d’un  point  d'une  conique  à deux  tangentes  Jixes  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  carré  de  sa  distance  à leur  corde 
de  contact. 

L’éipiation  ay  = h pà  peut  s’énoncer  ainsi  : Le  produit  des 
distances  d'un  point  d’une  conique  aux  deux  côtés  opposés 
d’un  quadrilatère  inscrit  est  dans  un  rapport  constant  avec  le 
produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  côtés. 
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De  ce  dernier  Uiéorème  on  peut  déduire  le  suivant:  Le 
vapporl  anhnrmonique  du  fuisreau  obtenu  en  joignant  un 
point  O quelconque  d'une  conique,  à quatre  points  Jixes, 
A,B,C,D,  de  cette  conique  est  constant. 

On  a,  en  cll'et,  les  valeurs  {Jig.  90) 

OA  OBsinAOB  OC.ODsinCOD 

AB  ’ - CD ^ 

en  les  substituant  dans  l’équation  — et  supprimant  le 

Kic-  90. 


C - B 


produit  OA. ÜB. OC. Oü  qui  se  trouve  dans  les  deux  membres 
de  l’équation,  on  trouve 

sinAOB  sinCOD . AB. CD 

siniÜ)C  sinAOD  ''  BCTaD’ 

Le  deuxième  membri*  de  ré<|uation  est  constant,  et  le  pre- 
mier exprime  le  rapport  anbarmoniqtie  du  faisceau  OA.OB, 
OC,  Oü. 

Les  conséquences  de  ce  théorème  sont  si  nombreuses  et  si 
importantes  que  nous  consacrerons  un  Chapitre  spécial  à leur 
développement. 

260.  Lorsque  8 = 0 est  l’équation  d’un  cercle,  S représente 
(90)  le  carré  de  la  tangente  menée  au  cercle  par  un  point 
(x,/);  et  alors  l’iiquation  S — /ra(3=o,  qui  est  celle-d’une 
conique  ayant  a et  pour  cordes  rl’interseciion  avec  le  cercle, 
exprime  que  : Si  le  carré  de  la  tangente  menée  par  un  point  à 
un  cercle  Jixe  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit 
des  distances  de  ce  point  à deux  droites  fixes,  ce  point  décrit 
une  conique  passant  par  les  quatre  points  d'intersection  des 
jlroites  avec  le  cercle. 
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Ce  tliéorème  subsiste  quelles  que  soient  la  grandeur  du 
cercle  et  la  nature,  réelle  ou  imaginaire,  des  points  d’inter- 
section des  droites  avec  le  cercle.  Dans  le  cas  où  le  cercle  est 
inliniment  )ietit,  il  peut  s’énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Lt"  lieu  tiécril  par  un  point  te!  que  le  carré  de  sa  distance  à 
un  point  fixe  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit 
de  ses  distances  à deux  droites  fixes,  est  une  section  conique. 
Les  droites  fixes  doivent  être  alors  considérées  comme  les 
cordes  d’intersection  imaginaire  de  la  conique  avec  un  cercle 
infiniment  petit  ayant  le  point  fixe  pour  centre. 

I 

201.  ün  peut  tirer  des  déductions  analogues  de  l’équation 
S — /i  a’=  o,  lorsque  S représente  un  cercle.  Ainsi  donc  : Le 
lieu  des  points  dont  les  riistances  à une  droite  fixe  sont  dans 
un  rapport  constant  avec  les  tangentes  menées  de  ce  point  à 
un  cercle  fixe,  est  une  conique  qui  touche  le  cercle  aù.v  deux 
points  où  il  est  rencontré  pur  la  droite  ; et  réciproquement; 
Si  un  cercle  a un  doulde  contact  avec  une  conique,  la  tangente 
menée  an  cercle  par  un  point  de  cette  conique  est  dans  un 
rapport  constant  avec  la  distance  de  ce  point  à la  corde  de 
contact. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  cercle  est  infiniment  petit,  on 
retombe  sur  la  projjriété  fondamentale  du  foyer  et  de  la  direc- 
trice, par  suite  : Le  foyer  d’une  conique  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  infiniment  petit  touchant  la  conique  en  deux 
points  imaginaires  situés  sur  la  directrice. 

202.  En  général  : Si  dans  l'équation  d’une  conique  on 
remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  d'un  point,  le 
résultat  de  la  substitution  est  proportionnel  au  produit  des 
segments  de  la  corde  menée  par  ce  point  parallèlement  à une 
direction  donnée  ( * ). 

Si  l’on  désigne  par  c'  (l’3V)  le  résultat  de  la  substitution 


(•  ' Ce  theoremc*  it’ap))Hqiie  ruix  r<»iiTl>en  tlejrré  quolconijm*. 
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indiquée,  ce  produit  a pour  expression  (148) 

_c'_  

a cos’ 6 + 3./i  cosO  sin  ô + 6 sin’  6* 

et  il  est  proporiioiiuel  à c',  tant  que  0 reste  constant. 


EXERCICES. 


I.  Lorsque  deux  coni(iuos  ont  un  double  contact,  le  carré  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  d’un  |>oinl  de  lu  première  sur  la  corde  de  contact 
est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des  serments  déterminés  |>ar 
la  seconde  sur  cette  perpendiculaire. 


IL  Si  une  parallèle  à une  droite  donnée  rencontre  deux  coniefues  aux 
points  P,  0>  /'>  '/i  le  lieu  <lcs  points  O tels,  que  les  |>roduits  OP.OQ  et 
Ofi.Oi/  soient  dans  un  rapport  constant,  est  une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  des  coniques  données. 


III.  Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  formé  |)ar  deux 
Umitentes  à une  conique  à centre  et  leur  corde  de  contact,  a pour  va- 
leur en  désignant  par  //,  />*  les  demi-.liamètres  parallèles  aux  tan- 
gentes, et  par  /i  la  distant*  du  centre  à la  cortie  de  cuniact  ( M.  Buiinside). 

Nous  sup|ios(‘rons,  pour  simplifier,  t|u’on  ait  multiplié  l'équation  de  la 
conique  par  une  constante  telle,  que  le  résultat  de  la  substitution  des 
coordonnées  du  centre  soit  égal  à funite. 

Soient  r"  les  longueurs  des  tangentes,  et  S' le  résultat  de  la  substi- 
tution des  coordonnées  de  leur  point  d'intersection,  on  a 


S':i, 


S'  : I . 


Soit  en  outre  o la  distance  à la  corde  de  contact  du  sommet  du  triangle, 
la  remarque  du  n°  to!Î  donne  la  relation 


par  suite 


«a  : : S'  : I , 

tr  _ w 

a “ />  ’ 


et  on  sait,  par  la  géométrie  élémentaire,  que  le  premier  membre  de 
cette  équation  représente  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

IV.  L’expression  (2i2)  du  rayon  de  courbure  peut  so  déduire  soit  du 
tbéorème  précédent , en  supposant  que  les  deux  tangentes  coïncident, 
soit  du  théorème  ci-après,  dû  à M.  Roberts. 
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Si  l’on  rcprwfnte  |iar  h i-l  n’  les  longui-urs  de  deux  normales  qui  se 
coupent,  par  i>  et  //  les  dislaneis  du  centre  aux  tangentes  corresimn- 
duntcs,  et  }xir  /»'  le  demi-diamètre  parallèle  à leur  corde  de  contact,  on  a 
la  relation 

np  H-  //'/»':=  ib". 

En  désignant  par  S'  le  résultat  do  la  substitution  des  coordonnées  du 
milieu  do  la  corde  de  conUrt  dans  l'équation  de  la  conique , par  a,  o' 
les  distances  de  ce  milieu  aux  tangentes,  et  par  ip  la  longueur  de  la 
corde  : on  trouve,  d’apres  les  procéilés  employés  dans  l'Exercice  pré- 
cédent, ^’ = //’S',  a=pS‘,  a'  //S';  on  peut  voir  d'ailleurs  (]ue 
//a  -h  /l'a'  — ui’. 

•2C3.  Lorsque  deux  eoniques  ont  un  double  contact  avec 
une  troisième,  les  cordes  de  contact  et  deux  des  cordes  d'inter- 
section concourent  en  un  même  point  et  forment  un  faisceau 
harmonique. 

Soit  S = o réquation  de  la  troisième  conique;  celles  des 
deux  autres  seront 

S -t- L’ = O,  S-t-'M’  — o; 
en  les  retrancliniU  membre  à membre,  on  trouve 
I.’  - M’  = O 

pour  l’équation  de  deux  îles  cordes  d’intersection;  ces  cordes 
L + M = o,  L — M=o  passent  par  l’intersection  des  cordes 
de  contact  L et  M et  forment  avec  elles  un  faisceau  barmo- 
nique  (57  ). 

EXERCICES. 

I.  Les  cordes  de  contact  do  deux  coniques  avec  leurs  tangentes  communes 
passent  par  l’intersection  do  leurs  cordes  communes.  Ce  tliéorêmo  n’est 
qu’un  ras  particulier  du  précédent,  dont  il  sc  déduit  en  supposant  que  la 
conique  S se  transforme  en  deux  droites. 

II.  Les  diagonales  d’un  quadrilatère  inscrit  passent  par  le  même  point 
que  celles  du  quadrilatère  circonscrit  correspondant,  et  forment  avec 
elles  un  faisceau  harmonique.. 

Ce  théorème  peut  se  déduire  du  précéilcnt  en  y considérant  S comme 
une  conique,  S -t-  L’,  S -t-  .M'  comme  des  couples  de  droites;  on  peut 
aussi  la  démontrer  de  la  manière  suivante.  Soient  r,,  t^,  t,  les  deux 
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ciiuplc#  (ic  lan^onles,  r,  et  les  rordes  de  contact,  c'est-à-dire  les  dia- 
gonales du  quadrilatère  inscrit  correspondant.  L’c(|ualion  de  S peut  se 
mettre  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 

qui  ne  peuvent  ililîérer  que  par  un  facteur  constant  '*.  Les  expressions 
cj  — /.rj , — ‘/rj/,  sont  donc  identiques,  bi  première  ej  — /rj  = o 

reprt'sente  deux  droites  qui  passent  par  l'intersection  de  c, , r,  en  formant 
avec  elles  un  faisceau  liarmonique;  la  deuxième  =roest  celle 

d’un  lieu  passant  |>ur  les  points  (t,,  t,),  {/„  f,},  (/,.  f,)  cl  (/„  et  montre 
par  suite  que  ces  droites  joijtncnt  res|>ectivement  les  sommets  du  quadri- 
latère circonscrit  (<„rj,  et  (r„ /J. 

111.  Trouver  les  èriualions  des  diaKonales  du  (piadrilatèrc  formé  par  les 
tangentes  menées  à une  conique  à centre  par  les  points  ayant  |)our  angles 
e.xcc'ntriipies  aa,  -xp,  -J.-/,  ao. 

On  a dans  ce  cas 

I-  > . c >•  . 

r,  ---  -cosaa  H-  ysinaz  — i.  /,  = -cosaS  -e  vsinap  — i, 

' « O ‘ a ‘ I) 

c,  — j^cos(  * -e  P)  sin(*  -+-  ft)  — cos(a  — ?), 
et  par  suite 


Kn  appliquant  la  méthode  île  l'ICxercice  précédent,  on  trouve,  (lour 
les  équations  des  diagonales. 

sin(a  — Pi  sin(V  — lî) 

26'*.  Lorsque  trois  coniques  ont  un  double  contact  avec  une 
quatrième,  six  de  leurs  cordes  d' intersection  jmssent  trois  pnr 
trois  par  le  intime  point  et  forment  ainsi  les  côtés  et  lits  diago- 
nales d’un  quadrilatère. 

Les  équations  desconii|ues  étant  .alors 

S -4-  L’  — I),  S -t-  M’  — o,  S 4-  N’  — O, 
celles  de  leurs  cordes  d’inierseeiion  seront,  d’après  le  numéro 
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précédent  : 


L — M = 0, 

.M  - N - 0, 

N - L = o 

L-hM  = o. 

M 4-  N — 0, 

N-L=oi 

L -t-  .VI  — 0, 

M - N — 0, 

N-hL  = o 

L - M =0. 

M -f-  N = 0, 

N -1-  L = 0 

ces  cordes  passent  donc  trois  par  trois  par  le  môme  point. 

On  peut  déduire  de  là,  comme  au  numéro  précédent,  plu- 
sieurs théorèmes  particuliers  en  supposant  qu’une  ou  plusieurs 
des  coniques  se  transforment  en  couples  de  droites. 

Ainsi,  par  exemple,  si  S représente  deux  droites,  ces  droites 
sont  les  tanfjentes  communes  à S M’,  S + N',  et  si  L est  une 
droite  menée  par  l’intersection  de  ces  tangentes,  S -i- L'  sc 
réduit  à deux  droites  passant  par  cette  môme  intersection, 
üonc  ; Si  par  l’intersection  des  tan"entes  communes  à deux 
coniques,  on  'mène  un  couple  de  droites,  les  cordes  quelles 
déterminent  sur  chaque  conique  se  coupent  sur  une  des  cordes 
communes  aux  deux  coniques.  C'est  l’extension  du  théorème 
donné  au  n"  IKi.  De  môme  : Les  tangentes  menées  aux  points 
od  ces  droites  rencontrent  une  conique  se  coupent  sur  une  des 
cordes  communes  aux  deux  coniques. 

2üa.  Lorsque  les  coniques  S -t-  L’,  S -t-  M’,  S -i-  N’  se  Irans- 
lormenl  toutes  en  couples  de  droites,  ces  droites  forment  un 
hexagone  circonscrit  à S,  et  les  cordes  d’intersection  en  sont 
les  diagonales  : le  théorème  du  n“  devient  alors  le  théo- 
rème de  Brianchon  : Les  trois  diagonales  opposées  d'un  hexa- 
gone circonscrit  à une  conique  se  coupent  en  un  même  point. 
Bar  diagonales  opposées  nous  entendons  (en  supposant  que  les 
côtés  soient  numi'rotés  i , 2,  3,  4,  5 et  (i)  les  droites  qui  joignent 
( 1 ,2)  à ( 4.5),  (a,3)  à (5,6)  et  ( 3,4  ) à (6, 1 ).  En  changeant  l’ordre 
des  côtés,  on  peut  former  avec  les  mêmes  droites  six  hexa- 
gones dilférents  auxquels  le  théorème  précédent  reste  toujours 
applicable. 

On  aurait  pu  démontrer  le  théorème  de  Brianchon,  d’après 
la  méthode  indiquée  au  n°  263,  Ex.  II,  en  observant  que  si 

— 6Î=o,  /,  L — < J~o,  /j/,  — f|=0 

22 
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sont  fies  formes  éi|uiviileiucs  de  r(‘qualion  S — o,  c,  = c,  = c, 
rejirésenlenl  trois  dia^’Oiiales  concourantes  ( *). 

2G(>.  Lorsque  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les 
trois  cordes  d'intersection  non  communes  sc  coupent  en  un 
in/tme  point. 

Soient  S = O,  L =1-  O les  équations  d'une  des  coniques  et  de 
la  corde  commune,  les  <‘quaiions  îles  deu\  autres  coniques 
seront 

S -I-  LM  — O,  S -I-  LN  = O, 
et  on  aura,  pour  leurs  cordes  d'intersection, 

L(M-N)  = o; 

la  corile  M — N,  non  commune  auv  trois  coniques,  passe  par 
l'intersection  de  M et  X. 

D'ajirés  la  remarque  du  n"  i'i",  ce  tliéorème  n'est  qu'une 
extension  de  celui  du  n"  IÜ8  : les  axes  radicaux  de  trois  cer- 
cles SC  coupent  en  un  même  point,  puisque  les  trois  cercles 
ont  une  corde  commune'  (la  droite  à l'inlini)  et  (|ue  les  axes 
radicaux  sont  des  cordes  d'intersection  non  communes. 

Le  théorème  du  n“  peut  aussi  être  regardé  comme  une 
extension  du  même  théorème,  puisque  trois  coni(|ues  qui  ont 
un  double  contact  avec  une  quatrième  peuvent  être  considé- 
rées comme  ayant  quatre  centres  radicaux  par  chacun  desquels 
passent  trois  de  leurs  cordes  d'intersection  non  communes. 

On  pourrait  encore  énoncer  de  la  manière  suivante  le  théo- 
rème démontré  ci-dessus  : La  corde  d’intersection  des  coni- 
ques passant  par  quatre  points,  avec  une  conique  fixe  menée 
par  deux  de  ces  points,  passe  par  un  point  Jixe. 


(*)  >1.  roilhuiiter  U fail  obscniT  nvi»c  raiMHi,  ijii’rii  rnhwMicc  cltî  K*glp  pre- 
(lélfrminer  qtiollo  osl  c»>lle  des  dia^roiiales  de  J',  delînie  par 

c,  = -K  e,,  la  démonstration  4|iii  \ieiit  dVtre  doiiiioe  ne  prouve  (prune  ehos<% 
à savoir  : (pie  les  droites  joignant  (i,  ?)  à ('|.  r>),  et  (3,3)  à (5»,  6)  se  coiijx'nt, 
soit  sur  in  droiU^  (3,  4)?  0»  droite  (i,  3),  { '|,  fi).  Mai»,  dans  ce 

dernier  cas,  triaii^liH  i)3,  /|jfi  sont  honiolo^;ues  (GO,  hx.lll\  et  les  point» 
i.'l,  33,  3ti  sont  en  li[;ne-  droite;  en  supposant  alors  «pu*  cinq  de»  c6t(^s  de 
l'hexagone  soient  fixes  et  tangents  à une  coiii(}ue,  le  sixitune  r<îté,  au  lieu 
d’être  tangent  à la  coni<(ue,  pusst'  par  un  point  fixe. 


Digilîzed  by  Coogle 


DBS  SKCTIO>S  CONIQUES.  NOTATIONS  ABRËgBES. 


33<» 


KXERCICES. 

I.  Si  par  (leux  des  [loinls  d’inlersection  A el  1$  d((  deux  coniques 
(fin-  oO.  ni('ne  des  droites  AP,  BQ  rencontrant  les  coniques  en  I’,  Q, 

Fin-  9'- 

0 

H 

\ 

fj,  7,  les  cordes  1>Q,  /«/  se  eouiient  sur  la  (torde  CD  commune  aux  deux 
coniques. 

Les  droites  OA,  OB  peuvent  en  ofl'el  être  consid(T(k's  comme  une  troi- 
si(‘me  conique. 

II.  Lors(pie  deux  droites  mem'-es  par  le  point  de  contact  do  deux  coni- 
qu('s  les  rcnconirent  en  P,  />,  Q,  y,  les  cordes  PQ,  p//  se  coupent  sur  la 
corde  d’intersection  des  deux  coniques. 

Ce  théorème  peut  être  consitU'n't  comme  un  cas  particulier  de  relui  du 
n“  264,  puisque,  l’intersection  des  tangentes  communes  à deux  coniques 
(pii  se  touchent  se  n’-duit  au  point  de  contact  (117,  Cor.). 

207.  L’(‘quatiüii  — d’uiu;  cuiii(]iic  circonscrite  à 
un  qiiadrilalctre  peut  nous  servir  à démontrer  le  théorème 
de  Pascal  : Les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d'un  hexafrone  inscrit  dans  une  conique  sont  en  ligne  droite. 

Désignons  les  sommets  de  l’hexagone  par  a,  b,  c,  d,  e,f,  et 

les  droites  joignant  les  points  a et  h,  h et  c,...  par  ab,  bc La 

conique  étant  circonscrite  au  quadrilatère  abcd,  son  éijuation 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

• ab.cd  — bc.ad  — o. 

On  peut  aussi  l’écrire 

de  .fa  — ef.ad  = o, 

puisque  la  conique  est  circonscrite  au  ([uadrilatère  defa.  En 
combinant  ces  équations,  on  a 

ab . cd  — de  .fa  =z(bc  — ef)ad. 

22. 
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Le  premier  membre  de  celle  équalion  qui,  en  raison  de  sa 
forme , est  celle  d’une  figure  circonscrite  au  quadrilatère 
formé  par  les  droites  ab,  de,  cd,  af,  peut  se  décomposer  en 
deu\  facteurs,  et  représente,  par  suite,  les  diagonales  de  ce 
quadrilatère.  El,  comme  ad  est  évidemment  la  diagonale  qui 
joint  les  sommets  a et  d,  bc  — ef  doit  être  l’autre  diagonale 
menée  par  les  points  {<16,  f/e),  (cr/,  a/);  il  est  d’ailleurs  évi- 
dent, d’après  son  équation,  qu’elle  passe  par  le  point  (6c,  ef). 
Os  trois  points  sont  donc  en  ligne  droite. 

2(>8.  On  peut,  comme  pour  le  théorème  de  Brianchon,  ob- 
tenir un  certain  nombre  de  théorèmes  relatifs  à ces  si\  points, 
en  les  prenant  dans  divers  ordres.  Ainsi,  la  conique  étant  cir- 
conscrite au  quadrilatère  bcef,  son  équalion  peut  s'écrire 

be.cf  — bc.ef  = o. 

En  ridenlifianl  avec  la  première  équation  du  numéro  précé- 
dent, il  vient 

ab . cd  — be . ef  = ( ad  — ef)bc. 

Les  trois  points  («6,  cf),  {cd,  be),  {ad,  ef]  sont  donc  sur  la 
droite  ad  — ef  o. 

On  trouverait  de  même,  en  identifiant  la  deuxième  et  la 
troisième  forme  de  l’équation  de  la  conique,  que  les  trois 
points  (f/e,  cf),  {fa,  be),  {ad,  bc)  sont  sur  une  même  droite 
bc  — ad  =z  O.  D’ailleurs  les  trois  droites 

bc  — ef  z=o,  ef  — ad  = o,  ad  — bc  ~ o 

se  coupent  en  un  même  point  (41),  De  là  le  théorème  de 
Sleiner  : Les  trois  liff/ies  de  Pascal,  obtenues  en  prenant  les 
sommets  de  l‘hexa>^one  dans  les  ordres  successifs  : abcdef 
adcfeb,  afcbed,  passent  par  un  même  point.  On  trouvera  de 
plus  amples  développements  à ce  sujet  dans  une  Note  placée 
à la  fin  de  ce  volume. 

EXERCICES. 

I.  Si  l’on  prend  trois  points  a,  b,  c sur  une  droite,  et  trois  points  o',  h',  c' 
sur  une  autre,  les  interscriions  {br',  b'r),  {en',  r'n),  {ab',  n'b)  sont  en 
en  ligne  flroite. 
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Ce  théorème  n’e>t  qu’un  cas  particulier  (io  celui  (le  Pascal,  et  sub- 
siste encore  lorsqu'une  des  droites  est  à rinlini;  les  lignes  b a'  ci  ca\ 
ch'  et  <ib\  ar'  et  br'  forment  alors  trois  couples  de  droites  parallèles. 

II.  Quatre  droites  déterminent  quatre  triangles  (qu’on  obtient  en  ne 
considérant  successivement  que  trois  d’entre  elles);  les  quatre  intersec- 
tions des  hauteurs  de  ces  triangles  sont  en  ligne  droite. 

Car,  en  désignant  par«,  b,  c d,  les  quatre  droites  données,  et  |>ar  it\  b', 
<■',  f/' quatre  droites  perpendiculaires,  nous  pouvons  appli(iuerle  théorème 
pré'cédent  aux  trois  points  d’intersei’tion  de  «,  b,  r avec  d,  et  aux  trois 
points  situés  à l'infini  sur  n',  b,  c (*).  * 

III.  Le  théorème  de  Steiner  : « Le  point  do  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  circonscrit  è une  parabole  se  trouve  sur  la  directrice  »,  |h“uI  se 
déduire  de  celui  de  Brianchon. 

Désignons,  en  effet,  par  n,  6,  c les  trois  tangentes,  par  b',c  les  tan- 
gentes perpendiculair(‘s,  et  par  œ la  ligne  a l’infini,  qui  est  auss(  une  tan- 
gente (S.'Ji).  Les  six  droites  n,  b,  c, r',  « , «'  étant  des  tangentes,  les 
droites  {ab,  c'oo  ),  (bc,  «'»),  (ce',  an')  se  coupent  en  un  mémo  point. 
Or  les  deux  premières  sont  des  hauteurs  du  triangle,  et  la  dernière  est 
la  directrice!  sur  laquelle  se  coupent  les  couples  de  tangentes  perpendicu- 
laires (221).  ('a!tlc  démonstration  est  due  à M.  John  C.  Moore. 

IV.  On  donne.  cim|  tangentes  d’une  conique  : trouver  le  point  de  con- 
tact de  l’une  d’elles. 

ABCDE  étant  le  {wntagonc  formé  par  les  tangentes,  les  diagonales  AC, 
BE  se  coupant  en  O,  la  droite  DO  passera  par  le  point  de  contact  situé 
sur  AB.  Cette  solution  se  déduit  du  théorème  de  Brianchon,  (>n  supposant 
infiniment  voisins  deux  des  cotés  de  l'hexagone;  on  sait,  en  effet,  qu’une  tan- 
gente est  coupée  au  point  de  contact  par  la  tangente  infiniment  voisine  (P!>). 

21)9.  Le  théorème  de  Pascal  permet  de  construire  par  points 
une  conique  dont  on  connaît  cinq  points  A,  B,C,  D,  E (ftg.  92), 


(*)  (leniuiiülration  m’n  vtê  coinimiiuqiioo  ù lt<  Toîk  par  MM.  <i<‘  Moqpu) 

f*t  Hiiriiaide.  I.c  theort«mo  peut  detliiirv  de  celui  de  Steiner  (227, 

Kx.  111),  puisque  lea  quatre  points  de  concours  de»>  haiitetira  t»c  trouvent  «ur  la 
directrice  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  dnnU'S  donne<M.  On  en  concilia 
rait,  en  haftant  Hiir  le  C«»rollaire  du  n*’  123,  que  1(*«  tvreb^  cirronacrita 
aux  quatre  trianglea  pasM'iit  par  iiii  même  point,  le  loyer  de  la  parai  oie.  Dana 
le  caa  de  cinq  droili^a,  lea  foyer»  de»  cinq  parabole»  tangente»  à quatre  d’entre 
elle»  »e  trouvent  sur  un  cercle  (Auguste  Miquel),  f oir  Catalax,  Tkcofèmes  rt 
Problhntt  de  Géométrie  élémentaire^  p.  93. 
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34a 

piiiMjtron  peut  :ilors,  en  menant  une  droite  quelconque  AP 
par  un  des  points  donnés,  déterminer  le  point  F où  elle  ren- 


\ 

n 0 

I 

C “|*t  f)  V 

eonlre  de  nouveau  la  courbe,  ei,  par  suite,  aulunt  de  points 
de  la  conique  qu’on  voudra.  En  elVet,  d’après  ce  théorème, 
F étant  un  sixième  point  de  la  courbe,  les  points  d’intersec- 
tion (AB,  DE)  ou  Ü,  (BC,  EF)  ou  Q,  (CD,  AF)  ou  P sont  en 
ligne  droite,  et  les  points  0 et  P sont  connus  par  bvpotbèse. 
Si  donc  on  joint  ()  et  P,  E et  Q(Q  étant  l’intersection  de  Bi; 
avec  OP),  le  point  F se  trouvera  à la  rencontre  de  OF  sivec  AP. 
En  d’autres  termes,  F est  le  sommet  du  triangle  FI’O  dont  les 
rôt/s  passent  par  les  points  Jixes  A,  F!,  O,  et  dont  les  deux 
autres  sommets  P et  Q glissent  le  long  de  deux  droites 
Jixes  CD  et  C.B.  [f  'oir  aussi  n°  47,  Ex.  1111.  C'est  sous  cette 
forme  que  le  théorème  a été  donné  par  Mac  Laurin. 

KXEUCIC.HS. 

I.  Trouver  le  centre  d une  roniqne  dont  on  connatt  cinq  points. 

Menons  AP  parallèle  à 1)C  (,/fg.  92),  et  déterminons  le  point  K ; AF  et  IIC 

sont-alors  deux  cordes  parallèles;  en  joignant  leurs  milieux,  on  aura  un 
diamètre.  On  déterminerait  de  même  un  autre  diamètre,  et  par  suite  le 
eenlre,  en  menant  QE  parallèle  à CD. 

II.  Mener  une  tangente  à une  conique  par  un  des  cinq  points  qui  la 
définissent.  Le_i>oint  F coïncide  alors  av(*c  X,  et  QF  prend  la  iwsition  «/.A  : 
/>\  i^st  donc  la  tangente  clierchée. 

III.  Trouver,  en  coordonnées  Irilinéaires  (l»i),  le  lieu  du  sommet  d'un 
triangle  dont  les  deux  autres  sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes,  et 
ilont  les  côtés  passent  par  trois  points  fixes.  (C'est,  ainsi  cpie  nous  venons 
de  le  voir,  le  mode  de  génération  des  coniques  indiqué  par  Mac  Laurin.) 
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Soient  a,  p,  •/  les  côtés  du  triangle  formé  |>ar  les  points  fixes, 

Ix  -h  mp  ■+■  //y  — O , /'a  -t-  ni'p  -t-  //'•/  = o 

les  équations  dos  droites  fixes,  * = jaS  celle  de  la  base,  l-a  droite  joi- 
gnant (S,  7)  à l’intersection  de  la  base  avec  la  première  droite  fixe  aura 
pour  équation 

{la  ■+■  iii)pj  -t-  «7  = o; 

de  même  lu  droite  qui  joint  [x.  ■/)  à l’intersertion  de  la  baseavec  la  deuxieme 
droite  fixe  sera 

• {l'a  -1-  iii')x  ■+-  n'a-f  = o. 

En  éliminant  a entre  ces  deux  équations,  on  trouve,  pour  le  lieu  cherché, 
liii'xp  = {"ifi  -t-  «7)  (/'a  -e  "''/)■ 

('.'est  une  conique  passant  par  les  points 

(,^V).  r/.  »),  {x,  la  T iiip -i- /!•/).  {p,  l'xt- in'p ny). 

§ 11.  — Des  T.qlations  rapportées  a deux  tancentes 

Er  A LEUR  CORDE  UE  CONTACT. 

270.  Lorsqu’une  conique  est  rapportée  à deux  tangentes  L,  M 
et  à leur  corde  de  contact  H,  on  peut  déterminer  la  position 
d’un  point  de  la  courbe  par  une  seule  variable  (coniine  nous 
l’avons  déjà  fait  nu  n°22!)),  et  arriver  ainsi  à formuler  plus 
simplement  un  certain  nombre  de  démonstrations. 

L’équation  de  la  coni(|ue  étant  alors  (2.‘)2)  LM  = H’,  ixL  = U 
représente  une  droite  passant  par  le  point  LK  et  par  un  ])oiut 
de  la  courbe  que  nous  appellerons  le  point  jj.;  en  combinant 
cette  équation  avec  celle  de  In  coni(|ue,  on  trouve  M — jaR 
et  fA’L  = M pour  les  équations  des  droites  qui  joignent  le 
point,!/,  aux  points  MK  et  LM,  et  deux  quelconques  de  cos 
trois  équations  déterminent  un  point  de  la  conique. 

L’é(|uation  de  la  corde  joignant  deux  points  a et  a'  de  la 
courbe  sera 

U L — ( (A  *(-  ,!a'  ) R M = o, 

puisqu’elle  est  évidemment  satisfaite  par  l’une  ou  l’autre  des 
bypotbèses 

(lAl.rr  R,  uR=  M),  (,ia'L-  R.  /a'R  = M). 
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Si  fj.  ei  fi'  coïncideni,  celle  équation  devienl  celle  de  la  Uiii- 
geiiie 

w’L  — 2 uR  -H  M = O, 

qui  renferme  l’indélcrminée  a au  serond  degré.  Réciproque- 
ment, si  l’équalion  d’une  droite  (p.’L — 2_uU  -i-  M = o)  ren- 
ferme une  indéterminée  a au  second  degré,  la  droite  qu’elle 
représente  est  constamment  tangente  à la  conique  LM  = R’. 

271.  Trouver  l'équntion  t/e  Iti  poiaire  tl'iin  point. 

Soit 

ju’L' — 2uR'-t-  M'=  O 

le  résultat  de  la  siibsiitutiou  des  coordonnées  d’un  point  dans 
l’une  ou  l’autre  des  équations  dos  tangentes  menées  par  ce 

M R 

point.  Comme  on  a au  point  de  contact  (270)  «’=  p z=  —, 

Lâ  L# 

les  coordonnées  du  point  de  contact  satisfont  à la  relation 
ML'— 2RR'-t-  LM'=o, 

qui  est  par  conséquent  l’équation  de  la  polaire  cherchée. 

Si  le  point  était  défini  par  l'intersection  des  deux  droites 
rtL  = R,  tR  = M,  on  trouverait,  en  suivant  la  nièine  méthode, 
pour  l'équation  de  sa  polaire, 

(il/L  — 2rtR  -4-  M = O. 

272.  Si  l’on  élimine  R entre  les  équations  de  deux  tangentes 

u’I.  — 2_uR  -f- M = o,  u’’L  — 2^'R-)-M'  = 0, 

on  trouve  ju//.'L  = M pour  l’équation  de  la  droite  qui  joint  LM 
à l'intersection  de  ces  tangentes.  Si  donc  on  se  donne  le  pro- 
duit de  deux  p,pp'=a,  l’intersection  des  tangentes  corres- 
pondantes à P el  p'  sera  sur  la  droite  (ixe  oL  = M,  et  la  corde 
(]ui  les  joint  passera  par  le  point  fixe  (aL-i-  M,  R),  ainsi  qu’il 
est  facile  de  le  voir  en  remplaçant  pp’  par  a dans  l’équation 
de  la  corde. 

De  plus,  puisque  l’équation  de  la  droite  joignant  un  point  p 
au  point  LM  est  p^Lz=  M,  les  points  -i-  et  — u sont  sur  une 
même  droite  qui  passe  par  LM. 
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Enfin  lorsque  LM  = R’,  LM  = R"  représenieni  deux  coniques 
ajant  L et  M pour  tangentes  communes,  la  ligne  qui  joint  le 
point  + fi.  d’une  de  ces  coniques  à l’un  des  points  rt  ^ de 
l’autre  passe  par  l’intersection  LM  des  tangentes  communes, 
puisque  l’équation  /a’L=M  est  indépendante  de  R et  de  R'. 
On  dit  alors  que  le  point  -(-  de  l’une  des  coniques  correspond 
directement  au  point  -i-  ju,  et  inversement  au  point  — de 
l’autre;  et  que  la  corde  joignant  deux  points  de  l’une  des  co- 
niques correspond  à la  corde  menée  par  les  points  correspon- 
dants de  l’autre. 

Nous  aurons  occasion  d’appliquer  ces  remarques  dans  les 
Exercices  suivants. 

EXERCICES. 

I.  Les  cordes  correspondantes  do  deux  coniques'  so  coupent  sur  une 
des  cordes  d’intersection  des  deux  coniques. 

Les  coniques  LM  — R’,  LM  — K"  ont  U’  — R’’  pour  cordes  communes. 
Mais'Ies  cordes  corres|>ondantes,  ayant  pour  équations 

(lu'L  — ( U -(- (*')  R -I- M = o.  up'L  — (jt -H  (t')  R'-f- M = o, 

se  rencontrent  évidiîmment  sur  R — R';  elles  se  coupent  sur  R -e  R’, 
lorsque  u et  u'  sont  de  signes  dilîérents  dans  la  deuxième  équation. 

II.  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’un  triangle  circonscrit  à une  conique, 
et  dont  les  deux  autres  sommets  glissent  sur  des  droites  fixes. 

Prenons  pour  lignes  de  référence  les  deux  tangentes  menées  à la  co- 
nique par  l’intersection  des  droites  fixes  et  leur  corde  de  contact  •.  les 
équations  de  ces  droites  seront  alors 

«L-M  = o,  /;L  — M = o, 
et  celle  de  la  (;uni<|uc  . 

LM  — R’  = O. 

Mais  nous  avons  prou\é  (272)  que  lorsque  deux  tangentes  so  coupent 
sur  <iL  — M,  le  produit  des  p des  points  de  contact  est  égal  à «;  donc  si 

un  des  côtés  du  triangle  est  langent  en  p,  les  autres  le  sont  aux  points 

b 

a-R-eM  = o. 

p'  P 


-,  et  ont  par  suite  pour  équations 


-,L-a-R-i-M  = o, 
P f* 
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En  t^iminant  fi  entre  ces  deux  é(]ualiuns,  on  trouve,  pour  le  lieu  eherctif. 


(«  + !!.)• 


c’est  une  conique,  ayant  avec  la  coniciue  donnée  un  double  contact  sui- 
vant la  corde  R (*). 

III.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique,  deux  de  ses  côtés  passent 
|>ar  deux  points  fixes  ; trouver  l’envelopiM!  du  troisième  côté. 

Prenons  [lour  R la  droite  menée  par  les  points  tixes,  et  soit  LM  =:  R’ 
l’équation  de  la  conique,  les  droites  qui  joijtnent  les  points  lixes  à LM 
seront  représentées  par 

fiL  -I-  M = O,  /)L  -1^  M = O. 


On  sait  (i"2)  que  le  produit  des  it  des  extrémités  d’une  corde  passant 
par  (i/L  -f-  M,  R)  est  égal  à «.  Si  donc  le  sommet  opposé  au  troisième 

côté  est  pris  pour  u.  les  extrémités  de  ce  côté  seront  - et  -<  il  aura  pour 

PP 

équation 

oôl.  — (rt  -t-  ô)  uR  -r-  a’.M  = O, 
et  sera,  par  suite,  constamment  tangent  (27(1)  à la  conique 


LM  = 


( /;  4~  /j  y 

4 né 


IV 


qui  a un  double  contact  avec  la  conique  donnée,  suivant  la  droite  qui 
joint  les  |)oints  fixes. 

IV.  Inscrire,  dans  une  section  conique,  un  triangle  dont  les  côtés  pas- 
sent par  trois  points  donnés. 

En  prenant,  comme  dans  l’Exercice  précédent , pour  R la  droite  qui 
passe  par  deux  des  points  lixes,  on  aura,  pour  l’équation  d'un  des  côlés 
du  triangle,  o indiquant  le  sommet  opposé, 

rtô  L — ( « -+-  ô ) U R -e  p’  M =0. 


Si  l'on  exprime  que  ce  côté  passe  par  le  troisième  )K)int  fixe  cl.  — R = o, 


(■)  Iæ  mCmc  ruisonnoinrnt  s’npptiqiic  êifntcmiMit  :m  cas  où  te  poiiil  Ï.M 
«‘lani  il  rinlcriciir  ilc  la  conique,  ti*s  laïqîcnlcs  I.  et  .M  sont  iiiia^inaîrcs.  On 
peut  aussi  deinontrcr,  par  les  procèdes  qui  st.'ront  indiques  au  paraffrapite 
suivant,  que  lorsque  l’equation  de  la  conique  est  de  la  forme  R*,  te 

lieu  est  représente  par  M*  A*  R*. 
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</U  — M = O,  on  obtient  l'équation 


nb  — («  -(-  ft)  _(xr  -e  = o, 

qui  suffit  pour  déterminer  u.  ^ 

Et  comme  on  a pL  = R,  u’L  = M,  les  coordonnées  de  p satisfont  à la 
relation  , 

abl.  — (h  t)cR  ^ rrfM  = O. 

question  admet  donc  diuix  solutions,  qu'on  obtient  en  prenant  suc- 
sessivemeiit  pour  sommets  du  triangle  les  deux  [loints  où  cette  dernière 
droite  rencontre  la  conique.  Nous  indiquerons  plus  loin  (i21t7,  Ex.  VII)  la 
construction  géométri<iue  de  celte  droite. 


V.  La  base  d'un  triangle  touclie  une  conique  donnw!;  ses  extrémités 
glissent  sur  deux  tangentes  fixes,  et  les  deux  autres  côtés  passent  |)ar 
deux  points  fixes  : trouver  le  lieu  du  sominel. 

Soient  L et  M les  deux  tangentes  fixes,  LM  — U’  l'équation  de  la 
conique.  Le  point  d'intersection  de  la  droite  L avec  une  tangente 
(p’L — 2uR  + M)  aura  st's  coordonnées  L,  R,  M respectivement  pro- 
|H)rtionnelles  à o,  i,  up;  et  l'équation  de  la  droite  qui  la  joint  à un 
point  fixe  (I/,  R',  M')  sera  {(!‘>) 


LM’-  L'M  = 2p(LR’—  l.'R). 


De  même,  l'équation  de  la  droite  qui  joint  le  |K>int  fixe  (L",  R",  M")  à 
l'intersection  (a,  p,  o)  de  M avec  la  même  tangente  sera 

e(RM’-  R’M)  s-  p(LM"~  L'M). 


En  éliminant  p,  on  trouve,  pour  le  lieu  du  sommet,  l'équation 
(LM'- L'M)  {LM"-  L'M)  = 4{LR'- l.'R)  {RM'- R’M), 


qui  représente  une  conique  passant  par  les  deux  points  donnés. 

273.  La  corde  qui  joint  les  points  pt  tango,  pcoto  (9  élani 
un  angle  constant)  est  consiaminciit  langtmte  à une  coniriuc 
ayant  un  double  contact  avec  la  conique  donnée;  car  (270) 
l'équation  de  cette  corde 


p’L  — pR(tang9  ■+■  cot9)  -p  M = o, 


en  vertu  de  la  relation  tang9  -p  cot9  = 2 coséc29,  représente 
la  tangente  en  p à la  conique  LM  sin’29  = R’. 

On  prouverait  de  même  que  le  lieu  de  l'intersection  des 
tangentes  en  p lang9,  p cot9  est  la  conique  LM  = R*sin’2  9. 
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EXERCICE. 

Dans  l'Exercice  V du  n“  27J,  on  remplace  les  deux  tangentes  fixes 
par  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  conique  donnée  et 
passant  par  les  deux  points  fixes  : trouver  lo  lieu  du  sommet. 

Soient 

LM  - R’  = O,  LM  sin’a  — R’  = o, 

les  équations  des  deux  coniques  : la  droite  qui  touche  la  dernière  au 
point  U,  rencontre  la  première  aux  points  tt  tanp^i  “CÆtif;  d’ailleurs  _u' 
et  u'  étant  les  points  fixes,  les  é(piations  des  deux  cétés  sont 

uft'L  tanj'yi  — ( «'  -t-  U tanpy)  R M — o, 
p/x'Lcot^  — (fl* -4- P col^j  R -I- M = o„ 
et  en  éliminant  p,  on  trouve,  pour  l'équation  du  fieu, 

(M-p'R)(p*L-R)  = tang’T(M-p"R)(p'L-H). 

274.  Le  rapport  anharmoniqne  <lu  faisceau  obtenu  en  joi- 
gnant un  point  quelconque  u d'une  conique  à quatrif  points 
fixes  p',  p",  u",  p”  de  cette  conique  est  constant  (259). 

Les  droites  qui  joignent  les  quatre  points  fixes  p' , p",...  de 
la  conique  à un  cinquième  point  p ont  pour  équations 

p'(uL  — «)-+-  (M  — pR)=o,  p"(pL  — R)-t-(M-pR)=o, 
u"(pL  — R)-(-(M  — pR)-  .o,  p'*(pL-R)-i-{M-pR)=  o; 

ie  rapport  anhannonique  du  faisceau  qu’elles  forment  ayant 
pour  valeur  (58) 

f — f^")  (f^"—  M'*) . 

— h")  (F"— 

est  indépendant  de  la  position  du  point  p. 

Nous  appellerons,  pour  abréger,  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  d’une  conique  le  rapport  anharmonique  du  fais- 
ceau obtenu  enjoignant  ces  quatre  points  à un  point  quel- 
conque de  la  courbe. 

275.  Le  rapport  anharmonique  des  points  suivant  lesquels 
une  tangente  mobile  est  coupée  par  quatre  tangentes  fixes  est 
constant. 
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Supposons  que  les  tangentes  fixes  soient  celles  des  points  n', 
fl",  fl",  fl",  et  quô  la  tangente  mobile  soit  celle  du  point  a. 
Le  rapport  anharmonique  en  question  est  le  même  que  celui 
du  faisceau  formé  en  joignant  les  quatre  points  d’intersection 
au  point  LM.  Mais  les  droites  de  ce  faisceau  ont  pour  équa- 
tions 

fi'fiL — M = o,  fi"fih — M = o,  u"aL — M = o,  a'*uL — M=o, 

et  forment  ainsi  un  système  liontographique  {59)  avec  celui 
du  numéro  précédent.  Elles  ont  par  conséquent  même  rap- 
port anharmonique.  Ainsi  donc,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  tangentes  est  le  même  que  celui  de  leurs  points  de 
contact. 

27().  L’expression  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
d’une  conique  fi',  u",  fi",  fi"  (274)  ne  change  pas  lorsque 
tous  ces  points  changent  de  signe;  donc  (-272)  le  rapport  an- 
harmonique  (le  quatre  des  points  {a' , a",  fi",  p")  déterminés 
sur  une  conique  par  quatre  droites  issues  du  point  LM  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  autres  points 
( — p' , — p" , — p",  — p")  déterminés  par  ces  droites  sur  lu 
conique. 

Pour  la  même  raison,  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  d'une  conique  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  correspondants  d’une  autre  conique.  De  plus, 
la  valeur  du  rapport  anharmonique  (274)  ne  changeant  |)as 
quand  on  y remplace  p par  u tang9,  ou  p cotaiig9  ; Lorsque 
deux  coniques  S et  S'  ont  un  double  contact,  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  des  points  déterminés  sur  S par  quatre 
tangentes  à S'  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
autres  points  déterminés  par  ces  tangentes,  ainsi  qu'à  celui 
des  quatre  points  de  contact  sur  S'.  Ce  dernier  théorème  est 
dû  à M.  Townsend. 

277.  Réciproquement,  lorsque  l’on  donne  trois  cordes  aa', 
hb',  cc'  d’une  conique,  l’enveloppe  d’une  quatrième  corde  dd' , 
telle  que  le  rapport  anharmonitfiie  de  abcd  soit  égal  à celui 
de  a'  b'  c'd',  est  une  conique  ayant  double  côntact  avec  la  co- 
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nique  rlonnéc.  SoiciU,  en  ellei,  «,  b,  c,  b',  t'  les  valeurs 
(le  fA  pour  les  six  points  üxes,  p.  et  p'  celles  relatives  aux 
e\tr(‘init(“s  de  la  corde  mobile;  l’équation 

{a  — b){c  — p) In'  — b')(c'  — p') 

{«  — c)[b—  p)  ~~  (fl'  - f'  )(6'—  p'  ) 

pourra  se  mettre  sous  la  forme 

\pp'-h^p-i-Cp'  -h  D = O, 

A,  B,  C et  I)  étant  des  constantes.  En  éliminant  p'  entre  celte 
équation  et  celle  de  la  corde 

pp'  L — ( fl  -I-  u'  ) R -I-  M = O, 

il  vient  successivement 

fl(Bu•4-l))L-l-R[;A{A,^l-t-C)-(Ba^-n)]-M(Au-^-C)  = o, 
u’(BL+ AR)-t-f;.[l)L  4-  (C  — B)  R — AM  ] - ( DR -t- CM  ) = o ; 

par  suite  (’i/O),  la  corde  mobile  est  constamment  tangente  à 
la  coni(|ue 

[DL-f-(C-  B)R- AM]>-+-4(BL+  AR  ( DR -i- CM  ) o. 

Cette  é(|uation  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

4(  BC  — AD  ) ( LM  — R>  ) -t-  [ DL  -i-  ( B + C ) R ^ AM  ]=  r o, 

la  conique  ()u’elle  représente  a un  double  contact  avec  la  co- 
nique donnée  LM  — R’--o. 

Dans  le  cas  particulier  oi'i  B ^ C,  la  relation  qui  existe  entre 
p et  p'  devient 

A pp.'  -i-  B(  U -f-  u'  ) -4-  I)  = o, 

et  (51)  exprime  que  la  corde  L — (a  + u')R -f- M passe 
par  un  point  fixe. 

§ 111.  — Des  équations  rapportées  aux  ci'ités  d’un  trianole 

AUTOPOI.AIBE. 

278.  L’équation  d’une  coni(|ue  rapportée  aux  ciités  d’un 
triangle  autopolaire  étant  (258) 

m’j3’=  n'y'. 
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on  iicut  représenter  un  point  de  la  courbe  par  une  seule  in- 
déterminée ç.  En  posant  /a  = «70059,  mj3  = «ysino,  on 
a , comme  aux  n"‘  102  , 231 , pour  la  corde  qui  joint  deux 
points,  9 et  9',  l'équation 

/a  cos  ■■  (9  + 9'1  ««P  sin^-(9  -4-  9'  ) = «y  cosi  ( 9 — 9'), 

qui  devient,  dans  le  cas  de  la  tangente, 

loL  cos 9 -4-  ni^  siii9  = «y. 

Si,  pour  plus  de  symétrie,  on  représente  la  conique  par 
lise'  -(-  bp’  -4-  cy-  = O, 

la  tangente  en  (a',  P',  y')  sera,  ainsi  qu’on  peut  le  voir  en 
partant  de  l’équation  précédente, 

nxx'  -4-  bpp'  -I-  ryy'  = o. 

L’équation  de  lu  polaire  d’un  point  («',  P',  y'  ) sera  nécessai- 
rement de  la  même  forme  (80).  Eu  la  comparant  avec 

f.x  -4-  up  -4-  vy  = O, 

on  voit  que  le  piMe  de  ci'tte  dernière  ligne  a pour  coordon- 

. 1 a 'J  . ..... 

nees  -»  et  puisque  le  pôle  d une  tangente  est  situe  sur 

la  courbe,  la  condition  pour  que  la  droite  7.x  -4-  uj3  -4-  vy  soit 
tangente  à la  conique  peut  s’écrire 


Lorsque  cette  condition  est  remplie,  la  conique  est  évi- 
demment tangente  aux  quatre  droites  7.x  dt  jj.p  dt  yy , et  les 
lignes  de  référence  sont  les  diagonales  du  quadrilatère  formé 
par  ces  droites  (14-6,  Ex.  111).  On  verrait  de  même  que  la 
condition  ax’’  -4-  l>P'^  + cy’’  = o exprime  que  la  conique  passe 
par  les  quatre  points  (a',  ± (3',  dtz  y'). 

EXEUCICES. 

I.  Trouver  le  lieu  du  pùle  d’une  droite  donnée  /.»  -h  -t-  vy  par 
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ra|i|Mirt  aux  coni'jUM  (las^ant  par  quatre  (uints  li\e:i  ( i’,  d:  ± •/). 


Héidxse. 


ülïl  'tïl 

X P ^ y ' 


n.  Trouver  le  lieu  du  pôle  d'une  droite  donnée  i*  -t-  up  -f-  vy  - o par 
rapport  aux  coniques  tan^'entes  aux  quatre  droites  fixes  Ix  ± inp  ± «y. 


Répoxse. 


Px  /h’ 5 n’y 

Â U V 


Le  lieu  des  centres  des  coniques  est  donné  par  les  mômes  formules, 
puisque  le  centre  est  le  pôle  de  la  droite  à l'infini 

X sin  A -e  P sinB  y sinC  = o. 

III.  (Quelle  est  l'équation  du  cercle  ayant  le  triangle  de  référence  pour 
triangle  autopolaire? 

Réponse.  sina  A â’ sinaB y’ siniC  = o ( 138,  Ex.  II). 

II  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  ce  cercle  se  trouve  au  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle,  puisipic  le  carré  du  rayon  est  égal  au 
rectangle  construit  sur  les  segments  que  ce  cercle  détermine  sur  une 
quelconque  des  hauteurs,  rectangle  qui  a le  signe  ■+-  lorsi]ue  le  triangle 
a un  angle  obtus,  et  le  signe  — dans  le  cas  contraire.  Dans  ce  dernier 
cas , le  cercle  est  imaginaire. 


270.  La  (léU’rminalion  des  propriétés  des  foyers  est  une  des 
applications  les  plus  reman|uables  de  l’écpialion  qui  fait  l'ob- 
jet de  ce  paragraphe,  carsi  x — o,  y = o représentent  les  côtés 
d’un  angle  droit  dont  le  sommet  est  au  foyer,  cl  y la  direc- 
trice, la  conique  a pour  équation 

x’  = c'y’, 

qui  n'est  qu’un  cas  particulier  de  celle  que  nous  éludions. 

Il  résulte  de  celle  équation  que  les  deux  droites  imaginaires 
x’  -h y’  = o sont  des  tangentes  menées  par  le  foyer,  et  puisque 
ces  droites  sont  les  memes  quel  que  soit  y,  on  voit  que  : 
Tontes  les  coniques  qui  ont  un  nu‘me  foyer  ont  deux  tan/’entes 
imaginaires  communes  passant  par  ce  foyer.  Donc:  Toutes  les 
coniques  komofocales  ont  quatre  tangentes  imaginaires  com- 
munes et  peuvent  être  considérées  comme  inscrites  dans  le 
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ni^nie  qiiadrilatère.  Les  laiigenles  imaginaires  (x’ 4-' >•’  = o) 
menées  par  le  foyer  se  confoii<leiil  avec  les  droiles  (|iii  le 
joignent  aux  deux  points  d’un  eerele,  imaginaires  et  situés  à 
l’inl’ini  (2.’>7  ).  De  là  une  conception  générale  des  foyers  ; .SV 
par  chacun  des  deux  points  d'nn  cercle,  imaginaires  et  situés 
à l’in/ini,  on  mène  des  tangentes  à une  conique,  on  forme 
un  quadrilatère  ayant  deux  sommets  réels  et  deux  sommets 
imaginaires  ; les  premiers  cotncidenl  avec  les  foyers  de  la  co- 
nique, les  seconds  peuvent  être  considérés  comme  les  foters 
imaginaires  de  la  courbe. 

liXERCICE. 

Di’lcrmlner  les  foyers  de  la  coni<|uo  représentée  par  réf|iialion  gé- 
nérale. 

Il  suffit,  (luur  cette  détermination,  d'exprimer  (|oe  la  droite 
J-  — jr'  -I-  ( .>  — \ — 1 

est  tangente  à la  courbe.  En  remplaçant,  dans  la  formule  du  n"  l.'if,  >, 
pet  V res[»ertivement  par  i,  i)  — (ar'-i-,r  y'—  i)î  et  en  égalant 
séparément  à zéro  les  expres.sions  réelle  et  imaginaire , on  voit  que  les 
foyers  sont  déterminés  par  l'intersection  des  deux  hyperboles 

r.(a‘  — y’)  ■+■  2F  y — 2ÜX  -t-  — B ^ O , C-ri  — Far  — 0 1 -f-  H = o, 

qui  sont  équilatères  et  concenlri(|ues  à la  conique  donnée.  En  niellant  leurs 
équations  sous  la  forme 

(C.J  - G)'  - (Cy  — F)’  = G’—  AC  - F=  -1-  BC  = A(«  - b), 

(C.r  — G ) [C_>  — F)  = FG  — CH  = àli , 

on  trouve,  pour  les  coordonnées  x,r  du  foyer, 

fC.r  — G)’  = yA  ( R n — é),  (Cy  — F)’  = jA(  K -t-  A — ir), 

en  conservantà  R cl  A les  significations  indiquéesaiix  n™  lof  et  157,  Ex.  III. 

Lorsque  la  conique  est  une  parabole,  on  a C = o,  les  équations  ci-dessus 
se  réduisent  au  premier  degré,  et  il  vient 

(F’o-  G’).r=  Fil  ^ ; (A  - B)G,  ( F’ G’)y  = GH  -l- ( ( B - A)  F. 

280.  Les  tangentes  menées  par  (/,  x)  à la  courbe  sont 
évidemment  ey  -1-  xetey  — x;  dans  le  cas  de  la  parabole,  où 
e=  I,  elles  forment  les  bissectrices  intérieure  et  extérieure 

a3 
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de  l’angle  (i'-y).  Donc:  Les  tangentes  menées  à la  parahole 
par  un  point  de  la  directrice  se  coupent  à an^te  droit. 

En  général,  on  peut  prendre  .r  = ey  cos  9,  v ^ ey  sin  o,  et 
l'on  a 


(p  est  donc  l’angle  que  le  rayon  vecteur  issu  du  foyer  fait  avec 
l’axe  des  x.  Cette  remarque  permet  de  trouver  l’enveloppe 
d’une  corde  vue  du  foyer  sous  un  angle  constant;  en  ell'et  la 
corde  passant  par  les  deux  points  o et  9'  a pour  équation 

Æ-cüsJ'9  + 9')  +ysinï(9  -4-  9',  = ey  cos'Jp  — 9'), 

et  comme  9 — 9'  est  constant,  elle  est  constamment  tangente 
à la  conique 

J.1  <?’y’cos=j(9  — 9'). 

qui  a même  foyer  et  même  directrice  que  la  conique  donnée. 

281.  L’éipiation  de  la  droite  qui  joint  le  foyer  à l’inter- 
section de  deux  tangentes  s’oliiieui  en  retranchant  l’une  de 
l’autre  les  équations 

Æ'COS9  -r.rsiU9  — ey~  o, 

X cos9'-l-  rsin9'— cy  = O, 

ce  qui  donne 

xsin  1(9  -4-  9' ) — ,r'COS-;  { 9 -4-  9')  r—  o; 

cette  droite,  faisant  un  angle  ',{9-4-  9')  avec  l’axe  des  x,  est 
par  conséquent  la  hissectrice  de  l’angle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  allant  du  foyer  aux  points  de  coiitact  9 et  9'. 

I.,a  droite  qui  joint  au  foyer  le  point  où  la  corde  de  contact 
rencontre  la  directrice  a pour  équation 

•T  cos{ ( 94-9')  -i-.rsini(9  -4-  9')  = o; 

elle  est  perpendiculaire  à la  précédente. 

Iroin'er  le  lieu  de  l'intersection  des  tan<^entes  dont  la  corde 
de  contact  est  vue  du  forer  sous  un  angle  donné  ad. 
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l’ar  une  éliminalion  analogue  à polle  du  n"  lOi,  Ex.  11,  on 
trouve  pour  ce  lieu  !'('H)nation 

{ jr’  cos’ <5  = c’y’. 

i|ui  est  celle  d’une  conique  ayant  même  foyer,  même  direc- 

* ** 

irice  que  la  conique  donnée,  pour  excentricité. 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  l’angle  formé  par  les 
tangentes  se  trouve  donné;  car  la  tangente  x cos 9 + ) sin  9 — y 
est  la  ■ bissectrice  de  l'angle  coniiiris  entre  les  droites 
a;cos9  -t-ysin9  et  y.  l’ar  suite  l’angle  compris  entre  les  tan- 
gentes est  la  moitié  de  celui  que  forment  les  droites 
X cos 9 -l-_^'sin  9 et  J-  cos 9'  -t-_>-sin9',  c'est-à-dire  (ju’il  est  égal 
à 1(9  — 9').  Donc  : L'nn'^le  compris  entre  deux  tangentes  à 
une  parabole  est  ta  moitié  de  l’a/if^le  sons  tc<iiiet  leur  corde  de 
contact  est  vue  da  foyer;  de  plus:  Le  lira  île  l'intersection 
tics  tan'^entes  il  la  parabole  faisant  entre  elles  an  angle  donné 
est  une  hyperbole  ayant  même  foyer,  même  directrice  et  dont 
l'ercentricilé  est  égale  à la  sécante  de  l'angle  donné.  L’angle 
des  asymptotes  de  cette  hyperbole  est  le  double  de  l’angle 
donne  (1 67). 

iS'2.  Deux  coniques  ont-  toujours  un  triangle  autopolaire 
commun. 

En  effet  ( Ià6,  Ex.  1),  lorsque  deux  coniques  se  coupent 
aux  points  A,  lî,  L,  1).  le  triangle  formé  en  joignant  les  points 
E,  F,  O de  concours  de  chacun  des  couples  de  cordes  d’iti- 
terseciion,  est  autopolaire  par  rapporta  l’une  et  à l’autre  des 
coniques.  Si  alors  on  désigne  par  a,  3,  y les  côtés  de  ce  trian- 
gle, les  équations  des  coniques  pourront  s’écrire 

aa.-  -y  b -y-  cy’  - o,  o'a’  -+-  ■+■  c'y'  = o. 

Nous  discuterons  du  reste  plus  tard  les  procédés  analyti(|ues 
à employer  pour  réduire  à cette  forme  les  équations  des  co- 
niques. 

Si  les  coni(iues  se  coupent  en  quatre  points  imaginaires,  les 
droites  a,  p,  y sont  encore  réelles.  On  sait,  en  effet,  que  lors- 
Aju’une  équation  à coefficients  réels  est  satisfaite  par  les  coor- 

■a3. 
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données  x'  + x"  \J  — i,  y'  \J  — i , elle,  l'esl  éj^alemenl 
par  x'  — x"  y'  — '<  y'  — y" 'j  — t ■ d'ailleurs  la  droite  qui  joint 
ces  points  est  réelle.  Les  quatre  points  imaginaires  communs 
aux  (leux  coniques  sont  donc  [x'  ± x"y  — i , y'  ±y"  i ), 
(x"±;.r”v^—  I,  _r"'±.v”\  — i)  : et  il  y a deux  cordes 
^ communes  réelles  et  quatre  imaginaires.  Ces  (lerni('*res,  ayant 
des  équaiions  de  la  forme  L±My/ — i,  L' ± M' \ — i,  se 
coupent  en  des  poinis  réels  LM,  L'M'.  Les  sommets  du 
triangle  autopolaire  EFO  sont  donc  tous  réels. 

Lorsque  les  coniques  se  coupent  en  deux  points  réels  et  deux 
points  imaginaires,  deux  des  cordes  communes  sont  réelles 
(ce  sont  celles  qui  joignent  les  deux  poinis  réels  ou  les  deux 
points  imaginaires)  et  quatre  imaginaires.  Chacune  de  ces 
dernières  passant  par  un  des  points  réels  ne  peut  avoir  un 
deuxième  point  réel. -Par  suite,  un  des  trois  poinis  E,  F,  O est 
réel,  les  deux  autres  sont  imaginaires;  le  triangle  aulopolain* 
a donc  alors  un  de  ses  côtés  réel  et  deux  imaginaires. 

KXHRCICES. 

1.  Un  triangle  est  tangent  à une  conique  S,  deux  de  ses  sommets 
glissent  sur  une  conique  S'  : trouver  fe  lieu  diTrit  par  le  troisième 
sommet. 

Soient  x’ -+- y-’ — i’ = o l'équnlion  de  S,  «.i-’ + èr’ — cz’=  o celle 
do  S’.  Les  coordonnées  de  l'inlerseclion  des  tangentes  en  a et  7 à S 
sont  (102,  Füx.  1)  cos|(*-(-7),  sinita-ey),  cos;(*  — 7)  : les  con- 
ditions du  problème  donnent  la  relation 

rt  cos’) (a  7)  -e  è sin’)(a  -t-  7)  = ccos’)  (a  —7), 
ou 

-I-  i — c)  -I-  («  — è — I-)  cosacosy  -+-  (è  - c — n)  sina  siny  = o. 
On  aurait  de  même 

(fl  4-  4 _ f)  (rt  — è — c)  cos6  cosy  -e  (è  — c — «)  sinp  siny  - n ; 
d'où 

(a-^-b  — c)  C08)(a  -t-  = (é  f - (7)cosl(a  — P)  cosy, 

(n  -+-  i — r)  sin)(a  -t-  P)  = (n  -4-  r — 6)  cos;(a  — P)  siny; 
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et  |iuis(|ue  le  [loiiil  tlunl  on  cherche  le  lieu  a |>our  coordonnées 

coSj(a-Hf),  sin j(x -i- Jô i , cüsi(ï  — S), 

I équation  du  lieii  sera 

.1-  r’  î’ 

[1/  T-  <■  — fiÿ  "*"  ( c -e  rt  — hy  (n  h — ri' 

Cette  solution  est  due  à M.  Burnside. 

II.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  eonii)ue  - = s';  deuN  de  ses 

céiés  sont  tangents  à la  conique  «./’  -e  //  c’  — cz'  ; trouver  renvelo[ipe 
du  troisième  côté. 

Réponse. 

{cft  -I-  iib  — hr)- .v' -i-  [nh  br  — c«j'  ) • {bc  -i-  en  — iibyz^, 

§ l\  . — Des  COURBES  ENVELOPPES. 

Î28.3.  Lorsque  ré(|iiation  d’une  droite  renferme  une  indé- 
terminée U d’un  ilegré  quelconque,  à une  série  de  valeurs 
de  fj.  correspond  une  série  de  droites  toutes  tangentes  à une 
certaine  courlie,  qu’on  appelle  courbe  enveloppe  (ou  enve- 
loppe) du  système  formé  par  ces  droites,  .\itisi  la  droite 
p}  L — R 4 M , oit  P est  indéterminé,  est  conslammenl  tan- 
gente à la  courbe  LM  — R’ (270).  La  démonstration  directe 
de  ce  théorème  suffira  pour  indii|uer  la  méthode  générale  à 
suivre  dans  la  détermination  des  courbes  enveloppes. 

Les  deux  droites  corres[iondant  aux  deux  valeurs  p et  p k 
de  l'indéterminée  ont  pour  é(|uatioiis 

/n’  L — 2 ^ R -I-  M = O.  ( 'jt  -t-  /i  )'  L — 2 f p.  -t-  A ) R -1-  M = O, 

et  leur  point  d’intersection  sera  déterminé  par  les  conditions 

ft’  L — 2 U R -I-  M _ O,  2 ( 2 L — R ) -t-  A L = o, 

qui  ne  sont  autre  chose  que  l’équation  cle  la  première  droite, 
et  le  résultat  qu’on  obtient  en  divisant  |iar  A la  différence  entre 
les  équations  des  ileux  droites. 

Ces  deux  ilroites  sont  d’autant  plus  voisines  que  A est  filus 
petit.  Lorsque  A devient  nul,  elles  sotit  consécutives  dans 
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lo  svstèinc  et  se  cou|u“nt  on  un  point  dclerniiné  par  les  équa- 
tions 

u’  L — ap.  U -t-  M — O,  U r.  — K = n, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  suivantes  : 
a L — K -=  O,  p. K — M = O. 

Mais  un  point  d’une  courbe  jieul  être  considéré  comme  l’in- 
lorscclion  de  deux  tanf>enlcs  consécutives  à cette  courbe  (14-7); 
l'interscciiou  des  deux  droites  consécutives  appartient  donc  à 
l’enveloppe,  dont  ré(|iiation  s’obtient,  par  suite,  en  élimi- 
nant rindéterininée  p.  entre  les  équations  précédentes,  ce  (|ui 
donne 

LM  - K’. 


On  démontrerait  de  même,  dans  le  cas  ou  L,  M et  K repré- 
sentent des  courbes  au  lieu  de  droites,  que  la  courbe  délinie 
par  p'L — ?.pU-(-M  est  constamment  tangente  à la  courbe 

LM  - H’. 

L’enveloppe  delà  droite  I.  cos^  4- M sin  9 — K , où  9 esi 
indéterminé,  peut  se  trouver  directement  de  la  même  ma- 
nière, ou  bien  se  déduire  du  résultat  pri'cédenl  en  posant 


tang;ç)-—  p; 


car  alors  on  a 


I — »’  a.  P 

cosa,  — -1  sino  = — 

• I -I-  V.'  ' I -f-  p’ 


et  l’équation  proposée  se  ramène  à la  forme 
p.’(L-  H)-+-2p.M  4-(L-  H), 
où  P entre  au  seconil  degré. 


284.  On  pourrait  encore  arriver  au  même  résultat  de  la  ma- 
nière suivante.  La  droite 

p’L  — 2 p.  H 4-  M 

est  évidemment  tangente  à une  courbe  de  la  xcconür  cinssi- 
(Note  du  n"  14.")),  puis(|ue,  par  un  point  donné,  on  ne  peut 
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mener  que  deux  droites  du  système,  celles  définies  par  les 
valeurs  de  u tirées  de  l’équation 

UM/—  9.ulV-h  M'—  O, 

dans  laquelle  L',  R'  et  M'  expriment  ce  que  deviennent  L, 
R et  M lorsqu’on  y remplace  les  coordonnées  courantes  par 
celles  du  point  donné.  D’ailleurs  les  valeurs  de  u.  sont  égales, 
et  ce  point  est  l'intersection  de  deux  tangentes  consécutives 
lorsque  ses  eoordonnées  satisfont  à la  relation  I.M  = R’.  Plus 
généralement,  lorsqu’une  indéterminée  (Acntrcalgéliriquement 
au  degré  n dans  l’équation  d’une  droite,  celte  ligne  est  tan- 
gente à une  courbe  de  la  classe  dont  l’équalion  s’obiieiii 
en  exprimant  (|iie  l’équation  en  u a des  racines  égales. 


EXEIICICES. 


I.  Les  sommets  d’un  triangle  glissent  sur  trois  droites  fixes  a,  7. 
tandis  que  deux  de  ses  côtés  passent  par  deux  points  fixes  (a',  7')  et 

(a",  S', 7')  : trouver  renvcloppo  du  troisième  côté. 

Soit  a-t-(Afl=  O l’équation  de  la  droite  joignant  (a,  p)  au  sommet  qui 
glisse  sur  7,  celles  des  côtés  passant  i>ar  les  points  fixes  seront  alors 

7(*  ~ V ("a’  "t"  ft  '/’l  X -h  u6  j — 7!  a'  -H  UL&')  = o, 

et  on  aura,  pour  le  troisième  côté, 


(a  ' -H  fi^')7"a  (a’s-  aâ")  u-/fi  — (x‘  -h  a S’)  (a'  -H  a^')7  -=  o, 


puisqu'il  passe  par  rintersection  du  premier  avec  a cl  du  second  avec 
En  ordonnant,  suivant  les  puissances  de  u,  on  trouve,  pour  renvelop[K', 


(afi'7’- 


?7'a*-7a'6'- 


On  pourrait  aussi  résoudre  ce  (irobléme,  en  ordonnant  suivant  les  puis- 
sances de  « l'équation  trouvée  au  n"  .'iO,  Ex.  III. 

11.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  telle,  que  le  produit  de  ses  dis- 
tances à deux  points  li.xes  soit  constant  ( = /é). 

Prenons  pour  axes  la  droite  qui  joint  les  points  fixes  et  la  per|M>i\- 
diculaire  élevée  en  son  milieu  ; les  coordonnées  de  ces  points  seront 
_r  = o,  X = rfc  c ; d'ailleurs  y — //i.c  -h  n :=  o représenUtnl  la  droite 
mobile,  on  aura,  pour  exprimer  les  conditions  du  problème, 

/ne)  (h  — me]  -■  -h 
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3(>o 

«Il 

inuis 

donc 


«■  =■  A’ /h’  -t- 

//’=  v’  — -1111  J-J  : 

— b‘  — c‘)  — un  TJ-  H-  )'  — A’  _ ci; 


|iar  suite,  ren\Hü|)j)c  a pour  équation 

jr’  i ’ . — A'  — c')  ( i ’ — b') 

ou  liini 

J*  ,v’ 
b‘  b^  ~ * ’ 


III.  Trouver  renvelop|ve  d'une  droite  telle,  i]ue  la  somme  (A')  de.s 
carrés  de  ses  di.stances  i deux  points  fixes  (<>,  ± c)  soit  constante. 


UÉPONSK. 


a.r’  a r’ 

/P  _ '^'W~ 


IV.  Trouver  rpnxeloppe  d'une  droite  telle,  que  la  différence  des  carrés 
de  ses  dislances  à deux  points  li.xes  soit  constante. 

Hei-üsse.  Une  parabole. 

V.  I*ar  un  |ioinl  fixeO,  on  mène  une  droite  OP  qui  rencontre  en  P une 
droite  fixe  ,\P  trouver  l'enveloppe  do  la  droite  PQ  faisant  avec  PO  un 
anple  OPQ  constant  (=  90"  — ^). 

tsoient  0.\  = /r,  et  00  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  O sur 
les  droites  AP  et  1\).  et  les  angles  .\OP  et  POQ  faits  par  OP  avec  0.\ 
et  (>0,  on  aura 

OP  --  !>  sécO,  (»0  = !>  sécO  cos^. 


Si  l'on  prend  OA  pour  axe  des  .c,  t.»  |M)ur  origine,  l'équation  de  IX}  sera 

.c  cosi  1 -t-  J5)  I siiil  0 -t-  6 ) ; !>  sécO  cosft, 
ou 


Æ-  cos(-JiA  -e.r  sin  {9O  + ft)  = -ip  cosf>  — .r  cosf.  — .r  sint, 
c’est-à-dire  de  la  forme 

I.  cosif  -t-  M sin*  = R . 

I.’envcloppe  cliercliée  sa-ra  donc 

.r’-t-e’  - fxcosfi  -i-_vsinfi  — -ip  rosfcP, 
c’est-à-dire  une  parabole  ayant  0 pour  foyer. 
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A B 

VI.  Trouver  l'eiiveloiipe  de  la  liene  — i , = i,  les  iiiddleriniiiécs 

U fl 

élant  liées  par  la  relation  fi  -s-  ti'  = C. 

En  remplaçant  ti'  par  C — u,  et  eliassanl  les  dénominateurs,  on  trouve, 
pour  renvelop|«,  l’équatiou 

A’-e  B'  -t-  C^-  aAB  — ïAC  - aBC  = o, 

<pii  peut  se  mettre  sous  la  forme 

± V^A  ± v^B  ± v^C  ~ O. 

Excni/ilfs.  — i"  On  donne,  dans  un  triangle,  un  angle  et  la  somme  c 
des  rôtés  qui  le  comprennent  : trouver  l'enveloppe  du  troisième  côté. 
r.e  côté  a pour  équation 


et  comme  r/  4-  /<  = #•,  on  a pour  l’enveloppe 

jr’  -i-.i  ’ — 'XXY  — arj-  — xvy  -t-  t’  — o, 

c'est-à-diie  une  parabole  tangente  aux  côtés  x et  .r. 

a°  On  donne  de  position  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  et 
la  somme  e*  de  leurs  carrés  : trouver  l'envelopi»  de  l'ellipse. 

Si  dans  réquation 


on  introduit  la  condition  o’’  -s  h’-=  c‘,  on  trouve  pour  l’enveloppe 

X ± J-  ± c O. 

L’ellipse  est  donc  tangente  à quatre  droitc*s  lixes. 

28.0.  Lorsque  les  coefficients  de  l'équation  d’une  droite 
t.x  -I-  -t-vy  sont  liés  par  une  équation  du  secoiul  degré  en  i, 

P et  V, 

A Bfx’  -t-  Cv’  -s  2 Fit»  -I-  2G  v).  -+-  2 H /.ft  =-  O, 
cette  droite  a pour  enveloppe  une  conique. 

En  elTel,  si  l’uti  élimine  v entre  l’équation  de  la  droite  et  celle 
(|ui  relie  les  coeflicienis,  on  trouve 

(A y’—  2Gya-l-  + ^(Hy’  — Fya  — GyP  4-  Ca'fi)la 

4-(Py’ — 2 h yP -4- CP’jfjt' = O, 
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ce  qui  donne  pour  l’enveloppe 


( Ay»—  î('i-/a  -f-  Ca‘)(By=—  aFy^  -f-CÔ’) 

= (H  y’  — Fy  a — (iy  S -4-  Ca3)’; 
en  développanl  et  divisant  par  y\  il  vient 

(BC  — F’)2=+  (CA  — G=);3>-4-  ( AB  - Il')y’ 

+ 2(GH  — AF)3y  -4-  2(  IIF  — BG  )y2  ■+-  t.  ( FG  — CH  )ajà  = o, 

équation  d’une  conique. 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  de  la  manière  sui- 
vante : 

t ne  équrttion  laiij'enlielle  du  second  def'ré  en  p.  et  v re- 
présente une  conique  dont  l’èquntion  en  coordonnées  trili- 
néaires  se  déduit  île  l'équntion  tan^entieUe,  en  employant  le 
même  procédé  que  pour  passer  de  l'équation  en  coordonnées 
tritinéaires  à celle  en  coordonnées  tangentielles. 

On  peut  voir,  en  elVet,  comme  au  n°  151,  (|ue  la  condition 
pour  que  /a  -t-  _uj3  -4-  vy  soit  tangente  à 

«a-’-t-  cy’ -H  2 fpy  ■+-  agya  2/»a(î  = o 

est  exprimée  par  l'équation 

( bc  — -4-  { frt  — -I-  ( ab  — /j’)v’ 

-4-  2(g-/i  — af)av  ■+■  7-ilif—  ètf  )vÀ  -t-  7.[fg  — ch  )/.a  = o, 

qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  tangentielle  de  la  conique. 

Béciproquement,  la  conique  /ia'-4-.-.  = n est  l’enveloppe 
de  la  ligne  dont  les  coefficients  /,  u,  v satisfont  à la  cunditiun 
précédente.  Car  si,  dans  l'i'quation 

(BC— F’)a’  + ...  = o 

donnée  plus  haut,  on  remplace  A, B,...  \)ar  bc —f' , ca  — g' 

elle  devient 

( abc  -4-  ‘>-fgh  — af''  — bg‘‘  — dê  ) 

X («a’-4-  è3’-t-  cy’-H  + 2g^yai  -l-  2Aaj3)  = “• 
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EXKUCICES. 

I.  On  peut  liéiluire,  comme  cas  particulier  de  ce  qui  précédé,  les 
théorèmes  des  n‘*  1^7  et  130,  c'est-à-dire  que  les  lignes  qui  ^atisfo(lt 
aux  conditions 

--*-—-4 — = O,  * -t-  V G» -e  VHv  ^ O 

À U V 

ont  respectivement  [lour  enveloppes 

H-  l'U?  H-  pIT/  ”• 

II.  Trouver  la  condition  pour  que  la  droite  i* uji  -t-  i-/  rencontre  la 
coni(|ue  représentée  p.ir  l’équation  générale  en  deux  points  réels. 

Réponse.  Celte  droite  rencontre  la  conique  en  des  points  réels  ou 
imaginaires,  suivant  que  la  quantité  (//c — négative  ou 
positive;  elle  est  tangente  lorsque  celte  quantité  s’annule. 

III.  A quelle  condition  les  tangentes  menées  par  le  point  (a',  y') 

sont  elles  réelles? 

Réponse.  Ces  langenU's  sont  réelles  lorsque  la  quantité 
|BC  — FMa”-t-... 

est  négative;  autrement  dit,  lorsque  les  quantités 

nhc  et  « a’’  -1-  AS’’  -t-  . . . 

sont  de  signes  contraires.  Les  tangentes  sont  Imaginaires,  ou,  ce  ipii  re- 
vient au  même,  le  point  (a',  ft',  7')  est  à l'intérieur  de  la  conique  lorsipie 
ces  quantités  sont  de  même  signe. 

28G.  On  dcrminlrcrail,  comme  an  n"  "G,  que  la  rondilioii 
ABC  2FC.ll  — A F=  - BG*—  CH’=  o 


exprime  que  ré;quation 

A)’ -H  Bu’ -+-  Cp’  ■+  2 F up  -t-  2.Gp/.  2 II?. U ; - O 

peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  cl  se  mettre  sous  la 
forme 

( a'  ? -I-  j3' ju  -I-  y' P ) ( a"  ? -t-  U -+-  y" P ) = O. 
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Oit<*  dpiTiiére  élani  satisfaile  lorsqu’on  égale  à zéro  rnii  ou 
l’autre  des  facteurs,  elle  exprime  (ül  ) que  la  droite 

/ic  u3  *f"  yy 

passe  par  l’un  ou  l’auire  des  deux  points  fixes  qu’ils  repré- 
seiileiil. 

En  rem))laçaiit.  comme  au  numéro  précédent.  A,  B,...  par 
/'ç  — /%  crt  — ÿ’,.  . .,  on  voit  facilement  que  la  (piantité 

ABC  -h  aFCH 

n’est  autre  chose  que  le  carré  de  <ihc 

KXF.HCir.K. 

Lorsqu’une  conique  passant  par  deux  points  donnés  a un  double  con- 
tact avec  une  conii|ue  fixe,  leur  corde  de  contact  passe  par  un  point  fixe. 

Soient  S = I)  l'équation  de  la  conique  fixe,  S (À*  -h  p6  -i-  vy  )•  celle 
do  l’autre  conique;  en  y remplaçant  les  coordonnées  eourantes  par  celles 
des  points  donnés 

v'),  f/,  v"), 

un  a 

S'-:  (■*»'-*- ufi' — vy')’  S’  - vy’)’, 

d où 

(Àx’-H  oS'-î-  vy’)  \^S”  ~ [ca*  -e  *'7*) 

ce  qui  exprime  ipic  la  corde  de  contact  passe  par  l'im  ou  l'autre  des 
deux  points  fixes  définis  pur  celte  é(|uation,  puisque  S'  et  S*  sont  constants. 

2X7.  Trouver  Trquation  d'une  conique,  ujuni  un  double 
vonlact  avec  deux  coniques  données  S et  S'. 

Soient  E et  F deux  des  cordes  d’interseeiion  de  S et  S',  de 
telle  sorte  que 

S — S'  = EF, 

l’équation  de  la  conique  eliercliée  sera 

u'  E^  — 2 ;/(S  -i-  S'  ) -I-  F^  — O, 
piiisiprclle  peut  se  mettre  sous  l’une  des  deux  formes 
juE  -I-  F)’=  4,“®'  (“K  — F)’=  ' 

Eomme  fx  entre  au  second  degré,  ou  peut  mener  deux  eoni- 
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ques  en  prenant  pour  auxiliaires  les  deux  cordes  d’intersec- 
tion E,  F;  et,  puisqu’il  j a trois  couples  de  cordes,  on  peut 
former  trois  systèmes  de  deux  coniques  avant  un  double  con- 
tact avec  deux  coniques  données.  I.ors<iue  S'  se  transforme 
en  deux  droites,  il  n’y  a plus  que  deux  couples  de  cordes  dis- 
tinctes, et,  par  suite,  deux  systèmes  de  coni(|ues  à double 
contact;  quand  Set  S'  se  transformetit  toutes  deux  en  droites, 
il  n’y  a plus  qu’un  seul  système. 


EXERCICE. 


Trouver  ré<|uation  d une  conique  tangente  à quatre  droites  données. 
Soient  A,  B,  C,  D ie.s  quatre  c6tés  du  quadrilatère  formé  par  les  droites, 
El,  E’  les  diagonales,  AC  — BD  = E'E'  ; on  aura  pour  la  conique  cherchée 


p’E=  - Api(.\C  H-  BD)  -t-  E’’=  O. 

Si  l’on  représente  par  L,  M et  N les  diagonales,  les  célés  le  seront  par 
L ± M i;  N,  et  l’équation  de  la  conique  prend  la  forme  plus  symétrique 

w>L*  - u(L’  .M’  - S’)  -f-  M’  = O, 

qui  montre  que  cette  coni(iue  est  tangente  à 

(L’-t-  M’-  N')>— 

= (L-e  .M  -t-  N)(M-e  N-  L)(l.-s  N -M)(M  -t-  L-N). 


On  pourrait  encore  mettre  cette  dernière  équation  sous  la  forme 
V M' 


N‘  = 


sin'y 


( voir  n°  i7S). 


288.  La  conique  ayant  un  double  contact  avec  deux  cercles  C 
et  a pour  équation 

f/’  — ’ «(  6 -t-  C'  ) -t-  ( C — C )'  — O. 

I.es  cordes  de  contact  de  la  conique  avec  les  cercles 

(’  — C'  -y. a = O,  C — C'  — U = O, 

sont  parallèles  cl  situées  à égale  distance  de  l’axe  radical  des 
deux  cercles. 

En  mettant  l’équation  do  la  conique  sous  la  forme 

v^C±v/C'=  v'fjt, 


Digiti^ed  by  Google 


CHAPITHt  XIV. 


Jfi6 

on  voil  que  • Le  Heu  d'un  point  tel  que  la  somme  {ou  la  dijft''- 
rence)  des  tan  fientes  menées  de  ce  point  à deux  cercles  soit 
constante,  est  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  les 
deux  cercles. 

En  supposant  les  deux  ceirles  iiirmiineni  petits,  on  déduit 
de  là  la  propriété  fondamentale  des  foyers  d'une  conique. 

Lorsqu'on  prend  y.  égal  au  carré  du  segment  déterminé  par 
les  cercles  sur  une  de  leurs  tangentes  communes,  l'équation 
représente  deux  de  ces  tangentes  communes. 

EXIÎRCICES. 

I.  Trouver,  d'a|»rè^  ce  qui  précède,  les  tangentes  coininiinos  aux  cercles 
indiqués  aux  Exercices  des  n°’  1 Et  et  1 1 f. 

IlÉroNsK. 

i"  v'C  -I-  v'C'  - 4^  VÎ- 

a”  lÆ  -t-  ^C'  I , t^C  -t-  \IC'  = ^ — 7<). 

II.  On  donne  trois  cercles  C,  C'  et  C : 1.  et  L'  sont  les  tangentes  com- 
munes à C',  C;  M et  M'  à C",  C;  N et  N'  à C,  C;  si  I.,  M cl  N passent 

par  un  même  point,  1/.  M' et  N' passent  aussi  par  un  même  point  {,•). 

Soient 

i/îy  -I-  VC*  = !.  t/C"  -e  \ 'C=:  +-  \/C  l" 

les  équations  des  couples  de  tangentes  communes.  La  condition  pour 
que  1.,  M ut  N passent  par  un  même  point  est  /'  ± / = /';  lorsqu’elle  est 
iém|)lie,  I.’,  M'  et  N'  passent  aussi  par  un  même  (wiiil. 

III.  Les  trois  cordes  communes,  non  concourantes,  de  trois  coniques 
ayant  un  double  contact  avec  une  quatrième  conique  déterminent  sur  les 

(*}  O U Hé  employa  par  M.  SUùnoi*  pour  la  (iolutioii  Hti  problt'me  do 

Malfalli  : Inscrire  dans  un  triangle  trois  cercles  tan-'ents  entre  et  successif 
cernent  à tIt  iLX  des  cotes  de  ce  trianfite^  solution  «|U*iI  fornmlo  do  la  ninnière  sui- 
vaiito  : Inscrire  un  rorcle  dan»  ohactin  do»  trUn:>l<^  formo»  par  un  cAto,  et  les 
btssootrires  dos  an<',los  adjaoont»  du  trlanijlo  donno;  tr<us  do»  tan[;ont«'»  coin- 
muno»  à ros  corde»  so  toiipant  on  un  mémo  jMÛnt,  Il  on  osl  do  mémo  dos 
Irois  autres  qui  sont  cominunos  aux  «'orolos  oherdni*.  M.  Hart  a donnô  une  dt*- 
inonstrntion  gt'omotriquo  do  cotte  sululiun  dans  lo  Qnnrterh  Jourtml  of  Mathe- 
ntatics^  t.  1,  p.  319.  Otto  »idutioii  pout  s’oti'ndro  au  ras  où  l'on  romplnoc  los 
rorolo»  par  do»  roiiiquir»  ayant  un  douldo  contact  une  conique  donnèo. 
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trois  premières  six  points  qui  .ipparlionnenl  à une  conique.  Dans  le  cas 
particulier  où  trois  de  ces  points  sont  en  lij;ne  ilroite,  il  en  est  de  même 
des  trois  autres. 

Soient 

S — L’  = O,  S — M'  = O,  S — N'  = O 
les  trois  coniques,  les  cordes  communes  sont  représentées  par 
L -1-  M , M ^ N,  N -e  L, 

et  l'équation 

S -H  MN  - NI.  - LM  = (S  - L)  +-  (1.  M)  ( L -e  N) 

« 

démontre  le  tliéoreme. 

§ V.  — Equation  gënékaie  nu  second  degré. 

289.  Il  est  toujours  possible  de  représenter  une  conique 
par  une  équation  de  la  forme 

rta’-t-  6 jj'-i-  -f-  2/(3y  -+■  -H  a/ta (3  = o. 

En  effet,  celle  équation  est  du  second  degré,  el  renferme  cinq 
paramétres  arbitraires,  qu’on  peut  déterminer  de  manière 
que  la  courbe  qu'elle  définit  passe  par  cinq  points  don- 
nes, el  co'incide,  par  suite,  avec  une  conique  donnée.  Celle 
équation  suppose  les  coordonnées  trilinéaircs;  mais  on  en 
déduit  facilement  l’équation  en  coordonnées  cartésiennes  en 
V remplaçant  a,  (3  para-,  >%  el  en  v faisant  y = i,  ce  qui  revient 
a supposer  la  droite  y à l’inlini  ((i9-7G,  Note). 

On  peut  toujours  de  même  représenter  une  courbe  de  de- 
gré n par  une  fonction  homogène  du  même  degré  en  a.  (3ely, 
car  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  coiiipli’Ie  de  degré  n 
entre  deux  variables,  et  ré(|ualion  homogène  de  même  degré 
entre  trois  variables  ont  le  même  nombre  de  termes,  et  peu- 
vent, par  suite,  être  assujetties  au  même  nombre  de  condi- 
tions. 

290.  Les  coordonnées  d'un  point  pris  sur  la  droite  qui  joint 

les  deux  points { a',  {3',  y'),  (a",  , y")  pouvant  ( 65 ) s’exprimer 

par 

la' -h  ma’,  l^'-hm^“,  ly'-t-my’. 
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on  obtiendra  les  roordonnéos  des  points  où  retle  droite  ren- 
rontre  une  courbe,  en  subsiituani  ces  valeurs  aux  coordon- 
nées courantes  a,  p et  y dans  ré(|uation  de  la  courbe,  et  en 
/ 

deterniinant  le  rapport  — au  inojen  de  la  relation  déduite  de 

cette  substitution  (‘).  Ainsi  (!)2),  les  points  où  cette  droite 
rencontre  une  conique  sont  donnés  par 

/■  («a''  -h  cy’’’  ■+- 1 f^'y'  -+-  igy'  oc'  -h  ^ h x'  fi') 

-H  ?.lm[>ix'x"-h  hâ'3"-^ry'y"-^  /(P'y'-+  .i"'/)  ■ 

-t-  g'1 7' *”-t-  ■/"«')  -+-  a"^')] 

-t-  «i’(  cy"^+  2. fp"y  -i-  xjry" a" ^ a/ia'jâ")  = o, 

équation  du  second  degré  que  nous  pouvons  écrire,  pour 
abréger, 

/’S'-t-  xImV  ni'S"=  o. 

Lorsque  le  point  (a',  y')  est  sur  la  courbe,  on  a S'=  o, 

et  l'équation  se  rédtiit  au  premier  degré.  En  la  résolvant  par 
rapport  à l‘.nt,  on  trouve 

S'a'- S"  (3'- a P (3",  S"y'- aPy' 

pour  les  coordonnées  de  l’intersection  de  la  conique  avec  la 
droite  qui  joint  (a",  j3",  y")  au  point  (a',  j3',  y')  pris  sur  celte 
conique.  Elles  se  réduisent  à x',p',y'  (|uand  P ■=  o.  Lors 
donc  que  a",  p*  et  y"  satisfont  à la  relation 

axx'+  h'fi'^'^cyy'  / -h  (3' y ) 

+ A'(7'«  7“')  «;3')  = o, 

cette  droite  rencontre  la  courbe  en  deux  points  qui  coïncident 
en  (a',  P',  y');  autrement  dit  le  point  (a",  “fi",  y")  est  situé 
sur  la  tangente  en  ( a',  (3',  y'),  quia  pour  équation  P = o. 

291.  La  symétrie  de  cette  équation  en  a,  y;  a',  y' 
montre (89) que,  dans  le  cas  où  (a',  (3',  y')  ne  se  trouve  pas  sur 
la  courbe,  elle  représente  la  polaire  de  ce  point.  On  peut 


(*)  ('^tte  méthode  eut  duc  a Joar.himRthal. 
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aussi  observer  (91)  que  I*  = o exprime  que  la  droite  juigiiaiii 
(a',  |3',  /)  à (a",  j3",  y")  est  divisée  liarmoniqucment  par  la 
courbe. 

L’équation  de  la  polaire  peut  aussi  s’écrire  : 

a’(«a-+-//P-h^,-y)-4-;3'(/ia-(-ip+/y)-H’/(ga-f-/;3-f-cy)=  o; 

les  facteurs  de  a',  [3',  y'  sont  respeclivemeiil  proportionnels 
aux  coefficients  différentiels  de  l’éqnation  de  la  conique  pris 
successivement  par  rapport  à a,  (3,  y.  Si  l'on  pose,  pour  abré- 
g«'r, 

</S  . _ i/S  (IS 

®'“i/a'  ^"~dy 

on  a pour  la  polaire 

a'  Si  + P'  s,  -i-  y'Sj  = o. 

Lorsque  j3'  et  y'  sont  nuis,  celle  équation  se  réduit  à S,  - o. 
Donc  la  polaire  de  l’inlerseclion  de  deux  des  lignes  de  réfé- 
rence a pour  équation  la  dérivée  de  l’équation  de  la  conique, 
prise  par  rapport  à la  troisième. 

L'équation  de  la  polaire  étant  sjinétrique  en  a,  (3,  y et  a', 
y'  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

aS',  j3S'j  4-  yS'j  =:  o 

(S',  désignant,  suivant  l’usage,  ce  que  devient  S,  lorsqu’on  y 
remplace  a,  [3,  y par  a',  |3',  y'). 

292.  Lorsqu’une  coni(|uo  se  réduit  à deux  droites,  la  polaire 
d’un  point  quelconque  passe  par  l’intersection  de  ces  droites  ; 
cl  il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  celte  polaire 
forme  avec  les  deux  droites  et  la  ligne  qui  joint  le  point  donné 
à leur  intersection  un  faisceau  harmonique.  En  effet,  le  rayon 
vecteur  mené  par  le  point  est  divisé  harmoniquement  par  la 
conique,  c’est-à-dire  les  deux  droites,  et  la  polaire.  On  peut 
aussi  le  voir  en  parlant  des  formules  du  numéro  précédent  : 
la  polaire  de  (a',  ^')  par  rapport  aux  deux  droites  a et  (3  ayant 
pour  équation  (3' a -I- a' (3  = o a pour  conjuguée  harmonique 
P'a  — a' (3,  c’est-à-dire  la  droite  qui  joint  (a',  ^')  à (a,  (3). 

>4 
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Lorsque  l'équation  générale  représente  deux  droites,  les 
polaires  des  trois  points  { j3,  y),  {y,  a ).  ( a,  p ), 

rta (3  4- ^'7  = O,  // a -I- -+- /"y  = O.  g-a -f- cy  = o, 

passent  par  un  même  point.  Si  l’on  élimine  ot,  P et  y entre 
ees  trois  équations  pour  exprimi'r  (n°38)  que  ces  droites 
sont  concourantes,  on  trouve  la  condition  pour  que  l’équation 
générale  représente  deux  droites.  Cette  condition,  à laquelle 
nous  sommes  déjà  arrivés  par  d’autres  méthodes,  peut  s’écrire 
sous  forme  de  déterminant  ; 


ou,  en  développant. 


1 n /;  ÿ 

/,  b f 

i / t’ 


— O, 


abc  -+-  "ifgh  — n/’  — bg^  — c/i'  = o. 

Nous  désignerons  dorénavant  par  A le  premier  membre  de 
cette  équation,  qu’on  appelle  le  tUscriminnnt  (’)  de  l’équation 
de  la  conique. 

iOll.  Trouver  les  coordonnées  a',  )>',  y du  pôle  d’une  droite 
I3.  ■+-  !a{3  + vy  par  rapport  à la  conique  représentée  par  l’équa- 
tion  générale. 

On  a,  en  se  reportant  au  n°  291,  les  équations 
a X -i- b -h  gy' =1,  Il  x' b -hfy' = jj.,  ga' -k- cy' = v, 


(")  En  général,  on  nomme  discriminant  d’une  function  homogène  de  plii-> 
sieur»  variables  le  pi’cniier  membre  do  l’équation  qui  rÔMilto  de  réliininatioii 
de  oea  variable»  entre  le»  e«(uationB  que  l’on  oMient  en  égalant  à zéro  les  dé* 
rivt'e»  du  premier  ordre  do  1a  fonction  propoMT,  prtacs  suoceMivemenI  pur 
rapport  à chacune  de  variable».  Ainsi,  par  exemple,  la  condition  pour 
qu’une  équation  algébrique  S{x)  ait  des  racines  égales,  est  le  discriminant  dt' 
cette  équation.  Car,  apri*»  avoir  rt'ndu  cette  i^uatioii  homogène,  par  l’intro- 
duelion  d’une  deuxième  variabloT’,  cette  condition  s’obtient  en  éliminant  x 
dS  dS 

et  y entre  ~ = o et  — o.  ( foir  les  Leçons  d'.^/g^hre  supérieure  , par 

Cl.  Salmon  ; huitième  let^Mtn  de  la  traduction  fram;aise.  Paris;  libraire  (iauthier- 
Villars.) 
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4jui,  résolues  par  rapport  à a',  3',  ■/',  donnent 

Aa'  = ).(  bc  - /»)  -hfJ-ifii  —c/i)  + 'j(hf  — bf;), 

A(3'  = lifg- ch)  + g[ca  - g’)  -f-  y(g/i  — «/), 
ày'  — \{hf  — bg)  -4-  u.[gh  — «/)  + V {ab  — /i’  ). 

Si  l’on  emploie  les  lettres  A , B,  C . . . ( * ) dans  le  sens  indi(|ué 
au  n"  151,  on  voit  que  les  coordonnées  du  pôle  sont  respecti- 
vement proportionnelles  aux  quantités 

AA  -I-  II  U.  -f-  («V,  II À B y.  •+-  Fv,  GA  -t-  Fy  C;/. 

Le  pôle  de  la  tangente  à une  conique  étant  im  point  de 
cette  tangente,  on  trouvera  la  condition  pour  que  la  droite 
Aa -4- y(3 -I- y/  soit  tangente  à la  conique,  en  exprimant  (jiie 
les  coordonnées  qu’on  vient  d’obtenir  satisfont  à la  relation 

Aa  -4-  yJ3  -4-  y/  --  o. 

On  trouve  ainsi,  comme  au  n°  285, 

A A’  -4-  B y.’  -4-  C v’  -t-  3 F yv  -4-  a G !/A  -I-  2 H Ay.  = O. 

En  écrivant  cette  éi|uation  sous  la  forme  - =^o,  on  voit  que 
les  coordonnées  du  pôle  sont  les  dérivées  li,  Aj  de  1 prises 
successivement  par  rapport  à A,  y et  Ainsi,  de  môme  que 
la  polaire  d’un  point  a pour  équation 

aS',  -I-  pS’,  -4-  yS\  = O, 

de  meme  la  condition  pour  que  la  droite  Aa  -h  -hvy  passe 
jMir  le  pôle  de  A'a  -t- y'p -4-  v'y  (ou,  en  d’autres  termes,  l’é- 
quation tangentielle  de  ce  pôle)  peut  s’écrire 

Ai’, -4-yr, +v2',  = o; 

par  suite,  la  condition  pour  que  deux  droites  Aa  -t-  y^-4-vy, 
A'a -f- y' (3  4- y'*/  soient  conjuguées  par  rapporta  la  conique, 
c’est-à-dire  que  le  pôle  de  l’une  se  trouve  sur  l’autre,  peut 


(*)  A,  B,  C, ...  font  les  dëterminmMts  minetirs  du  déiurminiint  indiqué  au 
n»  292. 

24. 
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évideinmenl  sc  meure  sous  l’une  ou  raiitre  des  formes  é(|iii- 
valenles  : 


11',  U-,  -t-  vl',  = O. 


D’ailleurs  (d’après  la  manière  doiu  on  est  arrivé  à sa  valeur) 
1 est  le  résultat  de  l’élimination  de  a',  J3',  y'  et  p entre  les 
équations 

a x'  ■+-  ff-y'  + p/.  -r  O,  fl  x'  b {3'  -+-/y'  -¥  ou.  — o. 

gx'  H- /"ji'  ■+  c Ÿ + pv  — O,  ' /.  a'  + pi, 3'  4-  vy'  = o. 

et  peut  être  représenté  par  le  déterminant; 

I « ff  À 

I h b f U 

j è’  J'  j 

I /.  ’j.  vol 


KXERCICES. 

I.  Trouver  les  coordonnées  du  pôle  de  '*«  -t-  uS  -t-  -jy  par  rapport  a 
^Ix  -+-  -t-  v^7 . 

L’équation  tai^enlielle étant  (130)  , 

/pv  «lï).  — »/.p  = o, 
les  coordonnées  du  pôle  sont 

a'  = ni'j  ■+■  «U,  y = ni  /v,  y'  — lu  ■+-  ml, 

IL  Trouver  le  lieu  du  pôle  do  Ix  — iip  ■+-  vy  par  rapport  à une  conique 
définie  par  trois  tangentes  *,  p,  y et  une  autre  condition  (*). 

En  résolvant  les  équations  précédentes  en  /,  m et  //,  on  trouve  que  les 
valeurs  de  ces  quantités  sont  respectivement  proportionnelles  à 

X(pf'-(- vy'— Àa’),  a(vy'^-Xa'— p^'),  v(Àa'-l- p&'— vy'). 

Si  l’on  combine  l'équation  ■+■  ijinp  -e  ^/«ÿ  = o,  qui  représente  une 
conique  tangente  aux  trois  droites  a,  p et  y,  avec  la  quatrième  condition, 
on  peut  établir  une  relation  entre  /,  m et  n,  et  en  déduire  l'équation  du  lieu 
cliercbé,  en  y remplaçant  /,  m et  11  par  leurs  valeurs  obtenues  plus  haut. 


(*)  Ce  genre  de  «olulion  e«t  emprunté  h M.  Hkar?<  : ftcsrarches  on  Conic 
Sections. 


» 
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Dans  le  cas  parliculicr  où  ).,  « et  -j  repréjcnlent  les  côtés  « , ô et  c du 
triangle  de  référence,  on  obtient  ainsi  le  lien  du  }>ôle  de  la  droite  située 
à l'infini  ««  ■+■  cy,  c’cst-à-dire  le  lieu  du  rentre  de  la  conique. 

Si  l’on  se  donne  comme  quatrième  condition 'd'avoir  une  coniifue  tan- 
gente à la  droite  Az  -+-  BS  -e  Cy,  c'est-à-dire 


l 

A 


m 

B 


^=o  (i;io). 


la  conique  étant  alors  tangente  aux  ipiatre  droites  z,  ,S,  y,  .A  z -+-  B®  -i-  Cy , 
le  Heu  du  |iôlo  de  'az  -t-  z_S  -+-  v/  est  la  droite 

).(u|S  -t-  vy  — Àx)  «(■'•/  -t-  ’az  — ufi\  -jf/y.  -h  pÔ  — vy] 

A ■ 7~B  =o. 

Si  la  conique  est  assujettie,  comme  «piatrième  condition,  à passer  par 
le  point  (z',  y'),  on  doit  satisfaire  à la  relation 

J'^/Z  -i-  y III  P'  -t-  fil’/'  O, 

et  le  lieu  du  pôle  de  la  droite  )z  -t-  yft  — vy  par  rapport  à la  roniiiue 
tangente  à z,  p,  y et  passmit  par  (z',  V.  y')  est 

v'/,z'j!xfi  -yy  — 1.7.)  ~ V^zf>'(vy  -t-  /.z  — up) 

-i-  \^vi'['K7  -h  ap  — -<y)  = O, 

c’est-à-dire  une  conique  tangente  aux  droites 

uâ  -t-  vy  — ’az,  vy  -t-  À.z  — yp,  V.z  -i-  yp  — -/y. 

Si,  dans  ce  dernier  cas,  on  clierche  le  lieu  du  centre,  ces  trois  droites 
sont  celles  <pii  joignent  les  milieux  des  côtés  du  triangle  de  référence. 

III.  Trouver  les  coordonnées  du  pôle  de  az -t- uS -s- vy  par  rapport 

à Ip.-f  ■+■  iii'/x  -t-  A/zS. 

I.'équalion  tangentielle  est  alors  (l“2T) 

IH^yL^~h  A(’v’  — 2AHA/1AV  — 'i/lt-jl.  •j./llllll  — O, 

et  les  coordonnées  du  pôle  ont  pour  expression 

a’  — /(/À  — III  U.  — iri  ),  P'  = H/  (/«P  — nv  — /'a), 

•/ ii(irj  — tl — A'Ap), 

il’oi'i 

iir/' -+-  iipj' ~ — i/iiiii'i.,  AAz'-H  /•/’=  — ihnn^, 

Ip'  + 1117' — — ■i/mii-j; 

en  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouve  i)ue  les  valeurs  de  /,  m et  n sont 
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respcclivcinonl  proporlionnelles  à 

vy'— ia'),  ^'(yy'-KXa' — •/'(  ) a' -I- — vy'). 

La  cundilion  pour  que  la  conique  circonscrite  à aSy  passe  par  un  qua- 
trième point  (a’,  V,  y')  étant  dopnéo  |>ar 


— -s  T-.  -i-  — O, 


le  lieu  du  p6le  de  /a  -t-  ai  -h  vy  par  rapport  à une  coni(|ue  passant  par 
quatre  points  est 


P 


— ' ai  vy  — /a  ) -(-  -p  ( vy  -t-  Aa  — ai  ) -4-  ' Xa  -t-  — vy  ) = o, 

ce  qui,  dans  le  cas  ou  la  droite  est  à l'infini,  représente  une  coiiique 
passant  par  les  milieux  des  cétés  des  triangles  que  l'on  j>eut  former  avec 
les  quatre  points. 

la  condition  |«>iir  qu'une  conique  soit  tangente  à la  droite  Ax  -h  Bi  -t-  Cy 
étant  exprimée  par 

v/.'\  / \ U /Il  -h  V C « = O. 

le  lieu  du  pôle  de  i.x  -t-  a6  h-  vy  par  rapport  à une  conique  pas.sant  par 
trois  points  et  tangente  à cette  droite  est  donné  par  l’équation 


j/a  xi  up  vy  — ).a  ) -?-  y'B  ^ ( vy  -h  Âa  — up  ) -t-  y'C  y ( '/  a -t-  ai  — vy  ) = o, 
qui  représente  en  général  une  courbe  du  quatrième  degré. 


294.  Lorsqu’un  point  (at",  Ji",  y")  appartient  à la  langenlo 
menée  à la  eottrbc  par  le  point  fixe  (a',  ■/  ),  la  droite  pas- 
sant par  («',  5',  y'),  (a",  y")  rencontre  la  courbe  en  deux 

points  qui  coïncident,  et  ré(|uation  en  /:  w (290),  ipii  déter- 
mine les  points  oit  celle  droite  rencontre  la  courbe  iloii  avoir 
ses  racines  égales. 

Pour  trouver  l'équation  de  toutes  les  tangentes  qu’on  peut 
mènera  la  courbe  par  («',  [3',  y'),  il  suflil  de  remplacer,  dans 
l’équation  de  la  courbe,  les  coordonnées  courantes  x,  j3,  y 
par /a -I- «la',  /(3^-«l|3',  ly->r-ny',  et  d’écrire  la  condition 
pour  que  l’é(|ttalion  résultante  en  / : m ail  des  racines  égales. 
On  trouve  ainsi,  pour  l’équation  des  deux  tangentes  menées 
à la  coni(]ue  par  un  point  donné  (x,  p>',  y'), 

SS'  = V\ 
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en  faisant,  pour  abréger,  ■ 


S = rta’+ . . . , —ax'’-h  hâ’'-*- . . . , P = «aa'-I-  .. 


ün  peut  encore  mettre  cette  éijiiatiun  sous  une  autre  forme 
en  observant  que  la  droite  qui  joint  à («',  j3',  y')  un  point 
(a",  (j",  y")  de  la  tangente  menée  par  (a',  y'),  est  tangente 

à la  courbe.  Il  suffit,  après  avoir  exprimé  que  la  droite 


o^iP'V"  - 15"’/)  + ?(y'a‘'  - y" a')  -4-  -/(a'?"  ■ 


';â')  = o. 


qui  passe  par  ces  deux  points  (05),  est  tangente  à la  courbe, 
d’y  considérer  a",  (3",  y"  comme  coordonnées  courantes;  ce 
qui  revient,  en  d’autres  termes,  à renqilacer  dans  la  condition 


A/.’  -+-  -t-  Cv-  -t-  2 Fftv  -H  aGvÀ  -i-  2 ll>.u  = o, 

indiquée  au  n°285,>.,  ,uetv  par  py'— j3'y,  a'y— y'a,  a)3'— a'(3. 

L’équation  du  couple  de  tangentes,  obtenue  de  cette  ma- 
nière, ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  qui  a été  donnée  plus 
haut;  en  se  reportant,  en  effet,  aux  valeurs  de  A,  B,  C, . . . du 
n"  285,  il  est  facile  de  voir  qu’on  a la  relation 


(«a’  -t-  A|3’  + . . . ) { rta'^  -4-  -f- . ■ . ) — (<iaa' 

= \{?y'-p'7Y  + .... 


EXKRCICK. 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à la  coniqno 
donniN!  par  l’équation  générale,  (forr  n°  HiO,  Ex.  IV.) 

L’équation  du  couple  des  tangentes  menées  par  un  point  ( 117)  peut  se 
mettre  .sous  la  forme 

A f r — y')’-t-  B(.r—  x’)’+  C(xr'  — .ix')’ 

— 2K(x  — x')  (x  )•'  — _rx') 

H-  aG(.r  — x')  (xy' — j:'>  ) — 2H(.r  — x')  (_v  — >•')=  o, 

et  représente  deux  droites  perpendiculaires  lorsque  la  somme  des  coef- 
ficients de  x’  et  dey’  est  nulle.  Le  lieu  cherclié,  qui  a pour  équation 

C(x’  -Hy’  ) — 2ÜX  — 2 F.»  -t-  A -t-  B = o, 

est  le  cercle  directeur  de  la  conique.  Lorsque  cette  conicpie  est  une  para- 
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boli',  on  il  C = O.  i‘t  le  lieu  se  réduil  à lu  tlroile 


F)  ;(A  ■ B), 

qui  est  la  directrice  de  cette  paralKile. 

205.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  couples  de  tan- 
gentes menés  par  (p,  /),  (y,  2),  ( a,  ^ ) ont  respectivement 
pour  équations 

By'  -+-  tlj3'  — i FJïy  --  o.  Oa’  \y’  — >.(iy2  o, 

A |5’  -f-  B a’  — 2 11  — O, 

comme  on  peut  du  reste  le  voir  directement,  en  mettant 
l’équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

( oa  -t-  /(  -4-  g-y  ]'  -t-  ( C -I-  B y-  — 2 F |3y  ) o. 

Si  P — / y,  P — /l'y  représentent  les  deux  tangentes  menées 

par  (p,  y),  on  a,  d’après  les  équations  précédentes,  hh'  — jr; 

on  a de  même  pour  les  expressions  correspondantes  relatives 

C \ 

aux  autres  couples  de  tangentes,  g;  et  le  produit  de  ces 

trois  (|uaiitités  est  égal  à l'unité.  On  voit  donc,  en  se  reportant 
à la  signirication  de  la  constante  h (\\\),  que  si  A,  B,  C,  D,  E,  F 
sont  les  sommets  d’un  hexagone  circonscrit,  on  a la  relation 

sin  EAB  sin FAB . sin FBC .sin  DBC,  sin  DCA . sin EFA 

si  II  E AO  .sin  F.Vtj.sin  FBA  .sin  DB.V . sinDOB  .siii  FCB 

Lorsque  les  éipiations  de  trois  couples  de  droites  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 

M>+ N’-+- 2/'MN  = o,  N’-e  L>  -4-2 -'NL.-=o, 

L>  -(-  M»  2 //'  LM  ^ o. 

les  droites  qui  les  composent  sont  tangentes  à une  même  co- 
nique, puisque  les  équations  trouvées  plus  haut  pour  les  trois 
couples  de  tangentes  se  ramènent  à cette  forme  quand  011  y 
remplace  x par  L y A,  P par  M y'B 
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296.  Lorsqu’on  vent  former  les  éciualions  des  droites  qui 
joignent  un  point  (a,  (3‘,  y')  à tous  les  points  d'intersection 
de  deux  courbes,  il  suflit  de  remplacer  dans  les  équations  de 
ces  courbes  les  coordonnées  courantes  a,  (3,  y par  la.  -t-  ma', 
/p  -4-  /y  -1-  my'  et  d’éliminer  / : m entre  les  équations 

résultantes.  Un  point  quelconque  de  ces  droites  jouit  en  cIVet 
de  cette  propriété,  que  la  ligne  qui  le  joint  à (a',  y')  ren- 

contre. les  deux  courbes  en  un  même  point;  par  suite  les 
équations  en  / ; m qui  déterminent  les  points  où  l’une  de  ces 
lignes  rencontre  les  courbes,  ont  une  racine  commune  : les 
coordonnées  de  ce  point  satisfont  donc  au  résultat  de  l’éli- 
mination. 

Ainsi  les  deux  droites  qui  joignent  (a,  y')  aux  points 

oii  la  droite  L rencontre  la  conique  S ont  pour  équation 

L’’S—  9.  LL' P -t-  L’S'  = o, 

1/  et  S'  étant  ce  que  deviennent  L et  S quand  on  y remplace 
a,  [3,  y par  jt'j  j3',  y'.  Lorsque  le  point  (a',  {3',  y')  est  sur  la  courbe, 
l’équation  se  réduit  à 


L'S  - >.LP=:o. 


K.XliltClCE. 

Dans  une  conique,  les  cordes  vues  sous  un  angle  droit  d’un  point  de 
la  courbe  passent  par  un  point  fixe  (Ifil,  Ex.  II). 

Prenons  des  coordonnées  rectangulaires  et  formons,  comme  ei-dessus, 
l'équation  des  droites  qui  joignent  le  (wint  donné  (.r',  y')  aux  intersec- 
tions de  la  conique  h y'  -i-  . . . avec  la  droite  "ix  ■+-  jiy  v.  Pour 

([ue  ces  droites  soient  perpendiculaires,  il  faut  que  la  somme  des  carrés 
des  cor'fficients  de  x‘‘  et  de  soit  nulle,  ce  qui  donne 

oy'  -i-  v)(rt  A)  = a(rtXjr'-+-  éu.v'). 

Les  quantités  /.  «,  v n’entrent  dans  cette  équation  qu'au  premier  de- 

I .1  . . ^ — « , rt  — l>  , 

gré;  par  suite,  la  corde  passe  par  un  iwint  fixe  ( g x , 

Lorsque  le  point  de  la  courbe  se  déplace  sur  celte  courbe,  l'autre  point 
décrit  une  conique.  Lorsque  l’angle  sous  leiiucl  est  vue  la  corde  n’est  jias 
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droit  (ou  s’il  osl  droit  et  que  le  point  d'où  l'on  voit  la  corde  ne  soit  pas 
sur  la  courbe),  on  trouve,  pour  ikiuation  du  lieu,  une  expression  qui  ren- 
fernie  >,  u cl  v au  second  degré;  la  corde  enveloppe  alors  une  conique. 

207.  L’indéterminée  qui  entre  au  premier  degré  dans  l’équa- 
tion d’une  conique,  entre  aussi  au  premier  degré  dans  l’équa- 
lion  de  la  polaire  d’un  point,  puisque  celle-ci  ne  renferme  les 
coeflicienls  de  l’éi|ualion  de  la  courbe  qu’au  premier  degré. 
Ainsi,  P et  P'  étant  les  polaires  d’un  même  point  par  rapport 
aux  deux  coniques  S et  S',  la  polaire  du  même  point  par  rap- 
port à S -I-  /i  S'  sera  P -)-  kV',  puisque 

( « -(-  fia’  ) a a'  -H . . . = a xx'  -t- . . . -t-  /r  ( <1  aa'  -1-  . . . ). 

Par  suite  : I.es  polaires  d’un  poinl  prises  par  rapport  aux 
coniques  circonscrites  à un  même  quadrilatère  passent  par  un 
point  /(are(  151,  Ex.  II). 

Si  Q et  Q'  sont  les  polaires  d’un  autre  point  par  rapport  à 
S et  S',  la  polaire  de  ce  second  point  par  rapport  à S -t- A S' 
sera  0 -1-  A Q'.  Les  polaires  de  deux  points,  prises  par  rapport 
à un  système  de  coniques  circonscrites  à un  même  quadri- 
latère forment  donc  deux  faisceaux  lion;ographi(|ues  (.59). 

l.e  lieu  de  l’intersection  des  lignes  eoi respondantes  P -1-  A P', 
y -t-  A Q'  de  deux  faisceaux  liomograpliiques  est  une  conique 
passant  par  les  sommets  des  faisceaux. 

EnelVet,  en  éliminant  A entre  P-t-  A P'  et  Q -H  AQ',  oirtrouve 
PQ'  = P'Q.  Dans  le  cas  particulier  (|iii  nous  occupe,  l’inter- 
section des  deux  lignes  correspondantes  est  le  pôle  par  rap- 
port à S A S'  de  la  droite  iiui  joint  les  deux  points  donnés. 
Donc  : 

Le  lieu  du  pôle  d'une  droite  donnée  pris  par  rapport  aux 
coniques  passant  par  quatre  points  fixes  est  une  conique  (278, 

Ex.  II). 

Lorsqu’une  indéterminée  entre  au  second  degré  dans  l’équa- 
tion d’une  conique,  elle  entre  également  au  second  degré 
dans  l’équation  de  la  polaire  d’un  point  donné  qui  alors  enve- 


Digitized  by  Google 


DES  SECTIONS  CONIQUES.  NOTATIONS  ABKÉGËES.  3^9 

loppe  une  conique.  Ainsi  la  polaire  d’un  point  fixe  par  rapport 
à une  conique  ayant  un  double  contact  avec  deux  coniques 
fixes,  enveloppe  une  conique,  puisque  l’équation  de  chacun 
des  systèmes  de  coniques  indiquées  au  n"  287  renferme  l’in- 
déterminée (t.  au  second  degré. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  l’exposé  de  quel(|ues  pro- 
blèmes dont  on  peut  baser  la  solution  sur  les  principes  qui 
viennent  d’être  exposés,  nous  réservant  de  développer  dans 
un  Chapitre  ultérieur  certaines  propriétés  de  l’équation  géné- 
rale du  second  degré. 


EXERCICES. 


I.  Trouver  le  lieu  de  l’intersoction  des  polaires  par  rapporta  deux  co- 
niques fixes  d’un  point  (jui  glisse  sur  une  droite  fixe. 

Soient  P' cl  P",  y'et  0"  les  polaires  de  deux  points  {a',  p',  */’),  (a”,  f»”,  y”) 
de  la  droite  fixe  par  rapport  aux  deux  coniques.  Les  coordonnées  d’un 
autre  point  de  la  droite  sont  Âa'-r-  ua',  pfi’,  -t-  f*y",  et  scs  po- 
laires >P'-i-  pP",  ÀQ'-t-  uC*'  se  coupent  sur  la  conique  P'Q’  = P'Q’. 

II.  Le  rapport  anliarnionique  de  quatre  points  en  ligne  droite  est  égal 
à celui  do  leurs  quatre  polaires. 

En  eflet,  le  rapport  anliarinonique  des  quatre  points 

U'-h  /'a-r-  ///'a”,  l"x’+  /«"a",  /’a'-i-  m"a* 
est  évidemment  le  même  que  celui  des  quatre  droites 


/P'^-  wP",  /'P'.+-  w'P',  /”P'^  /«"P,  /"P'-r-  «rP". 

III.  Trouver  l’équation  des  deux  tangentes  menées  à la  conique  S aux 
points  où  elle  est  coupée  par  la  droite  y. 

La  polaire  d'un  point  (a',  p')  de  y a pour  équation  (291  ) 

a’S,  ■+-  = O. 

D'ailleurs,  en  faisant  y = o dans  l'équation  générale,  on  trouve,  pour 
déterminer  les  points  où  y rencontre  lu  courbe, 

(Ta"  -+-  a /;  x'p'  -t-  bp'*  = o. 


Éliminant  a'  et  P‘  entre  ces  deux  équations,  on  trouve,  pour  les  deux 
tangentes, 

«SJ  — .2//S|S,  ■+■  bS]  — o. 
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Si  la  liroilp  7 s’éloiïnc  à l’infini  cl  se  lran>forine  dans  la  droite  s,  l'f-qua- 
tion  préciMenle  roprésmle  les  asymptotes  en  coordonnées  cartésiennes 
et  devient 


« 


■ih 


<19>  flA 


O. 


IV.  Une  de.s  asymptotes  d'une  conique  circonscrite  à un  triangle  passe 
par  un  point  fixe,  l'autre  asymptote  enveloppe  une  conique  inscrite  dans 
ce  triangle. 

Prenons  le  triangle  pour  triangle  do  référence.  Soient  r,  les  asymp- 
totes et  (IX  -H  hp  -H  ry  la  ligne  à l’infini,  la  conique  aura  jiour  ixjuation 


cy)’; 


et,  comme  elle  passe  jiar  les  points  (S,  y\  (y,  *),  (a,  p),  celte  éipiation 
ne  devra  contenir  aucun  terme  en  a%  V,  y’;  si  donc  t,  est  représentée 

. n’  /('  r’ 

par  IX  -t-  itp  -t-  vy,  le  sera  par  a -1 p -1 — - y ; et  si  r,  passe  par 

I H -I 

(*’,  p\  y'),  ^1  sera  tangente  à la  conique  «y/aa'-i-  byfp,p'  -1-  ry^yy'  = o 
(2S.fi,  K\.)  inscrite  dans  le  Irian.gle.  On  prouverait  do  la  mémo  manière 
que,  si  l’iine  des  cordes  d’intersection  d une  coniquo  circonscrite  à un 
triangle  avec  une  autre  conique  définie  i>ar  rèqiialion  générale  est  repré- 
sentée par  \x  -t-  up  -+-  vy  = O,  l’autre  corde  a pour  é(|uation 


(I 

•r  X 
l 


y - O. 


V.  Des  coniques  ont  même  triangle  autopolaire,  l’une  des  cordes  d’in- 
tersection d'une  de  ces  coniques  avec  um*  conique  fixe  (donnée  par  l’é- 
quation générale)  passe  par  un  point  fixe,  l’autre  corde  enveloppe  une 
conique  (M.  Biirnsidel. 

En  prenant  le  triangle  autopolaire  |>our  triangle  de  référence,  les 
termes  en  xp,  f.y,  yx  itispaniissent  de  l'équation  des  coniques;  si  donc 
l’une  des  cordes  est  représentée  par  ix  + tip  -r-  vy  = o,  l’autre  le  sera  par 

'lx(u/'  -h  y/l  — if)  -r-  up[y/i  -+-  I f — xg)  -t-  vy  ( if  iig  — y/i)  = o. 


VI.  Soient  A et  A'[(a,,  P,,  y,),  (»,.  p,,  y,)]  les  points  de  contarl  d’une 
tangente  commune  aux  deux  coniques  U et  V;  P et  P'  deux  points  quel- 
conques de  l’une  et  l’autre  conùiue  : trouver  le  lieu  de  l’intersection  C 
des  droites  AP,  A’ P'  lorsque  PP'  passe  par  un  point  fixe  O de  la  tangente 
commune  (M.  Williamson). 

Désignons  par  P et  (.)  les  polaires  de  (a,,  p,,  y,),  (x„  p„  y,)  prises 
respectivement  par  rap|K)rl  à U et  V ; »,  p,  y étant  les  coordonnées  do  C, 
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celles  du  point  P (où  AC  rencontre  une  deuxième  fois  laconique)  seront 
Ua, -ïP=.,  Uv,-2Py; 

de  même,  celles  du  point  P'  s<'ront  \'ï,  — . . Si  la  droile  PP’  passe 

par  le  point  O,  que  nous  supposerons  à l’intersection  de  a et  f),  on  aura 
en  "énéral,  pour  le  lieu  du  point  C,  l'équation 

U a,  — 2 P 3!  _ V — 2 0 a 

Vp,-  -Il'j  ~ 

qui  est  celle  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  quand  A,  A'  sont  des  points 
quelconques  pris  respccli veulent  sur  U et  sur  V,  et  ü un  (loiiit  sans  re- 
lation déterminée  avec  A et  A'. 

Lorsque  les  points  A,  A'  et  O sont  en  ligne  droite  (sur  la  ligne  a par 
exemple),  le  lieu  se  réduit  à une  courbe  du  troisième  ordre 

PV^  = QUp„ 

parce  qu’alors  a,  et  a,  étant  nuis,  l'équation  primitive  est  divisible  par  a. 

Enfin  si  les  points  A et  A'  sont  en  outre  les  points  de  contact  d’une 
tangente  commune,  P et  Q représentent  la  même  droite",  et  l’équation  pré- 
cédente se  réduit  à 

U = XV. 

Le  lieu  est  alors  une  conique  passant  par  l'intersection  dos  coni- 
ques U et  V. 

VII.  Inscrire  dans  une  conique  donnée  par  l'équation  générale  un 
triangle  dont  les  côtés  passent  par  les  trois  points  {p,  7),  (7,  a),  (a,  p). 

Prenons  le  triangle  formé  |>ar  les  trois  points  pour  triangle  de  réfé- 
rence. La  droite  qui  joint  un  point  ( ?»  7)  de  la  courbe  à un  point 

(a',  p\  7')  rencontre  la  courbe  on  un  deuxième  point  dont  le.s  coordonnées 
sont  S'a  — 2P'a',  S'^  — ^P'p',  S'y  — * P'y'.  Lorsque  ( a',  p',  7')  est  l’in- 
tersection des  droites  p et  7,  on  a = o,  y'  = o,  et  on  peut  prendre  a'=  1 ; 
alors  S'=  a,  P'=  S|,  et  les  coordonnées  du  deuxième  point  de  rencontre 
de  la  droite  qui  joint  {x,  p,  7)  à [p,  7)  avec  la  conique  .sont 

aa  — 2S,,  fip,  ny. 

Do  même  la  droite  menée  par  (a,  p,  y)  et  (7,  a)  rencontre  la  courbe  en 
un  autre  point 

(ia,  bp  — lS„  by), 

et  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  passe  par  (a,  ^)  lorsqu’on  a 

(IX  — aS,  _ bx 
ap  bp  — aS, 
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Par  suiU'  les  coordonnées  du  sommet  doivent  satisfâin*  à la  relation 
2S|Sj  = «»S,  -e  4fS,; 

en  s»î  reportant  aux  notations  du  n”  21)1,  et  remplaçant,  dans  celte  é<]ua- 
lion,  «aparS,  — et  bb  par  S, — h% — /y,  elle  devient 

/,(aS,+  (5S,)+v(/S.^^SJ=o, 

et  comme  ( *,  p,  7)  appartient  à la  courbe  *S,  f S,  -e  78^  = o,  on  a en 
dérmitivc 

v(/s,  - /'SJ  = O. 

Le  facteur  7 peut  être  supprimé  comme  n'ayant  pas  de  siitnification  géo- 
métriipie;  l'un  (|uelconque  des  points  où  la  droite  7 rencontre  la  courbe 
satisfait,  il  est  vrai,  aux  conditions  analytiques  exprimées  plus  liant,  c’est- 
à-dire  qu’en  le  joignant  à (p,  7)  et  (7,  a)  on  détermine  sur  la  courbe 
deux  points  on  ligne  droite  avec  (a,  p);  mais  les  droites  qu’on  obtient 
ainsi  coïncident  avec  7 et  ne  sauraient  former  de  triangle  avec  7.  Le  som- 
met du  triangle  cherché  se  trouvera  donc  à l’un  des  deux  points  d’inter- 
section do  la  courbe  avec  la  droite  /S, -i- g-S,  — /iS,.  II  est  d’ailleurs 
facile  de  voir  que 

/S.  = gS,=  /,S, 

sont  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants  des  triangles  111(57, 
8,8,8,;  par  suite  la  druite/S,  -t-  g8, — /iS,  = o (60,  Ex.  11)  peut  se  con- 
struire de  la  manière  suivante  : 

Former  le  triangle  T)EF  (Jîg.  g3)  ayant  pour  côtés  les  [lolaires  des  points 
fixes  A,  B et  C;  les  droites  qui  joignent  les  sommets  corres|>ondants  des 
deux  triangles  DEF,  ABC  rencontrent  le  triangle  polaire  DEF  en  trois 

Fie-  93- 


F. 


F ' * M ■ ■ • i) 

points  L,  M,  N qui  déterminent  trois  droites  LM,  MN  et  LN  passant  par 
les  sommets  du  triangle  cherché. 

On  pourrait  arriver  à cette  solution  par  des  considérations  géomé- 
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triqiit?s.  Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  tracé  les  deux  triangles 
1x3,  4â6  inscrits  dans  la  conique  et  passant  par  les  points  donnés  A, 
B et  C.  En  appliquant  le  théorème  de  Pascal  à l'hexagone  ii3456,  on 
voit  que  la  droite  BC  passe  par  l’intersection  de  i6  et  34,  et  que  ce 
dernier  point  est  le  pôle  de  AL  (14G,  Ex.  I).  De  même  AL  passe  par  le 
pôle  de  BC,  et  le  point  L est  sur  la  polaire  de  A. 

Lorsque  les  trois  points  fixes  forment  un  triangle  autopolaire,  le  pro- 
blème est  indéterminé  et  admet  une  infinité  de  solutions. 

VIII.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  contact,  toute  tangente  à 
l'une  est  tlivisée  harmoniquement  par  son  i>oint  de  contact , ses  points 
d’intersection  avec  l’autre  conique  et  avec  la  corde  de  contact. 

Si  l’on  remplace  dans  l'équation  S -+-  R’=  o d’une  conique  a,  p,  y par 

Ix' -h  iii-jl",  /p'-i-int",  ly'-hiny", 

les  coordonnées 

7'. 

vérifiant  l’équation  S = o de  l’autre  conique,  on  trouve  la  relation 
( /R'  -t-  III  R'  )’  -e  a lin  P =r  o, 

qui  doit  être  un  carré  parfait,  lorsque  la  droite  menée  par  (oc',  p',  y'), 
(oc",  P’,  y’)  est  tangente  à S -t-  RL 

Pour  cela,  il  faut  qu’on  ait  P = — a R'R”,  et  l’équation  se  réduit  à 

(/B'— /nR'y  = o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

IX.  Trouver  l'équation  de  la  conique  tangente  aux  cinq  droites 

oc,  7,  Aoc  -t-  B^  -t-  Cy,  A'oc  -t-  B'(3  C'y. 

Réponse.  yTi  y^oip  -t-  yfiîÿ  = o, 

/,  III  et  II  étant  déterminés  i>ar  les  conditions 

/ III  II  l III  II 

Â B C - r F C"  “ 

X.  Trouver  l'équation  de  la  conique  tangente  aux  cinq  droites  a,  p,  y, 
a -t-  P y,  a oc  -f-  fi  — y. 

Dans  ce  cas 

/ 1-  ;/i  -t-  « = o,  i / -H  /H  — « = o, 
l’équation  cherchée  est  donc 

a — a -t-V^3p-t-^=<». 
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XI.  T rouver  l'é(iiiation  de  la  conique  tangenle  aux  droites  a,  5,  7 en 
leurs  points  milieux. 

En  prenant  les  trois  droites  pour  lij^nes  de  référence,  et  désiiinanl  par 
«,  h,  r leurs  longueurs  respectives,  on  trouve 

-e  -+-  v/rÿ  = o. 

L’énoncé  de  ce  problème  semble  contenir  une  donnée  de  trop;  mais, 
en  se  reportant  à la  propriété  connue  du  triangle  circonscrit  (les  trois 
droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  op|)osés 
pas.sent  on  un  même  point),  on  voit  rpi’il  y a une  dos  données  qui  est  la 
conséquence  do  deux  autres,  et  ne  saurait  par  suite  compter  comme 
donnée  proprement  dite. 

XII.  Trouver  la  condition  pour  que  y/wy  — o repré- 

.sentc  une  parabole. 

11  .suflit  d'exprimer  que  la  courbe  est  tangente  à la  droite  située  à 
l'infini  (-‘>1),  on  a ainsi 


XIII.  Trouver  le  lieu  du  foyer  d'une  parabole  inscrite  dans  le  tri- 
angle 1^7. 

Soient  a',  7'  les  coordonnées  d’un  des  foyers  d’une  conique  inscrite 

dans  le  triangle  aSy;  les  droites  qui  joignent  ce  foyer  aux  sommets  du 
triangle  auront  jHiur  équations 

è.  - IL 

a’  ’ fi'  7 ' 7 ■ a ’ 

les  droites  qui  joignent  l'autre  foyer  aux  mêmes  sommets,  faisant  des 
angles  égaux  avec  les  côtés  du  triangle  ( 18!)),  seront  représentées  pjir  (5.'i) 

*'='  = -■  ^ ï'v.  ■/’■/  = *'*. 

et  on  aura,  pour  les  coordonnées  du  deuxième  foyer, 


I I I 


Si  donc  on  connaît  l'équation  du  lieu  décrit  par  un  foyer,  on  pourra  en 
déduire  immédiatement  celle  du  lieu  décrit  par  l’autre;  le  second  foyer 
(a*,  P",  7")  étant  iï  l'inlini,  on  a 

a’sinA  -h  ^'sinB  -1-  y’sinC  = o. 
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i‘t  le  premier  foyer  (a’,  V,  •/')  se  Irouxe  sur  le  cercle 

sin  A sin  B sin  C _ 

a fi'  y' 

Les  cooi'(ionntk‘s  du  foyer  de  la  parabole  silud  à l'infini  soiil  • 

/ m // 

sinM  ’ sbd  B ’ shT-  ’ 

piiis(|ue  (Ex.  XII I elles  dui\enl  vérifier  à la  fuis  les  deux  écpiations 

a sin  -A  ^ sin  B -t-  y siiiC  — o,  y'^/a  -i-  v V'^'7  ~ '>• 

Ix*s  coordonnées  de  l'autre  foyer  sont  alors 

sin’.V  .sin' B sin’C 

/ ni  « 

XIV.  Trouver  réi|uation  de  la  directrice  de  celte  parabole. 

En  appliquant  le  procédé  indiqué  au  n”  2bl  , on  trouve,  pour  l'équa- 
tion de  la  |M>laire  du  point  dont  on  vient  de  donner  les  coordonnées, 

/a(sin'B  -H  sinH'.  — sin’.A)  -t-  /«|5(sin’r.  sin'.A  — sin’B) 

-t-  «y(sin’A  -t-  sin’B  — sin’C)  = o, 
sut 

/a  sin  B sinC  cos.A  in'‘,  sinC  sin  A cos  B -t-  «y  sin  A sin  B cosC  — o, 
et,  en  se  reportant  à la  relation  entre  /,  ni  et  « de  l'Exercice  XII, 

/sin  B sinC  (a  cos.A  — y cosC)  -t-  ni  sinC  sin  A {fj  cos  B — y cosC)  — o. 

la  directrice  passe  dune  par  le  i>oint  rtc  concours  des  liaiileurs  du 
triangle  (.M,  Ex.  III). 

XV.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  (piadri- 
lalère  aSyiî. 

Puiscpi'une  droite  quelconque  peut  s'exprimer  en  fonction  de  trois  autres, 
5es  tangentes  doivent  satisfaire  à une  relation  identique 

f/a  -f-  //^  -i-  ry  ■+■  i/i  — o, 

qui  doit  être  vérifiée  non-seulement  par  les  coordonnées  a',  [i',  y',  S'  d'un 

/over,  mais  encore  par  celles  de  l'autre  7^  5 • 

a y 

Le  lieu  est  donc  une  courlte  du  troisième  degre 


25 
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CHAPITRE  XV. 

nr  l’UlNCirK  I»E  DlAUTt,  KT  de  la  MÉniOllE  DE.S  PULAIKES 
UÉC.lPUUUl  ES. 


■2‘.»8.  La  mthlioilc  «les  notniions  abrt'fji'-es,  exposée  au  ('lia- 
pilre  piiTédeiil,  pciil  .s’appli(iupr  aux  )'‘i|uaiiuns  en  coonloii- 
iipos  langrnliclles.  .Ainsi,  (|uaml  les  con-'lnnics  X,  cl  v veri- 
ficni  la  relalioii 

(lù.  -t-  ha  -S  cv)  (rt'X  -4-  h'  a.  4-  r'v) 

— - («"/.  4-  h"  a.  4-  c"v)  («"'À  4-  /»"■  '/  4-  c"v), 

la  (Iroilc  (|ii’clles  (léniiissciU  est  langpiiie  à une  serlion  co- 
iiiipic  (28.3)  : parsuiie,  la  ilroilc  (jui  joini  les  deux  points  (70 ) 

«/.  4-  ha  4-  cv  ■=  O,  «"/,  4-  h"  a 4-  r" v = o 

est  langeiue  à relie  ronique,  piiis(|u’rlli*  est  déterminée 
par  des  valeurs  de  À,  fx  el  v salisfiiisanl  .t  l’équalion  préeé- 
deiilc. 

Si  donc  a,  |î,  y cl  o sont  des  équations  de  points  (c'est-à- 
dire  îles  fonrlions  du  premier  d(“gre  en  /,  u el  v),  réqualiioi 
xy  = I,  pij  re|irésente  en  eoordonm'-es  lanpenlielles  une  co- 
nique tangenli'  aux  quatre  droites  ai,  i/,  yà  el  oa.  Plus  gé- 
néralement, S^  o elS':_  ()  étant  les  l'quaiions  tangenliclles 
de  deux  coin  Les,  S — /i  S'  - o sera  l'equalion  langent  ici  le  d’une 
rourtie  à laquelle  seront  tangentes  toutes  les  tangentes  coin- 
niunes  à S el  S',  iniisque  les  valeurs  de  ?..  a et  v qui  annulent 
a la  fois  S et  S'  annulent  aussi  S — /.  S'. 

.Ainsi,  S élattt  une  conique,  S — /■  ajS  sera  une  conique 
ayant  avec  la  précédente,  pour  tangentes  communes,  les  tan- 
gentes issues  des  points  a cl  L’équation  xy  — l ^'  repré- 
sente une  conique  dans  laquelle  les  couples  de  tangentes 
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issues  (les  points  a et  y coïncident  respectivement  avec  les 
droites  gc^,  les  points  a,  y se  trouvent  donc  sur  celte  co- 
nique, et  (3  est  le  pi'de  de  la  cordc  qui  les  joint.  D(;  même, 
S et  S — a-  représentent  deu\  coniques  ayant  un  double  con- 
tact, et  les  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  leur  corde 
commune  se  renconirent  en  a;  autrement  dit,  a est  le  p(Mc  de 
la  corde  de  contact. 

On  peut,  du  reste,  en  applii|uantà  l’éfiuation  ay  = />  = jj’  le 
proc('‘d('  indi(|ué  au  n"  270,  représenter  un  point  de  la  courbe 
par 

u’x  -h  2 u/l  -1-  y, 

puis(|tic  la  tangente  en  ce  point  passe  par  les  points 
yx  ■+-  h et  u/l  -I-  y { *'. 


E.VKRUCES. 

I.  Trouver  le  lieu  du  centre  des  coniipics  inscrites  dan.s  un  ipiadri- 
lali’re. 

Soient  5 = O,  î;’=:  O les  ('■(piations  langcntielles  de  deux  coni(|ues  in- 
scrites dans  un  (fuadrilatore ; résiliation  langenticllo  d'une  autre  conique 
inscrite  quelconque  sera  ï -e  / 1'=  o !2t18),  et  on  aura  pour  l('s  coordonnées 
du  centre  de  cette  conique  ( 1 iO,  ï'îl  ) 

G -K  XG'  / 

G -r  hV'  C -t-'  Â'.' ' 

La  forme  de  cci^  oxpressioris  (7)  montre  (jue  ce  centre  est  sur  la 


( • ) Kii  d*aulri*>»  si  dans  un  systèim»  cjut'Icoiiqiic,  a',  r \ r’  t*l  j-",  r ",  c* 

ttortl  ro<»rclonniM*ft  d«»  d«Mi»  points  iruiic  cmii((U(%  -i'*,  z*"  ««‘lloji  «Ju  |jô|«* 

do  la  dn>ito  qui  loj«  joint,  Ion  ( oor<lomuH‘H  d*iin  point  qtiolrntnjuo  do  la  c<Mii  l>o 
peuvent  fve  iiioitr«*  aouh  la  forme 

a",  /U*) 'h- 9 aX  t ",  c", 

puisque  la  tan{;ohte  on  cc  point  dotonniiic  sur  doux  luiq*ontos  lixoH  dos 
so(;monts  qui  sont  dans  les  rapports  /x:  X,  tiA  : i.  I orsquo  X = i,  la  coiirlio  ost 
une  paralM>Io.  L’espaco  nous  matiqiio  pour  dévoloppor  t*o  priiici[H-,  qui  est 
d’iiii  usaQo  fréquent;  le  liK'teur  pourra  on  déduire  la  solution  du  problème 
suivant  ; Trouver  le  lieu  du  point  ou  une  tunf>ente  rencontrant  deux  tangentes 
fxei  est  di%‘isêe  dans  un  rapport  donuê. 
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droite  qui  joint  les  centres 


des  deux  premières  co 


niques  et  la  divise,  dans  le  rajtport  de  C à /C', 


II.  Trouver  te  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère. 

En  remplaçant,  dans  les  équations  (iW,  Ex.)  qui  déterminent  les 
foyers,  X par.\  iX'...,  et  éliminant  /,  on  trouve,  pour  ré(pialion  du  lieu, 

[C(j’  — .r’)  -I-  2E>' — îGx  ■+  X — B][C'.rr—  F'x  — (l'i  -i-  11'] 

= [C'(x’—  1 ’)  -1-2  F'_r  — ■jlü'x  A'  — B’j  [Cju  — Fx  — G.r  -e  II], 

qui  est  celle  d’une  courbe  du  troisième  degré  ( r>o/>  !i07 , Ex.  -W),  les 
termes  de  degré  plus  élevé  se  détruisant  réciproquement.  Cependant 
lorsque  ï et  sont  des  paraboles.  1 -s  / 1'  représente  un  système  de  (>as 
rabotes  itiscriles  dans  un  môme  triangle;  on  a alors C = o,  C'=  o,  et  le 
lieu  des  foyers  se  réduit  à un  cercle. 

Lors()ue  les  coniques  sont  concentriques,  et  que  le  centre  est  pris  pour 
origine,  les  coefficients  F,  F',  G.  G'  s'annulent  tous  à la  fois;  l'équation 
ï -t-  /.  S'  repré.-enle  un  système  de  .coniques  insr-riles  dans  un  («trallélo- 
gramme,  et  le  lieu  des  foyers  est  une  hyiserbole  équilatère  (’). 

III.  Les  cercles  directeurs  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
ont  môme  axe  radical. 

En  elfet,  nous  avons  vu  (501,  Ex.)  que  l'équation  du  cercle  directeur 
no  contenait  les  coeHicients  B,. . . qu'au  premier  degré,  et , par  suite, 
prenait  la  forme  S -r-  /S'=  o lorsqu'on  y remplaçait  par  .\  -+-  X A'.. .. 
Le  lliéoreme  suivant  n’est  qu’un  cas  particulier  de  celui  rpii  jirécède. 

Les  cercles  décrits  sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet 
comme  diamètres  ont  môme  axe  radical. 


209.  Chacune  dcS'éiiualions  irotivées  au  Chapitre  précédent 
est  par  suite  susceptible  d’une  double  interprétation,  suivant 
qu’on  la  cotisidère  comme  relative  à des  coordonnées  trili- 
néaires  ou  tangentiellcs  (70),  et  peut  conduire  à un  double 
théorème,  le  théorème  déduit  de  la  considération  des  coor- 
données. tangentiellcs  étant  le  réciproque  de  celui  qui  se 


(*)  On  domonlivrait  la  manit're  que  l«‘  lieu  de»  foyer»  de»  conique» 

rircenHorlIe»  h un  «|uadriIat*Te,  Heu  qui  e»t  en  pénera!  du  »iiième  dejjré,  se  in- 
duit au  quatrième  degré  lorsque  le  quadrilatère  est  un  parnllelograinme. 
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rapporte  aux  coordonnées  trilinéaires.  Ainsi,  par  exemple, 
nous  avons  démontré  (2ü6)  que  si  trois  coniques  S,  S + LM, 
S -I- LN  ont  deux  (loints  (S,  L)  communs,  les  cordes 
(M,  N,  M — N ) qui  joi{;nent  les  autres  points  communs  à ces 
coniques  prises  deux  à deux  se  coupent  en  un  même  point. 
Mais  si  nous  considérons  ces  équations  comme  relatives  à des 
coordonnées  langentielles,  nous  voyons  que  L est  le  point  de 
concours  des  deux  tangentes  communes  qux  trois  coniques, 
et  que  les  points  M,  N,  M — N sont  les  intersections  des  tan- 
gentes communes  à ces  coni(|uus  prises  deux  .à  deux;  de  là 
ce  théorème  réciproque  ; Si  trois  coniques  ont  deux  tangentes 
communes,  les  intersections  des  tangentes  communes  à ces 
coniques  prises  deux  à deux  sont  en  ligne  droite. 

De  cette  manière,  chaque  théorème  de  position,  c’est-à-dire 
ne  se  rapportant  ni  à la  grandeur  des  lignes,  ni  à celle  des 
angl(«,  conduit  à un  théorème  réciproque,  dont  l'énoncé 
s’obtient  en  changeant  dans  l’énoncé  du  premier  les  mots 
points  et  lignes  en  lignes  et  points;  et  ces  deux  théorèmes  se 
démontrent  par  les  mêmes  équations  interprétées  de  deux 
manières  dilFérentes. 

Nous  exposerons,  dans  ce  Chapitre,  la  méthode  géométrique 
qui  a fixé  l’attention  des  mathématiciens  sur  ce  principe  de 
dualité  (*). 

300.  Une  courbe  quelconque  S étant  donnée , si  l’on 
prend  les  pôles  de  ses  tangentes  par  rapport  à une  conique 
également  donnée  U,  que  l’on  appelle  conique  aitxilinire,  on 
obtient  une  nouvelle  courbe  4 qui  est  la  courbe  poUdre  de  S 
par  rapport  à U. 

Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  résoudre  un  problème  re- 
latif aux  courbes  polaires  (225,  Ex.  Xll),  cl  nous  pouvons 


(“)  la  nu'thodrt  ilc»  |ioluiroA  riH.'iproqiufR  «*sl  due  à PoïU'«’îut,  qui  l'a  ex- 
daii»  U*  IV®  Vi>lume  du  Journal  tic  Crrlle.  M.  Pluckcr  a pn'sente  le  prin- 
ri|»«  de  dualité  ( tltr  Anal^lischm  tirometrie^  iH.Ij)  au  point  de  vue 
purement  analytique  que  noiiA  venom»  d’indiquer;  main  c'f'st  \ldlnuH  qui^  dans 
H.1  Statique  (^fîaryventrisrhe  Calcul^  ® inlrudiiîl  l'iisajp»  des  ctx*rdomuN*s 

tancentielU*«. 


Digitized  by  Google 


MÉTHODE  DES  l'OLAIKES  IIÉCI PROQUES.  3<)1 

mi(‘  conii|ue,  les  droiles  correspondanlcs  de  la  rigiire  s sont 
tangentes  à la  polaire  de  celle  conitnie  par  rapport  à U.  En 
général,  lorstpic  1(>  lit'ii  d'un  point  lié  à S est  une  courbe  S', 
\’eiiveloi>pe  des  droites-  correspondantes  liées  à s est  une 
courbe  s',  polaire  réciprof|uc  de  S'. 

:i03.  Le  degré  de  la  polaire  réciproipie  d’une  combe  est  égal 
(ï  la  classe  ( lio,  Note)  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  au  nombre 
lie  tangentes  qu’on  peut  lui  mener  par  un  point  quelconque. 

En  elïel,  le  degré  de  s est  déterminé  par  le  nombre  de 
points  suivant  lesrpn'is  un<‘  droite  peut  couper  a;  et,  à une  série 
de  points  de  s situés  sur  une  droite,  correspond  un  même 
nombre  de  tangentes  à S passant  par  le  point  correspondant 
à celte  droite.  r-orsi|ue  S est  une  conique,  on  peut  lui  mener 
par  un  point  deux  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  et  on  ne 
peut  lui  en  mener  que  deux  (liü);  donc  une  droite  peut  ren- 
contrer s en  deux  ])oints,  réels  ou  imaginaires,  et  ne  peut  la 
rencontrer  qu’en  deux  points  ; par  suite  la  polaire  réciproque 
d'une  coni(|ue  est  une  courbe  du  second  degré. 

iJO'r.  Les  exemples  suivants  serviront  à montrer  comment 
on  peut,  dans  le  cas  oii  S et  s sont  des  coni()ues,  diiduire  par 
celte  méthode  un  théorème  d’un  antre. 

Nous  avons  vu  ( "iti"  ) f| ne  si,  dans  la  coni(|ue  S,  on  inscrit  un 
hexagone  ayant  A,  B,  C,  D,  E,  F |iour  côtés,  les/m///Éi  il'inter- 
seciion  AD,  BE,  <;F  de  ses  côtés  opposés  se  trouvent  sur  une 
ligne  droite.  Nous  pouvons  en  conclure  que  si,  à la  conique  J, 
on  circonscrit  un  hexagone  dont  les  sommets  sont  a,b,c,  d,  e.f, 
les  droites  ad,  be,  ef  concourent  en  un  même  point  (2(i.'i).  Le 
théorème  de  Pascal  et  celui  de  Brianchon  sont  réciproques 
l’un  de  l’autre  ; c’est  ainsi,  du  reste,  que  le  second  a été  ob- 
tenu. 

On  trouvera  dans  ce  numéro  et  dans  les  suivants  un  cei  tain 
nombre  de  théorèmes  avec  leurs  réciproques  en  regard.  En 
s’astreignant  à écrire  ces  derniers  avant  d’en  lire  l’énoncé,  le 
lecteur  arrivera  rapidement  à se  tendre  maître  de  la  méthode 
<|ui  se  réduit  en  tlélinitive  à un  échange  de  mots  : point  cl 
ligne;  inscrit  et  circonscrit;  lieu  et  enveloppe,  etc. 
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Lt“s  trois  cotôs  d’un  Iriangle  tour-  . Los  sommets  d'un  triangle  glissruil 

nent  autour  de  trois  points  fixes,  ■ sur  trois  droites  fixes,  tandis  que 
tandis  t[ue  deux  sommets  glissent  deux  de  ses  côtés  passent  par  deux 

sur  deux  droites;  le  Iroisiomo  som-  points,  fixes  : le  troisième  côté  en- 

met  décrit  une  conique  (ifiO).  J veloppe  uni'  section  couiiiue. 

Si  les  |K)ints  par  lesquels  passent  ; Si  les  droites  sur  lesquelles  glis- 
les  côtés  sont  en  ligne  droite,  le  i .«ent  les  sommets  sont  concourantes, 
troisième  sommet  décrit  une.  droite  le  troisième  côté  jiasse  par  un  point 
( i7.  Ex.  II).  ; fixe. 

Dans  ipiel  autre  cas  In  troisième  1 Dans  quel  autre  cas  le  troisième 
sommet  décrit-il  une  droite  (17,  côté  du  triangle  passe-t-il  par  un 
Ex.  III)?  : point  fixe  (.'Ki,  Ex.  III)?  . 

Lorsiiue  deux  coniques  se  louchent,  il  en  csl  de  même  de 
leurs  réciproques;  car  les  premières  ajani  de  commun  un 
point  et  la  tangente  en  ce  point,  les  dernières  ont  une  tan- 
gente commune  et  un  point  commun  qui  est  le  point  de  con- 
tact de  cette  tangente.  Quand  deux  coniques  ont  un  double 
contact,  leurs  réciproques  jouissent  de  la  même  propriété. 


Quand  deux  des  sommets  d’un 
Iriangle  circonscrit  à une  conique 
glissent  sur  deux  droites  fixes,  le 
troisième  sommet  décrit  une  coni- 
que ayant  un  double  contact  avec 
la  conique  donnée  (272,  Ex.  II). 


Quand  deux  des  côtés  d'un  trian- 
gle inscrit  dans  une  conique  pas.scnl 
par  deux  points  lixixs,  le  troisième 
côté  enxeloppe  une  conique  ayant 
un  double  contact  avec  la  conique 
donnée  '272,  Ex.  111). 


30o.  Nous  avons  démontré  (301  )(/ig.  yj)  que  lorsqtic  deux 
points,  P et  P',  de  S correspondent  aux  tangentes  pl,  p’  t'  à s, 
les  tangentes  on  P et  P'  correspondent  aux  points  de  contact 
P et  p',  cl  leur  intersection  Q à la  corde  de  contact  pp' \ par 
suite  : 


./  un  point  Q et  à su  polaire  PP'  par  rapport  à S,  corres- 
pondent une  droite  pp'  et  son  pôle  q par  rapport  à s. 


Lorsqu’une  conique  passant  par 
deux  points  fixes  est  tangente  à 
deux  droites  données,  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  contact  pas.^  par 
l’un  des  points  d'un  couple  fixe 
(28C,  Ex.). 


la'rsipi’une  conique  tangente  à 
deux  droites  fixes  passe  par  deux 
points  donms,  l’intersection  des 
tangentes  menées  par  ces  points  s<‘ 
trouve  sur  une  des  droites  d’un 
couple  fixe. 
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Lcspolairesd’un  point  fixe,  prisi-s  Les  pfilos  d'une  droite  fixe,  pris 
par  rapport  à une  si'rie  de  coniques  par  rapport  à une  série  do  coniipics 
passant  par  quatre  points,  coucou-  inscrites  dans  un  même  quadrila- 
rent  cnunmémepoint  (15l,Ex.  II).  tére,  sont  situés  en  ligne  droite 

(i78.  Ex.  111). 

• Le  lieu  des  pôles  d’une  droite  L’enveloppe  des  polaires  d'un 
fixe,  pris  par  rapport  à une  série  point  fixe,  prises  p.ir  rapporté  une 
de  coniques  passint  |>ar  ijuatre  j série  de  coniques  inscrites  dans  un 
points,  est  une  section  conique  quadrilatère,  est  une  section  coni- 
(278,  Ex.  I).  que. 

Les  droites  qui  joignent  les  sont-  Les  points  d’intersection  res|)ec- 
mets  d’un  triangle  aux  sommets  tifs  des  côtés  d'un  triangl'c  avec,  les 
opposés  de  son  triangle  polaire  pris  côté.s  opposés  de  son  triangle  po- 
par  rapport  à une  conique,  concou-  lairc  sont  en  ligne  droite, 
rent  en  un  môme  point  (90). 

Inscrire  dans  une  conique  un  Circonscrire  à une  conique  un 
triangle  dont  les  côté.s  [tassent  par  triangle  dont  les  sommets  soient 
trois  points  donnés  (297,  Ex.  Vil),  situés  sur  trois  droites  données. 

306.  Efiant  données  deux  coniques  S et  S'  et  leurs  réci- 
proques s et  s',  aux  quatre  points  .\,  B,  C,  1)  communs  à S 
et  S'  correspondent  les  quatre  tangentes  a,  b,  c,  d communes 
à s eti';  et  aux  six  cordes  d’intersection  de  S avec  S',  AB, 
Cil;  AC,  BD;  .\l),  BC,  correspondent  les  six  points  d’inter- 
section des  tangentes  communes  à s et  i' : ab,  cd;  av,  bd; 
ad,  bc  ( * ). 

Lorsque  trois  coniques  ont  cha- 
cune un  double  contact  avec  une 
quatrième,  ou  passent  par  deux 
points  fixes,  les  six  poinUs  d'in- 
tersection des  tangentes  communes 
sont  situés,  trois  par  trois,  sur  une 
meme  droite. 

Ou  bien  : trois  coni(|ues  ayant 
chacune  un  double  contact  avec  une 
quatrième,  peuvent  être  considérées 
comme  ayant  quatre  axis  de  simi- 
litude. (/'oir  le  théorème  dun°117, 
dont  celui-ci  n'estqu’unecxtension.) 

(•)  On  appi’Ue  quelquefois  t/nadi ang/e  le  système  de  quatre  points  réunis 


Lorsque  trois  coniques  ont  cha- 
cune un  double  contact  avec  une 
quatrième,  ou  sont  tangentes  à deux 
droites  fixes,  leurs  six  cordes  d'in- 
tersection jia.-sent  trois  par  trois 
par  un  môme  [loint  (2ti-l). 

En  d’autres  termes,  trois  coni- 
ques ayant  chacune  un  double  con- 
tact avec  une  quatrième,  peuvent 
être  considérées  comme  ayant  qua- 
tre centres  radicaux. 
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Si,  par  le  |ioinl  de  ( (inliirl  (le  deux  Si  par  un  point,  pris  sur  la  lan- 
coniqiies  tpii  se  touchent,  on  mène  "ente  au  [toiiit  de  cunlacl  de  deux 

une  corde,  les  tangentes  aux  extré-  coniques  qui  se  touchent,  on  mène 

mités  de  cette  corde  se  rencontrent  une  tangente  à chacune  de  ces  coni- 

sur  la  coide  commune  aux  deux  ((uis,  la  ligne  qui  joint  leurs  points 
coniques.  de  contact  passe  par  l'intersection, 

des  tangentes  communes  aux  deux 
coniques. 

Si,  par  rinlersoction  des  langen-  Si,  par  deux  |ioinls  d’une  corde 
tes  communes  à deux  coni(pies,  on  commune  à deux  coniques,  on  mené 
mène  deux  cord('S,  les  droites  (jui  ! des  tangentes  à ces  coniques,  les 
joignent  leiirsextrémilés  se  coupent  ! diagonales  du  quadrilatère  ainsi 
sur  l'une  ou  l’autre  des  cordes  j formé  passent  par  l'une  ou  l’autre 
communesaux  coniques  (272,  Ex. I).  ■ des  intersections  des  tangentes 

I communes. 

Si  .A  et  B sont  deux  coniques  ! Si  .\  et  B sont  deux  coniques 

avant  chacune  un  double  conbict  I ayant  chacune  un  double  contact 

avec  S,  les  cordt's  de  contact  de  A axec  S.  les  inlerstu'tions  des  tan- 
et  B avec  S et  les  cordes  d'inter-  ; gentesmemh's  à leurs  points  de  con- 
section  de  A et  de  B concourent  en  ' tact  avec  S et  celle  des  tangentes 
un  même  point  et  forment  un  fais-  ! commum's  à A et  B sont  situées  sur 
ceau  harmoniiiue  (2r):!  l.  i une  droite  ([u’elles  divisent  harmo- 

I nii|ucmenl. 

Si  A,  B et  C sont  trois  conhpies  Si  A,  B et  C sont  trois  coniques 

ayant  chacune  un  (htuble  contact  i ayant  chacune  un  double  contact 

avec  S,  et  si,  en  mi^me  temps.  \ et  ‘ avec  S,  et  si  .\  et  B sont  tangentes 
B sont  tangentes  à C,  les  tangentes  I à C,  la  droite()ui  joint  les  points  de 
menf'os  par  les  points  de  contact  se  i contact  passe  par  rinlcrsection  des 
coupent  sur  une  corde  commune  à ' tangentes  communes  à A et  B. 

A et  B.  1 

307.  Nous  avons  supposé,  jusqu’ici,  (]uo  la  coiii(]ue  auxi- 
liaire U ét.iit  quelconque  : dans  ce  qui  va  suivre,  nous  pren- 
drons, pour  nous  conformer  à un  usage  assez  répandu,  un 
cercle  pour  coni(jue  auxiliaire,  et,  à moitis  d’indication  spé- 
ciale, nous  entendrons  par  courbes  polaires  les  courbes  po- 
laires prises  i>ar  rnpport  à un  cercle. 

Nous  avons  vu  (M8)  (jue  la  polaire  d’un  point  par  rapport  à 

par  tiix  droitOH,  di*  nu-nu*  «]u’on  dôsifjnc*  sons  le  nom  de  t^iuulrilatrre  le  système 
de  ijuatre  droites  se  coupant  en  six  points. 
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un  cercle  <*st  perpendiculaire  à la  droite  qui  joint  ce  point 
au  centre,  cl  que  le  produit  des  distances  au  centre  du  point 
et  de  la  polaire  est  égal  au  carré  «lu  ravon.  Nous  pouvons  donc 
indiquer  de  la  manière  suivante  la  reliftion  qui  existe  entre 
deux  courbes  polaires  par  rapport  à un  cercle  : 

Si  d'un  point  O donnf  fJ'S'  i)4)  ahnissu  une  perpendicu- 
laire OT  sur  une  tangente  à la  courbe  S,  et  qu’on  la  prolonge 

F«n-  9'i- 


O 


jusqu'en  p,  île  telle  sorte  que  le  produit  0T.O/>  soit  constant 
et  égal  à /i’,  le  Heu  des  points  p sera  une  courbe  s qui  est  la 
polaire  réciproque  de  S.  Cela  revient,  évidemment,  à dire  que 
le  point  P est  le  piMo  de  PT  par  rapport  à un  cercle  ayant  0 
pour  centre  et  h pour  rayon.  On  voit,  du  reste  (301),  <|ue  la 
tangente  pt  correspond  au  point  de  contact  P,  c'est-à-dire 
que  OP  est  perpendiculaire  à pt  et  «pie  OP.O/ 

Une  modification  dans  la  valeur  de  h entraîne  un  cliaiigement 
dans  les  dimensions  «le  S,  mais  non  dans  sa  forme,  qui  est, 
en  général,  la  seule  clios«*  à consi«lérer.  Dans  celle  innnière 
d’envisager  les  polaires,  on  peut  faire  abslraciion  «lu  cercle  et 
dire  simplement  que  s est  la  réciproque  de  S par  rapport  au 
point  O qu’on  appelle  alors  l'origine. 

Les  théorèmes  suivants,  déduits  des  principes  exposés  ci- 
«lessus,  permetlenl  de  transformer  non-seulement  «les  théo- 
rèmes de  position,  mais  encore  des  théorèmes  relatifs  à la 
grandeur  des  lignes  et  des  angles,  et  font  ressortir  les  avan- 
tages qu’on  peut  retirer  de  l’emploi  du  cercle  comme  coni«|uc 
auxiliaire. 
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Les  distances  de  loriffine  au  point  P et  à la  droite  pt  cor- 
respondante sont  réciproques. 

L'aiif'le  TQT'  compris  entre  deux  droites  TO,  T'y  est  égal  ér 
l’angle  pOp'  que  forment  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'ori- 
gine aux  points  correspondants p et  p'.  En  elVel,  les  droites  ()/> 
et  TQ,  Op'  et  T'Q  sont  perpendiculaires. 

.‘M)8.  Trouver  la  polaire  réciproque  d'un  cercle  C par  rapport 
à un  autre  cercle  O.  Ce  problème  revient  à trouver  lelieu  du 
pôle  p,  par  rapport  au  cercle  O,  d’une  tangente  PT  au  cercle 
{Jig.  95).  Si  MN  est  la  polaire  de  C par  rapport  à 0,  et  PT  celle 


t ic-  9'‘- 


1 


de  B,  on  a ( 101  ) 

0C  0p_ 

CP~/;N’ 

mais  le  premier  rapport  est  constant,  puisque  scs  deux  ternies 
sont  constants;  les  distances  de  pau  pointO  et  à la  droite  MN 
sont  donc  dans  un  rapport  constant  OC  ; CP  ; par  suite  le  lieu 
du  point  p est  une  conique  ayant  O pour  foyer,  MN  comme 
directrice  correspondante  et  0('  : CP  pour  excentricité.  L’ex- 
centricité de  cette  conique  est  supérieure,  inférieure  ou  égale 
à l’unité,  suivant  qu^  le  point  O est  en  dehors,  en  dedans  du 
cercle  ou  sur  le  cercle. 

Donc  : La  polaire  réciproque  d'un  cercle  est  une  section  co- 
nique ayant  l’origine  pour  foyer,  la  droite  correspondante  au 
centre  pour  directrice,  et  qui  est  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  une  parabole, suivant  que  l'origine  est  intérieure, extérieure 
au  cercle  ou  sur  le  cercle. 
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309.  Ce  qui  précède  nous  permel  de  déduire  du  lliéorèino 
<lu  11°  307  un  cerljin  nombre  de  propriétés  rebuives  aux  angles. 


Les  angles  compris  entre  deux  ' La  droite  menée  au  fover  par  le 
tangentes  au  cercle  et  leur  corde  de  point  d'intersection  de  deux  tan- 
centacl  sont  égaux.  gentes  à une  conique  est  la  bissec- 

trice de  l'angle  sous  lequel  est  vue 
du  foyer  la  corde  de  contact  (f!H  ). 

En  cITel,  l'angle  compris  entre  une  tangente  PQ  (//".  g4) 
et  la  corde  de  contact  PP'  est  égal  à l’angle  sous  lequel  est 
vue  du  loyer  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  p 
et  q ; de  même  l'angl  e QP'P  est  égal  à l'angle  sous  lequel  est 

vue  la  droite  p' q,  et  comme  OPP'  = OP'P.  •'<  pOq  — p'Oq. 


La  tangente  au  cercle  e.st  perpen-  | 
diculaire  au  rayon  qui  passe  par  le  ' 
point  de  conlaid.  | 


L’angle  sous  lequel  est  vue  du 
foyer  la  droite  qui  Joint  un  point 
d’une  conique  à l'intersi'clion  de  la 
directrice  avec  la  tangente  en  ce 
i [loint,  est  un  angle  droit. 


Ce  tliéoreme  se  démontre  comme  le  précédent,  en  se  rap- 


pelant «pie  la  directrice  de  la 
du  cercle. 

La  ligne  ipii  joint  le  [Mile  d'une 
droite  au  centre  du  cercle  est  per- 
(lendirulaire  à cette  droite. 

La  droite  qui  Joint  un  point  au 
centre  du  cercle  fait  des  angles 
égaux  avec  les  tangentes  menées  au 
cercle  par  ce  point. 

Lo  lieu  des  intersections  des  tan- 
gentes au  cercle  qui  se  cou|X‘nt 
sous  un  angle  ilonné  est  un  cercle 
concentrique  au  premier. 

L’enveloppe  des  cordes  de  con- 
tact des  tangentes  qui  se  coupent 


coiiiqu(>  correspond  au  centre 

La  droite  qui  joint  à un  point, 
I l’intersection  de  lu  direct  rire  avec  la 
I polaire  de  ce  point,  c.-t  vue  du  foyer 
sous  un  angle  droit. 

La  droite  qui  joint  au  foyer  l'in- 
tersection d’une  corde  a\ec  la  di- 
rectrice est  la  bissectrice  de  l'angle 
- formé  par  les  rayons  vecteurs  me- 
nés du  foyer  aux  extrémités  de  la 
. corde. 

I L'eiuelo|i|>e  des  cordes  vues  du 
foyer  d'une  conique  sous  un  angle 
constant  est  une  autre  conii|ue 
ayant  avec  la  première  une  direc- 
■ tricc  et  un  foyer  communs, 
i Le  lieu  de  l’intersection  des  tan- 
I gentes  dont  la  corde  de  contact  est 
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S0I15  un  iin^'c  constant  est  un  ccr-  ' vue  du  foyer  sous  un  angle  donné 
cle  conccnlriiiue.  est  une  conique  ayant  a\ec  la  pre- 

mière une  directrice  et  un  foyer 
communs. 

Si  une  droite  fixe  coupe  une  série 
do  coniques  ayant  une  directrice  et 
un  foyer  communs,  l'enveloppe  des 
tangentes  aux  coniques  menées  par 
les  points  de  rencontre  est  une  co- 
nique tangente  à la  droite  ls\e  et  à 
la  diri'ctrice  commune  et  ayant 
avec  les  conitpics  propos«Vs  un 
foyer  commun. 

Si  l’on  suppose,  dans  ce  dernier  tliéoréine,  que  la  droite 
fixe  est  à l’infini,  on  voit  que  : L’enveloppe  des  asymptotes 
d’une  série  d’hyperboles  ayant  une  directrice  et  nu  foyer 
communs  est  une  parabole  tangente  à la  dintcirice  commune, 
et  qui  a pour  foyer  le  foyer  commun. 


Lorsiyuc  par  un  point  fixe  on 
mène  des  tangentes  à une  série  de 
cercles  concentriques,  lo  lieu  des 
points  de  contact  est  un  cercle  ipii 
passe  par  le  [loint  fixe  et  le  centri' 
des  cercles. 


Si  par  un  point  d’une  circonfj-  ' lieu  du  sommet  d’un  angle 

ronce  on  mène  deux  cordes  i>i"r|K'n-  I droit  circonscrit  à la  parabole  est 
diculaires,  la  droite  qui  joint  leurs  la  directrice, 
extrémités  passe  par  le  centre. 


Nous  disons  une  ptmwole,  puisque,  le  point  par  lequel  on 
mène  les  cordes  étant  (iris  pour  origim>,  la  polaire  du  cercle 


est  une  parabole  (308). 

L’enveloppe  des  cordes  d’un  ccr-  ' 
cle  qui  sont  vues  sous  un  angle  I 
constant  d’un  point  fixe  de  la  eir-  I 
conférence  est  un  cercle  conccnlri- 
qne.  j 

Le  lien  des  sommets  des  triangles 
ayant  mémo  base  et  même  angle 
opposé  à eetlo  bas<>  est  un  cerele 
ipii  passe  par  les  extrémités  de  a*tte 
ba.si'.  1 


Ij'  lien  du  sommet  d'un  angle  do 
grandeur  constante  circonscrit  à la 
paraliole  est  une  conique  ayant 
même  foyer  et  même  directrice. 

Étant  donnés  de  position  deux 
cotés  d’un  triangle,  et  l’angle  sous 
lequel  le  troisième  est  vu  d’un 
point  fixe,  ce  troisième  côté  enve- 
loppe une  conique  qui  a pour  foyer 
le  point  fixe  et  qui  est  tangente 
aux  deux  côtés  donnés. 
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Le  lieu  de.s  sommets  des  angles  j Dans  une  conique  l’enveloppe  de 
droits  circonscrits  à une  ellipse  ou  ^ la  corde  vue  sous  un  angle  droit, 
à une  hyperbole  est  un  cercle.  | d'un  point  de  la  coniipie,  est  une 

I conique  ayant  ce  point  pour  foyer. 

Les  pieils  îles  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  de  la 
ciieonférence sur  un  I riangle  inscrit  sont  en  ligne  droite  ( l’io). 

Si  l'on  prend  le  point  du  cercle  pour  origine,  au  triangle 
inscrit  dans  le  cercle  correspond  un  triangle  circonscrit  à une 
parabole;  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  une  droite 
corresponil  une  droite  menée  par  le  point  correspondant  per- 
pendiculairenienl  au  rayon  vecteur  issu  île  l'origine.  Donc  : 
Les  perpendiculaires  menées  par  les  sommets  d’un  triangle  cir- 
conscrit à une  parabole,  aux  droites  qui  joignent  ces  sommets 
au  foyer,  passent  par  un  même  point  ; et  le  cercle  qui  a pour 
diamètre  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  à ce  point  passe  par 
les  sommets  du  triangle  circonscrit.  Par  siiitc  t Le  lieu  des 
foyers  des  paraboles  inscrites  dans  un  triangle  est  le  cercle 
circonscrit  à ce  triangle,  {ii’.i,  Cor.  1\  ). 


Le  lieu  du  pied  des  perpendicu- 
laires (ou  dos  obliques  également 
inclini’H's  sur  les  langentes)  abais- 
sées du  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  | 
hyperbole  sur  les  tangentes  est  un  j 
cercle.  1 


Si  par  un  point  on  mène  dos 
rayons  vecteurs  à un  cercle,  l'en- 
veloppe des  perpendiculaires  élevéï'S 
à CCS  rayons  par  leurs  extrémités 
(ou  des  droites  également  inclinées 
sur  ces  rayons)  est  une  eoniipie 
qui  a lo  point  ÜM!  pour  foyer. 


310.  Les  théorèmes  relatifs  à la  grandeur  des  lignes  passant 
par  l'origine  peuvent  se  transformer  au  moyen  du  premier 
théorème  énoncé  au  n"  307.  Prenons  un  exemple. 

La  somme  (ou  la  dilVérence  si  l’origine  est  en  dehors  du 
cercle)  des  distances  de  l'origine  à deux  tangentes  parallèles 
est  constante  et  égale  au  diamètre  du  cercle. 

A deux  parallèles  correspondent  deux  points  situés  sur  une 
droite  passant  par  l’origine;  donc  : l.a  somme  des  inverses  des 
segments  des  cordes  focales  d’une  ellipse  est  constante. 

D’ailleurs  (193,  Ex.  1)  celle  somme  est  égale  à quatre  fois 
l’inverse  du  paramètre,  et  comme  elle  ne  dépend  que  du  rayon 
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du  cercle  cl  non  de  sa  posilioii , les  courbes  réciproques  de 
cercles  éj^imx  prises  par  rapport  à une  origine  quelconque 
ont  toutes  le  même  paramètre. 

Le  pro  tuil  des  ÿc^menls  des  . Le  produit  des  dislances  du  foyer 
cordes  menées  dans  le  cercle  par  I à deux  tangentes  parallèles  est 
l’origine  est  constant.  ! constant. 

Donc  : La  tangente  menée  par  l'origine  à un  cercle  est  égale 
au  demi-axe  conjugué  de  l’hyperbole  réciproque. 

Le  théorème  ; La  somme  des  rayons  vecteurs  menés  d’un 
point  de  l’ellipse  aux  foyers  est  constante,  peut  s’énoncer  de 
la  manière  suivante  ; 


Li  somme  des  distances  du  foy  er 
aux  points  de  contact  dw  tangenles 
parallèles  est  constante. 


Dans  un.  cercle  la  somme  des  in- 
verses des  distances  d’un  point  in- 
térieur aux  deux  tangentes;  dont  la 
cordc  de  contact  pas.-e  par  ce  point, 
est  constante. 


311.  Un  certain  noiiibre  d’expressions  relatives  à la  grandeur 
des  lignes  ne  passant  pas  par  l'origine  peuvent  se  transformer 
au  moyen  du  théorème  du  n"  101. 

Par  exemple,  lorsque  P.\,  PB,  PU,  PI)  représentent  les  dis- 
tances d’un  point  d’une  conique  aux  côtés  d’un  (piadrilalère 
inscrit,  on  n la  relation 

PA.PU  = /..PB.P1), 


qui  peut  se  meure  sous  la  forme,  O étant  l’origine, 

pj:  ^ ^ 

OP  OP  ~ ' OP  OP' 

Si  l’on  désigne  par  a,  b,  c,  d les  points  correspondant  aux 
droites  .\,  B,  C,  D et  par  ap  la  distance  du  point  <i  à la  droite 
correspondant  à P,  on  a,  d’après  le  théorème  n"  101, 

PA ap 

OP~t)â’ 

et  de  même  pour  les  autres  côtés;  d’ailleurs  On,  O b,  Oc,  Od 
sont  constants.  Donc  : Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à 
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uiu'  conique  le  produit  des  distances  de  deux  soniiuets  opposés 
à une  tangente  quelconque  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets  à la  même 


tangente. 

Lo  proiluil  (les  distanres  d'un 
point  d'uno  conupie  à deux  lan- 
ftentcs  fixes  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  carrti  de  sa  dis- 
tanre  à leur  corde  de  contact  (â.'iO). 


Le  produit  des  distances  di;  deux 
(loinls  fix(>s  d'une  coniipio  à une 
tangente  variable  est  dans  un  rap- 
port constant  avec  le  carri-  de  la 
distance  à cette  t mgente  de  l'inter- 
section  des  tangentes  aux  deux 
points  lixes. 


Lors(|ue  l’origine  est  prise  sur  la  corde  de  contact,  le  tliéo-- 
réme  r(îcipro()iie  est  le  suivant  ; Le  produit  d(>s  segments  dé- 
terminés sur  deux  tangentes  lixes  et  parallèles  par  une  tan- 
gente variable  est  constant. 

Le  pro'iuit  des  distances  de  deux  Le  carré  de  la  distance  d'un 
points  fixes  (les  foyers)  à une  tan-  j point  fixe  à un  point  d'une  conique 
gente  est  constant.  ^ ('st  dans  un  rapiiort  constant  avec 

* ' le  produit  des  distanres  de  ce  dernier 
point  à deux  droites  lixes. 

En  général,  on  peut  toujours  transformer  la  relation  qui  existe 
entre  les  distances  P.\.  PB,...  d’un  point  variable  P à des 
droites  lixes,  lorsqu’elle  est  homogène,  et  en  déduire  une  re- 
lation entre  les  dislanccs'u/»,  l>p' . . des  points  fixes  a,  b,. . . 
à une  droite  variable,  ces  points  et  celte  droite  correspondant 
respectivement  aux  droites  lixes  et  au  point  varialde  P.  11  suf- 
lil,  pour  cela,  de  diviser  la  première  expression  par  une  puis- 
sance déterminée  de  la  distance  OP  de  l’origine  O au  point  P, 
et  de  remplacer  dans  le  résultat,  d’après  les  indications  du 

L ttp 

11”  101,  chaque  terme  • 

^ OP  Ort 

On  peut  donc,  en  suivant  cette  méthode,  transformer  une 
équation  relative  à des  coordonnées  trilinéaires,  puisqu’elle 
exprime  une  relation  liomogène  entre  les  distances  d’un  point 
à trois  droites  fixes,  et  en  déduire  une  relation  entre  les  dis- 

26 
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lances  /.,  2,  v de  Irois  points  fixes  à une  laiifienle  de  la  courbe 
réciproque,  relation  (|ui  peut  être  considérée  connue  une  es- 
pèce d'équation  tangeutielle  de  cette  courbe  (*).  L'éi|uniion 
générale  d'une  conique  en  coorilonnées  irilinéaires  devient, 
par  cette  Iransforinalion, 


= O, 


p,  p',  p"  désignant  les  distances  de  rorigine  aux  sommets  du 
nouveau  triangle  de  référence.  De  même,  à la  conique  définie 
par  l’équation  bomogène  du  deuxième  degré 

A B U.’  + . . . = O 

entre  les  distances  À,  a et  y,  correspond  une  courbe  réciproque 
(jui  a pour  é(|uation  en  coordonnées  irilinéaires 


Py 


: O, 


a',  Jî',  •/'  représentant  les  coordonnées  Irilinéaires  de  l’origine. 


KXKHCICKS. 

I.  Dans  line  conique  délinie  par  un  foyer  et  un  triangle  circonscrit, 
les  distances  p,  p',  p'  des  soimnets  du  triangle  à une  tangente  quelconque 
vérifient  la  relation 

6 ti'  'a* 

sin  0 -t-  — sinO’  -t-  — sinO"  = o, 

/.  U.  y 

dans  laquelle  0,  V,  't''  représentent  les  angles  sous  lesipiels  les  cotés  du 
triangle  sont  vus  du  foyer. 

Celte  relation  (MUit  se  déduire  de  l'équation  Irilinéairc  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  dont  elle  est  la  réci|iroque.  Lorstpie  le  fojer  coïn- 
cide avec  le  centre  du  cercle  inscrit,  on  a 

Cl  = ijo"  -+■  I A,  p sin  JA  =/■, 

et  l’écpiation  tangentiellc  (dans  ce  système  particulier)  du  cercle  inscrit 
devient 

ptv  colang  ; A -1-  vX  colang  - B -r-  ’/pi  cotang  JC  = o. 


(*)  f 'oir  U la  fin  de  ce  \olnine  la  Motc  n ialivc  aiii  cqiialinns  iaii(;eiiticlli's. 
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En  y rpmpîaçnnt  successivement  <lcux  des  cotangonles  par  des  lai:- 
genles,  on  obtient  les  cqualions  des  cercles  exinscrits. 

II.  Dans  une  conique  délinie  par  un  foyer  et  un  triangle  inscrit,  les 
distances  des  soitmiels  du  triangle  à une  tangente  satisfont  à la  relation 

. , /a  . . * , Aa  . . , „ / V 

SU) 0 4 / - sin  7 0 1 , -H  8111 5 4 4 -î  = O. 

V ? V f V P 

1,'équalion  tangcntielle  du  cercle  circonscrit  prend  alors  lu  forme 


sinA  v^A  T sinB  y p -e  sinC  — o. 


III.  La  conique  délinie  par  un  foyer  et  trois  tangentes  a pour  équation 
trilinéaire 


sinO 


smO'y/l 


sinO* 


O, 


comme  on  peut  le  voir  en  formant  la  réciproque  de  l'équation  trouvée 
plus  haut  pour  le  cercle  circonscrit. 


1\\  On  trouve  de  même,  en  parlant  des  résultats  obtenus  à l'Exercice  I, 
pour  l’équation  trilinéaire  de  la  coniipie  délinie  par  un  foyer  et  trois 
points, 

a'  6'  v' 

— tang 2 j i Y °- 

31-2.  Un  très-grand  nunibre  de  pruposilions  relatives  à la 
grandeur  des  lignes  peuvent  se  ramener  à des  théorèmes  con- 
cernant des  droites  divisées  liarmoniquenient  ou  anliarmoni- 
quement,  et  par  suite  être  transformées  au  moyen  du  principe 
suivant  : 

.4  quatre  points  en  ligne  droite  correspondent  quatre  droites 
concourantes,  et  le  rapport  anliannonique  du  faisceau  quelles 
forment  est  égal  à celui  des  quatre  points. 

Ue  principe  est  évident,  puisque  chafiue  droite  du  faisceau 
mené  par  l’origine  aux  points  ilonnés  est  perpcmiiculaire  à 
l’une  des  droites  correspondant  à ces  points.  Les  propriétés 
anharmoniques  des  coniques  en  général  peuvent  ainsi  se  dé- 
duire de  celles  du  cercle. 

7.6. 
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Ia'  riip(>ort  animrmoniqiic  du  | U*  rapport  anliarmoniquc  drs 
faisceau  formé  en  joignant  quaice  | quatre  points  suivant  lesquels  une 
p<vints  fixes  d’une  conique  à un  quel-  tangente  variable  à une  conique  est 
conque  de  ses  |>oints  est  constant.  ' diNisée  par  quatre  tangentes  fixes 

J est  constant. 

Le  premierde  cc.s  théorèmes  est  vrai  pour  le  cercle,  puisque 
tous  les  angles  du  faisceau  .sont  constants;  donc  le  second  est 
vrai  pour  toutes  les  coniques;  le  second  théorème  est  vrai 
pour  le  cercle,  puisque  les  angles  au  centre  correspondant 
aux  quatre  segments  sont  constants;  donc  le  premier  est  vrai 
pour  toutes  les  coniques.  En  cherchant  les  angles  qui,  dans  la 
ligure  réciproque,  correspondent  aux  angles  constants  dans  le 
cas  du  cercle,  on  voit  (|ue  les  angles  sous  lesquels  les  (juatre 
segments  de  la  tangente  variable  sont  vus  du  foyer  sont  con- 
stants, et  que  le  faisceau  inscrit  détermine  sur  la  directrice 
quatre  segments  vus  du  foyer  sous  des  angles  constants. 


313.  Le  rappoi't  anliarmoniquc  des  points  d’une  droite  n'est 
pas  la  seule  relation  concernant  la  grandeur  des  lignes  qui 
puisse  être  exprimée  en  fonction  des  angles  formés  par  le  fais- 
ceau qui  joint  ces  points  à un  point  lixe  O,  et,  par  suite,  sub- 
sister pour  toute  transversale  qui  rencontre  le  faisceau.  Toute 
relation  entre  «les  distances,  qui  pourra,  en  y remplaçant 


chacune  d’elles  AB  par  la  quantité 


, OA.ÜB.sin.AoB 


Ol' 


(.’iC),  être 


ramenée  à une  relation  entre  les  sinus  des  angles  sous  lesquels 
ces  distances  sont  vues  d’un  point  donné  O,  sera  dans  le  même 
cas,  et  donnera  lieu  à un  théorème  réciproque  en  prenant  le 
point  O pour  origine.  Ainsi  le  théorème  du  n"  148  conduit  im- 
médiatement au  théorème  suivant  dû  à Carnot  : 

Lorsqu  une  conique  renconlre  respect ieeinenl  les  côtés  AB, 
BC  et  AC  il’un  triniif^le  ABC  en  c et  c' , a et  a' , h et  i' , on  a la 
relation 

Ac.  Ac'.Bn.Bn'.Cfc.Cè' 

A6.  Aè'.Bc.Bc’.Ca.Ca' 


Cette  relation  est  telle,  en  effet,  qu’on  peut  y remplacer  chaque 
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ligne  Ac  par  le  sinus  de  l'angle  A Oc,  sous  lequel  elle  est  vue 
d'un  point  (ixe.  Le  iliéorèrne  réciproque  a été  donné  au  ir29o. 

314.  Ajoutons  ici  queUiues  considérations  générales  sur  les 
coniques  réciproques,  en  étendant  à toutes  les  coniques  le 
théorème  du  n”  308  : La  courbe  réciproque  d'un  cercle  est  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  (|ue  l'origine 
est  située  en  dedans,  en  dehors  du  cercle  ou  sur  la  circonfé- 
rence. 11  est  évident  que,  plus  un  point  ou  une  droite  sont 
rapprochés  de  l'origine,  plus  la  droite  ou  le  |)oint  correspon- 
dant en  sont  éloignés;  lorsiiu'une  droite  passe  par  l'origine, 
le  point  correspondant  est  à rinlini,  et  la  droite  correspondant 
à l'origine  est  elle-même  à l'inrini.  Donc,  à deux  tangentes 
menées  à une  courbe  par  l'origine  correspondent  deux  jioints 
à l'inlini  d<!  la  courbe  réciproque.  l’ar  suite,  si  par  l'origine 
on  peut  mènera  la  courbe  deux  tangentes  réelles,  la  réciproque 
a deux  points  réels  a l'infini,  c’est  une  hyperbole;  lors(|ue  les 
tangentes  menées  par  l'origine  sont  imaginaires,  la  réciproque, 
qui  a deux  points  imaginaires  à l'infini,  est  une  ellipse;  enfin, 
quand  l’origine  est  sur  la  courbe,  les  deux  tangentes  réelles 
coïncident,  il  en  est  de  même  des  points  à l’infini,  et  la  ré- 
cipro(|ue  est  une  parabole.  La  droite  à rinlini  correspondant 
à l’origine,  on  voit  que,  si  l’origine  est  un  point  de  la  courbe, 
la  ligne  à l'infini  est  tangente  à la  courbe  réciproque;  ce  qui 
nous  conduit  encore  à ce  théorème  (234)  : Toutes  les  para- 
boles ont  une  tangente  à Tinjini. 

315.  Aux  points  de  contact  de  deux  tangentes  menées  par 
l’origine  correspondent  les  tangentes  menées  à la  réciproque 
par  les  points  situés  à l’inlini,  c’est-à-dire  ses  asymptotes. 
L’excentricité  de  l’hyperbole  réciproque  ne  dépendant  que 
de  l’angle  compris  entre  ses  asymptotes,  dépend  uniquement, 
par  suite,  de  l’angle  compris  entre  les  tangentes  menées  par 
l’origine  à la  courbe  primitive. 

L’intersection  des  asymptotes  de  la  courbe  réciproque  (c’est- 
à-dire  le  centre  de  la  courbe)  correspond  à la  corde  de  contact 
des  tangentes  menées  par  l’i  rigine  à la  courbe  primitive.  Le 
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ihéoréiiie  comprend,  comme  cas  parlicnüer,  le  suivanl,  que 
nous  avons  déjà  démonlré  : Au  cenlre  du  cercle  correspond  la 
directrice  de  la  conique  réciproque,  puisque  la  directrice  est 
la  polaire  de  l'origine,  qui  est  le  foyer  de  la  conique. 

Exi;nar,n;.s. 

I.  I.a  réciproque  d’une  paralmle  par  rapport  à un  point  de  ladiroctrice 
est  une  liy[>erl)ole  étpiilatcre  (rwir  n“  211  ). 

II.  Promer  (|ue  les  lliéotémes  suivants  sont  récijiroques  ; 

Les  liaiiteurs  du  triangle  cirron-  Les  hauteurs  du  triangle  inscrit 
scrit  à une  parabole  se  cou|K‘nt  .-iur  dans  une  hyperbole  équilatére  s<’ 
la  directrice.  coupent  sur  la  courbe. 

III.  Déduire  le  théorème  jtrécédent  du  théorème  do  Pascal 
Kx.  ill). 

IV.  Les  axes  <le  la  courbe  réci|)ioque  sont  respectivement  parallèles  à 
la  tangente  et  à la  normale  menées  par  l'origine  à une  coni(|ue  qui  passe 
par  cette  origine,  et  a mêmes  foyers  que  la  courbe  primitire. 

En  elfet,  les  axes  de  la  courbe  réciproque  doivent  être  parallèles  aux 
bissectrices  extérieure  et  intérieure  de  l'angle  ipie  forment  les  tangentes 
menées  par  l’origine  à la  courbe  primitive.  Pour  achever  la  démonstra- 
tion se  re|>ortcr  au  n“  18'J. 

•TIG.  On  peut  toujuiirs  placer  l’origine  de  telle  sorte  que  les 
coni(ines  réciproques,  par  rapport  à cette  origine,  île  deux 
cercles  donnés  soient  homofocales.  En  elïet,  les  réci|)roqiies 
des  cerclesayant  un  foyer  conimiin,  l’origine,  il  siiflit,  pour  que 
l’autre  foyer  soit  aussi  commun,  i|u’elles  aient  même  centre, 
c’est-à-dire  iiuc  la  polaire  de  l’origine  soit  la  même  par  rap- 
jiorl  aux  deux  cercles;  jiar  suite,  que  cette  origine  coïncide 
avec  un  des  points  déterminés  au  n®  111.  Donc  ; 

En  preiiiinl  un  îles  points  limites  pour  origine,  ii  un  systi-me 
de  cercles  ayant  mâme  axe  radical  (XiV.))  correspond  comme 
réciproque  un  système  de  coniques  homofocales. 

On  verrait  de  même  que  les  récipro(|iies  de  deux  coni- 
ques sont  concentriques  lorsque  roriginc  est  un  des  trois 
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])oin(s  (28'2)  av;inl'iiK‘inc  polaire  par  rapport  au\  oourbes  pri- 
mitives. 


Les  conicpies  liomofocales  se  cou- 
pent à angle  droit  (ISH). 

Les  tangentes  menées  par  un  point 
à deux  coni(|ues  lioiuofocales  sont 
également  inclinées  l’une  sur  l'autre 
(18-I). 

Le  lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe 
()ar  rapport  à une  série  de  coniepirs 
liomofocales  est  iine  perpendieu- 
laire  à la  droite  fixe  (22i>,  Kx.  III). 


La  tangente  commune  à deux 
cercles  est  vue  sous  un  angle  tlroit 
de  chacun  des  [minls  limites. 

Les  segments  interceptés  par  deux 
cercles  sur  une  sécante  .sont  vus 
sous  des  angles  égaux  de  chacun 
des  |K)ints  limites. 

La  polaire  d’un  point  fixe  par 
rap|)ort  à une  série  de  cercles  ayant 
même  axe  radical  passe  par  un  point 
fixe,  et  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes  est  vue  sous  un  angle 
droit  de  chacun  des  points  limites. 


317.  La  méthode  dos  polaires  réciproques  fournil  une  solu- 
tion simple  de  ce  prohlème  ; Décrire  un  cercle  tangent  à trois 
cercles  donnés.  I.e  lieu  des  cetUres  tics  cercles  tangents  à deux 
cercles  donnés  (i)  et  {2)  est  évidemtnenl  une  hy|)erbole, 
puisque  c’est  le  lieu  du  sommet  d’uii  triangle  dans  le<|uel’on 
connaît  un  des  côtés  et  la  dill'éronce  des  deux  autres.  Les  po- 
laires de  cos  centres  (308),  jiar  rapport  à un  des  cercles  don- 
nés (1),  enveloppent  ttn  cercle  (o)  (|u’il  est  facile  de  con- 
struire. De  même,  les  polaires  par  rapport  à (i  ),  des  cetitres  des 
cercles  tangents  à ^l  et  (3),  enveloppent  un  cercle  (o');  par 
suite,  le  pôle,  par  rajqiort  à (1),  de  la  tangente.«commune 
à (o)  et  (o'),  est  le  centre  du  cercle  tangent  aux  trois  cercles 
rionnés. 


318.  Tvonvev  rriiiuilioii  de  lit  réciproque  d'une  conique  par 
rapport  à son  centre. 

La  longueur  p de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
la  tangente  a pour  valeur 

«îcos’O  4- ô’sin’O  (178), 

0 étant  l’angle  que  cette  perpendiculaire  fait  avec  l’axe  a. 
L’ctiuation  de  la  réciproque  seia  donc,  en  coordonnées  po- 


Digilized  by  Google 


4o8 

laire;>, 


r.iiAPiTRi';  XV. 


P’ 


= <i’cos'5  ^»*siii*0, 


h élani  ime  cons-iaiilo;  (>t,  par  suiie,  en  coriloiinéos  ordi- 
naires, 

i03:‘  l>’y^ 

~rr  ->T-  = ■ ■ 


La  réripro(iue  est  donc  une  conique  concciiiriquc  dont  les  axes 
sont  les  inverses  des  axes  n et  l>  de  la  conique  priiniiive. 


310.  / ronver  l' éqiuition  de  la  réciproque  d'une  eauique  pur 
lupport  ti  un  point  quelconque  (as,  )•'). 


I.a  distance  p d’un  point  (.r',  y')  à une  tanj;entc  étant  ( 178 


Id 

P 


\ «'cos’5  -H  /)=sin’5  — .r'cosû  — >•'  ‘ in  0, 


l'équation  de  la  courbe  réciproque  sera 

( .vx'  H-  -t-  h ’ )’  = rt’ar’  -t-  h\r'‘. 


320.  Déduire  rétptalion  de  ta  réciproque,  pur  ruppoii  à un 
point  {x',  y'),  de  l'équation  de  cette  réciproque  pur  rapport  à 
iorij^ine. 

Si  I’  est  la  distance  de  l’origine  à une  tangente,  la  distance 
d'un  autre  point  (a:',j'')à  cette  tangente  sera 

1’  — x'co^O  — v'sinO  (3i); 


ce  qui  donne,  pour  l'équation  polaire  du  lieu, 

— = — a:  cosO  — /'sinO, 

P et  R étant  les  rajons  vecteurs  relatifs  au  point  {x',  y')  et  à 
l'origine;  on  a,  par  suite, 

A’ x'x-hy'y-hti^  RcosO pcosO 

R P ’ A’  xx'  -hyy'  -h  A’ 

Il  faut  donc,  dans  l'équation  de  la  réciproque  donnée,  rempla- 
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cer  X el_^’ respeclivenienl  par 

li'x  !('y 

xx' -r- yy' + It'^'  xx' + }'y' -Y- h' 


l‘>9 


Le  résuhai  de  celle  suhsliluiiuii  peiil,  du  reste,  s’oblenir  siin- 
plemeiil  en  niellanl  l’éi|Uiilion  de  la  réciproque  donnée  sons 
la  forme 

H-  M, O, 


dans  laquelle  on  a désigné  par  «„  les  lernies  de  degré  n,  par 
Hn-,  ceux  de  degré  (« — i),  el  ainsi  de  suile.  L’équaiion  de  la 
réciproque,  parrapporlà  un  poinl  (æ:',  )■'),  devienl  ainsi 


xx' -Y- ry' -Y- I X x' Y y' -Y- 1>'‘\ 

el  représenlc  une  courbe  de  même  degré  que  la 
donnée. 


réciproque 


32  t.  y 'rouvitr  la  n'ciproqiH-,  par  rapport  au  cercle 
x‘‘  +7’  — /l’  = O 

de  la  conique  définie,  par  l'équation  générale. 

La  polaire,  par  rapport  à l'auxiliaire,  d’un  point  de  la  courbe 
réciproque  est  lungentc  à la  courbe  ilonnée.  Nous  irouverons 
donc  l'équation  de  la  réciproipie  en  écrivanl  que  la  polaire 

xx'  -Y-  y y'  — l,\ 

de  {x',y'),  est  langenie  à la  conique  donnée,  c'esi-à-dire  en 
remplaçant,  dans  réi|uation  tangentielle  (151)  île  celle  co- 
nique, U.  et  V par  x' , y’,  — A’.  On  irouve  ainsi  pour  la  ré- 
ciproque 

At’  üllxy  -I-  B_>’  — aG/i’x  — a F lt\y-Y-  Ch'  = o; 

el  on  peut  déduire  de  cette  équation  les  diverses  propriétés 
démontrées  antérieurement.  Ainsi,-  par  exemple,  si  la  conique 
donnée  est  une  parabole,  on  a ab  — /(’ = o,  par  suite  G — o, 
et  la  réciproque  passe  par  l’origine. 

Si,  pour  plus  de  svmétrie,  nous  avions  remplacé  A’  par  — 
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et  pris  la  réciproque  par  rapport  à la  courbe  x'  + -h  z’  = o, 
nous  aurions  eu  xx'  -H  >*>•'  -h  zz'  pour  la  polaire,  el  l’équalion 
de  la  réciproque  aurait  été  obtenue  en  remplaçant,  dans  l'équa- 
tion lan};entielle,  /,  u,  v par  .r,  r,  z.  La  condition  pour  que  la 
droite  Xx  -4-  ay  -t-  vs  soit  tangente  à vine  courbe  peut  donc  être 
considérée  comme  l'équation  de  la  réciproque  de  cette  courbe 
par  rapport  à x’  -t-  r’  -t-  — o. 

l.’é(|uation  tangentielle  du  degré  reiiréseuie  toujours 
une  courbe  de  la  classe;  car,  si  l'on  suppose  que 

Xx-(-  uv-4-v5  passe  par  un  point  fixe,  c'est-à-dire  (lu'on  ait 
).x'  -i-  ;j-v’  -f-v*'  = o,  en  éliminant  v entre  celte  équation  el 
ré(|uation  tangentielle  donnée,  on  obtiendra  une  é(|uation  de 
degré  n )tonr  déterminer  le  rapport  / : u ; par  suite  on  pourra 
mener  n tangentes  par  le  point  donné. 

322.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant  une  série 
de  tbéorèmes  pour  la  transformation  des(|uels  M.  Chasles  a 
proposé  de  prendre  pour  auxiliaire  une  parabole  au  lieu  d’un 
cercle.  I.e  principe  suivant,  énoncé  au  n"2ll,  permet  en  elTel 
de  transformer  facilement  des  ibéorémes  relatifs  à la  grandeur 
des  lignes  mesurées  parallèlement  à une  droite  fixe. 

Deux  droites  ijuelconques  déterminent  sur  l'axe  d’une  pa- 
rabole un  segment  de  inèine  grandeur  que  les  perpendicu- 
laires abaissées  sur  cet  axe  par  les  pôles  ilc  ces  deux  droites. 

A deux  tangentes  à la  courbe  ])iimitivc,  menées  parallèle- 
ment à l'axe  de  la  ))arabole,  correspondent  les  deux  points  à 
rinfmi  de  la  courbe  réciproque  ; par  conséquent,  la  réciproque 
sera  une  liyi>erbole  ou  une  ellipse,  suivant  que  ces  tangentes 
seront  réelles  ou  imaginaires.  Ce  sera  une  parabole  si  l'axe 
passe  par  un  point  à l'inlini  de  la  courbe  primitive. 

Dans  une  conique,  une  Innf’enle  variable  tiéterinine  sur  deux 
tangentes  parallèles  des  scj^ments  iloni  le  produit  est  constant. 

Aux  deux  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  corres- 
pondent les  asymptotes  de  J'byqierbole  récipro(|uc;  aux  inter- 
sections de  ces  tangentes  parallèles  avec  la  tangente  variable, 
correspondent  des  parallèles  menées  par  un  point  aux  asymp- 
totes. On  a donc  les  deux  tbéorèmes  suivants  : 


Digitized  by  Google 


MÊTIIOUi:  DES  rUEAIRES  ntClI’ROQl  ES.  4‘‘ 

/.e  produit  drs  spj^mrnls,  que  délerniinrnl  sur  une  droite 
fixe  les  ns)  wptotes  et  leurs  parallèles  menées  par  un  point  de. 
lu  eoitrbe,  est  eonstnnt  ; 

Le  rectangle  ronstruit  sur  les  parallèles  menées  aux  asymp- 
totes par  un  point  de  la  courbe  est  constant. 

Les  cordes  (|iii  joignent  deii\  Dans  une  parabole , les  |H'r|H‘n- 
puinU  lixes  de  l'hyperbole  à un  i diculaires  menées  à lu  tangente  au 
point  variable  de  cette  courbe  dé-  ^ sommet  par  les  intersections  d’une 
terminent  sur  l’asymptote  un  seg-  I tangente  variable  avec  deux  tan- 
ment  do  longueur  constante  : l'.MI,  gentes  lixes  déterminent  sur  cette 
Kx.  I).  I tangente  au  sommet  un  segment  do 

I longueur  con>tanle. 

I.es  applications  dt*  la  méthode  précédente  sont  assez  liini- 
ices. 
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CHAPITRE  XVI.  • 

l’UOfKIÉTKS  IIAItMOMQUES  ET  AMIAUMOMUUES  DES 
SECTIONS  CONIQUES  (*). 


32U.  Les  propriélés  liarmoni(|iics  cl  aiiluirmuiiit|ues  <l("s 
sériions  coniques  se  prêlenl  à un  Irès-grund  nombre  rt’appli- 
calions  dans  la  iliéorie  de  ces  courbes;  louiefois,  il  n'esl  pas 
inulile  de  faire  remarquer,  avanl  d’aller  plus  loin,  combien 
l’énoncé  général  de  ces  propriélés  peul  renfermer  de  théo- 
rèmes parliculicrs. 

Un  des  cas  (|iii  se  présenle  le  plus  sonvcnl  esi  celui  oii  rnn 
des  quatre  points  de  la  droite  dont  on  étudie  le  rapport  aidiar- 
monique  s’éloigne  à l’inrini.  Le  rapport  anbarrnonicue  de 
quatre  points  A,  B,  C,  D étant,  en  général. 


AB.cn 

AU.BC 


(3ü), 


se  réduit  en  déliniliveà  — lorsipie  le  point  I)  s’éloigne  à 

ai 

l’inrini,  parce  qu’alors  AD  devient  égal  à — DC. 

Loisciue  la  droite  est  divisée  barmoniquemeni,  le  rapport 
anbarmoni(|ue  est  égal  à — i,  et  (piand  le  point  D s’éloigne 


(*)  la  |>ro|»ri<*tê  f**mlamentale  des  falM’iMiix  nnharmonîqiH'H  a «îU!  doniu'c 
]»ar  l*ap|»ii>»  O»//.,  XII,  Îa*  nM>l  unhaniumique  v%t  d»^  à '1. 

du  dans  hoii  Ifis(oirc  <ie  la  (IcnmetrU  qiu*  nous  avons  puiso  Ic^s 

prim’ipaiix  idt'mcnlH  do  ne  Chapitm,  renvoyant  pour  de  plus  amples  détails  au^ 
Traité  dr  Oéométiie  supérieure  et  au  Traité  des  Sections  coniques  du  même 
auteur.  I.n  rapport  anharinoni<|iie  a été  aussi  étudié  pur  .M(»bius  dans  sa  Sta- 
tique (liarj'cenirische  >1^27)  sous  le  nom  ile  Doppeht  hnittsverhaltmss 

{^Rapport  des  doubles  sefpnenls). 
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à riiiriiii,  la  distance  AC  se  trouve  divisée  en  B en  deux  |i:iriies 
égales. 

3‘2i.  A|)|di(]uons  ce  qui  précède  au  théoi'èine  du  n"  1V(>  : 

Lorsqu'une  sécante  OK,  issue  d'un  point  fixe  O,  rencontre 
une  conique  en  R',  R"  et  la  polaire  de  O en  R,  tes  points  O, 
R',  R,  R"  forment  une  ilivision  harmonique. 

I.  Supposons  R"  à l’infini.  La  droite  OR  est  alors  divisée  eti 
deux  parties  égales  en  R'  ; donc  ; Le  segment  de  la  droite  me- 
née par  un  point  fixe  parallèlement  à l'asymptote  d'une  hy- 
perbole {ou  nu  diamètre  d'une  parabole  ),  compris  entre  Je 
point  fixe  et  la  polaire  de  ce  point,  est  divisé  par  la  courbe  en 
•leux  parties  égales  (211). 

II.  Lorsque  R s’éloigne  à l’infini,  R'  R"  est  divisé  au  point  0 
en  deux  parties  égales;  dune  : La  corde  menée  par  un  point 
parallèlement  à sa  polaire  est  divisée  par  ce  point  en  deux 
parties  égides. 

Si  la  polaire  de  O est  à l’infini,  toutes  les  cordes  qu’on  peut 
mener  par  ü rencontrent  la  polaire  à l’infini,  et  par  suite  sont 
divisées  au  point  0 en  deux  parties  égales.  Ce  p(,int  est  donc 
le  centre  de  la  courbe,  autrement  dit  : I.e  centre  peut  être 
considéré  comme  un  point  dont  la  pohdre  est  l'i  l'injini  (l.’iV). 

III.  Quand  le  point  fixe  est  à l’itifini,  toutes  les  droites  qui 
passent  par  ce  point  sont  parallèles  et  divisées  en  deux  parties 
égales  par  la  polaire  du  point  fixe.  Donc  : Un  diamètre  d'une 
conique  peut  être  considéré  comme  la  pohdre  du  point  ii  l'in- 
fini oiï  ses  ordonnées  sont  supposées  concourir. 

Cette  consé(|iience  peut  aussi  se  déduire  de  réi|uation  de  la 
polaire  d’un  point  {x‘,  y') 

(ax  hx  -i-  g)  -d{hx  -e  by - = o(145). 

En  effet,  quand  {x',  y')  s’éloigne  à l’infini  sur  la  droite 
1 ^ n 

my  = nx,  on  a a la  fois  x=:30  ; par  suite  l’équation 
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de  la  polaire  prend  la  forme 

m {(IX  + Il  y -I-  ")  H-  rt  { /j  X -+-  h y f)  ~o, 
qui  rcprésenle  le  diamèlre  oonjugué  de  nty~  nx  ( IVl  ). 

Développons  encore  le  lliéorème  du  n"  I VC  ; /.es  deux 
tangentes  menées  pur  un  point  fixe  forment  un  fiiisceau  Imr- 
monique  avec  une  droite  quelconque  passant  par  ce  point,  et 
la  droite  qui  joint  au  point  fixe  le  pôle  de  la  précédente. 

Lorsqu'une  des  droites  passant  par  le  point  fixe  est  un  dia- 
mètre, l'autre  est  parallèle  à son  conjugué,  et  puisque  la  po- 
laire d'un  point  pris  sur  un  diamètre  est  parallèle  au  diamètre 
conjugué,  le  segment  de  la  parallèle  à la  polaire  du  point  fixe, 
compris  entre  les  tangedtes,  est  divisé  en  deux  parties  égales 
par  le  diamètre  (|ui  passe  par  le  point  fixe. 

Quand  le  point  fixe  est  le  centre  de  la  courbe,  les  tangentes 
sont  Icsasjmptotes;  donc  : Lesasymplotes  forment  un  faisceau 
harmonique  avec  deux  diamètres  conjugués  quelconques,  et  la 
portion  de  tangente  comprise  entre  les  asvmptotcs  est  divi- 
sée par  la  courbe  en  deux  parties  égales  (19G). 

La  propi'iété  anbarmonique  des  points  d’une  conique 
(2.”>!))  conduit  à un  très-grand  nombre  de  tliéorèmes  particu- 
liers. En  clVet,  la  position  des  quatre  premiers  points  sur  la 
courbe  étant  arbitraire,  un  ou  d’eux  d’entre  eux  peuvent  se 
trouver  à rinfini;  le  cinquième  point  0,  sommet  du  faisceau, 
peut  être  à l'infini  ou  co'fncider  avec  un  des  quatre  premiers, 
comme  dans  le  cas  où  l’une  des  lignes  du  faisceau  devient 
tangente.  De  plus,  le  rapport  anbarmonique  du  faisceau  se 
mesurant  sur  une  transversale  quelcomiue,  on  peut  supposer 
cctie  transversale  parallèle  à une  des  lignes  du  faisceau,  de 
manière  à réduire  le  raiiport  anbarmnni<|ue  au  simple  rappori 
de  deux  ijuantités. 

L<!S  exercices  suivants  se  rapportent  au  développement  du 
théorème  rappelé  ci-dessus;  nous  nous  bornerons  souvent  à 
indiquer  les  points  (|ui  déterminent  les  faisceaux  et  la  droite 
sur  la<iuelle  on  mesure  le  rapport,  laissant  au  lecteur  le  soin 
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d’examiner  plus  complélemciil  la  manière  dont  chaque  lliéo- 
rème  parliculier  se  déduit  du  lliéorèuic  général. 

Nous  emploierons  l’abréx  iaiion  ( O,  AB(^D)  pour  indiquer  le 
rapport  anharinonique  du  faisceau  UA,  011,  ÜC,  01). 

EXKnCICKS. 

I.  ( A,  ABCD)  = (n,  AliCD). 

Les  rapports  seront  mesurés  par  les  segments  déterminés  sur  la 
droite  CD  {Ji«.  gC).  La  corde  CD  rencontre  en  T et  T'  les  tangentes 

I iC.tjli. 

T 


t 


\j 

I 

k 


menées  en  A,  B,  et  en  K leur  cortie  de  contact  AB.  Les  r.ipporls  des 
faisceaux  inditpiés  dans  l'énoncé  deviennent  alors 

TK.DC  _ KT'.  IH: 

Tb.KC  ~ KD.T'C’ 

c’est-à-dire  ipie  si  une  corde  CD  rencontre  en  T et  T'  deux  tangentes 
et  en  K leur  corde  de  contact,  on  a la  relation 

KC.KT'.TD  = KD.TK.T'C. 

(11  faut  avoir  soin  de  prendre  les  points  du  faisceau  dans  les  deux 
membres  de  l’équation,  en  suitant  /<•  tm'nn:  oiitrc  : ainsi  nous  avons  at- 
tribué à K le  second  rang  dans  le  premier  mi'mbre  de  l'éi|uation,  parce 
qu'il  corre.spond  à la  ligne  OB  du  faisceau 

OA.OB.OC.OD 

pris  comme  type,  tandis  que,  dans  le  deuxième  membre , nous  lui  avens 
assigné  le  premier,  parce  qu’il  correspond  alors  à la  ligne  OA). 
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II.  l.or.-iquc  T et  T'  coïncidonl,  on  a 

KC.T1)=  — Kl).  TC, 

c'est -îi-tliro  ; I.a  corde  menée  par  l’intersection  de  deux  tangentes  est  di-' 
visée  harmoniquement  par  la  corde  de  contact. 

III.  Quand  T'  est  à l’infini,  la  sécante  CI»  est  parallèle  à l’T',  et  1 éga- 
lité des  rapports  se  réduit  à 

tk’  =TC.TI). 

IV.  Lorsqu’un  des  ]voints  du  faisceau  est  à 1 inlini,  le  rapport  (Ü,ABC*) 
est  constant. 

Kstimoiis  le  rap|iort  suivant  la  droite  C x ; alors  .\0  et  DO  coupent  C x 
en  n,  é,  et  le  rapport  anliarmonique  se  réduit  à donc.  : Si,  dans  une 

liviierbole,  les droitesOA,  OB  qui  joignent  un  |Kiint  quelconque  O à deux 
points  fixes  \ et  B rencontrent  une  parallèle  fixe  à l’asymptote  en  deux 
points  ri  et  h,  le  rapport  Oi'.C.I/  est  constant,  C étant  l'intersection  de 
la  parallèle  et  de  la  courbe.  Ce  théorème  s’applique  à la  parabole,  mais 
alors  la  droite  passant  en  C doit  être  parallèle  au  diamètic. 

Y.  Si  l’on  e,dime  le  même  rapport  suivant  une  parallèle  autre  que 
celle  menée  par  le  point  C,  et  coupée  en  c parOti,  on  voit  que  les  droites 
qui  joignent  un  |ioint  variable  à trois  points  fixes  déterminent  sur  une 
parallèle  à l’asymptote  des  segments  nh,  ar  dont  le  rapfiort  est  constant. 

Ce  théorème  s’étend  à la  paraliole  conime  le  précédent. 

VI.  Il  résulte  de  l'Exercice  IV  que  si  les  droites  qui  joignent  A,  B à 
un  <|uatricnie  point  O'  rencontrent  Cx  en  //,  on  a 

nh  «C 

U h'  a'  C 

Lorsque  le  point  C est  à l'infini,  la  droite  C x est  une  asymptote,  et 
le  rapport  devient  égal  à l’imité;  donc,  dans  une  hy|»erliole , les  droihs 
qui  joignent  deux  points  fixes  à un  jioint  variable  interceptent  sur  l’a- 
symptote un  segment  constant  (IfK),  Ex.  1). 

VH.  (A,  ABCx)  = (B,  ABC  x). 

Estimons  les  rapports  suivant  C x ; si  Cx  rencontre  en  n cl  l>  les  tan- 
gentes menées  par  AB  (_/fg.  97)  et  en  K leur  corde  de  contact,  on  a, 
en  SC  rappelant  les  indications  données  à l'Exercice  I, 

Cn  CK 

CK  “ CÂ ■ 
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Donc  : D.ins  une  hyperbole , lorsqu’une  [larallélc  à une  asvmplolo 
cou|)c  (l(Mi\  langonles  el  leur  conie  de  contact,  le  segment  compris  entre 

l 'E-  97 


/ ® 


la  courbe  cl  la  corde  de  contact  est  une  moyenne  proportionnelle  entre 
les  segments  déterminés  par  la  courbe  et  les  tangentes.  Ce  théorème  est 
vrai  pour  la  parabole , si  l’on  prend  les  segments  sur  une  parallèle  au 
diamètre. 

Réciproquement  : Lorsqu'une  |)arallèle  ah  A une  droite  donnée  ren- 
contre les  côtés  d’un  triangle  en  a,  h et  K,  le  lieu  d'un  de  si>s  points  C, 

tel  que  CK  = Cn.Ch,  est  une  parabole  quand  la  droite  donnée  est  la 
médiane  île  la  base  AB  du  triangle  (àl  I)  el,  dans  tous  les  autres  cas,  une 
hy()crbole  ayant  une  asymptote  parallèle  à ah. 

VIII.  Den.v  des  points  fixes  sont  à l’inlini  : 

( 00  . AB  * 00  ')=(«'.  AB  X 00  '). 

Les  droites  xœ,  »'  x'^ont  les  deux  asymptotes  lorsque  x x'  sont 
à la  fois  à l'infini.  Prenons  les  rapports  suivant  le  diamètre  OA,  et 

l'ig.  p8. 


o',_  „ r 


soient  a el  a'  {Jî^.  <)8)  les  points  où  le  diamètre  rencontre  les  paral- 
lèles B X,  llx'  menées  par  B aux  asymptotes,  les  rapports  seront  alors 

OA  _ Oj^'. 

Ort  “ l)A  ’ 

»7 
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donc  : Diiii>  une  liy^K-rbolo,  lor;  lüirHlléles  nuiiéc#  aux  asymplolcs  par  iiii 
point  do  la  rourbo  dolorminont  sur  un  diainolru  dos  so^menls  ayant  U« 
domi-diamotro  pour  nioyonno  proportionnollo  : cos  so;.’menls  doivent  ôtro 
oomptos  à partir  du  contre  do  la  courbe. 

Réciprocpiomont  : Si  par  un  point  fixe  O.  on  niono  une  droite  OA  ren- 
contrant en  rt,  a deux  droites  fixes  Ito.  \\n'.  et  >i  l'on  prend  sur  cette 
1 

droite  un  point  A tel,  que  OA  — le  lieu  du  point  A sera  une 

hyperlrole  ayant  son  centre  en  O,  et  pour  asymptotes  des  parallèles  à 
Bn'. 

IX.  ( X , AB  * X 'j  = ( 50  AB  X X 

F.es  sepiunis  sont  mesurés  suivant  les  asymptotes;  O étant  le  rentre, 
on  a la  relation 

(l<7  _ fV/ 

ÏÏZ  ■ < U?  ■ 

qui  exprime  que  le  rectangle  construit  sur  les  |wrallcles  menét's  aux 
asymptotes  par  un  point  de  la  courbe  est  constant.  (Conformément  à la 
remanpie  de  l'Exercire  I,  nous  avons  interverti  le  deuxième  rap|)ort.) 

327.  Kxniniiiuiis  (luelques  cas  particuliers  ilii  tluMtrème  re- 
latif à la  propriété  anliarnioni(|iic  îles  tangentes  à nne  conique 
(-275). 

KXKItCir.ES.  ' 

I.  tietto  propriété  prend  une  forme  très-simple  lor.sque  la  conitiue  est 
une  parabole,  puisque  cette  courbe  a toujours  une  de  ses  tangentes  à 
l'infini  (2.'if).  Ainsi,  dans  une  [larabole,  quand  trois  tangentes  fixes 

' ig-  Oii- 


K ^r/ 

O'-  / 


cou|icnt  une  tangente  variable  aux  points  B et  C (Jig.  99),  le  rap- 
port AB  : AC  est  constant. 

Si  l’on  fait  co'i'ncider  suce.«sivement  la  tangente  variable  avec  chacune 
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cloÿ  langcnlcs  fixes,  on  oblieiil  la  relation 

/>Q  _ jyi  _ ye 

gu  " I*-/  “ rl>  ’ 

Tl’,  gP.  QR  étant  trois  tangentes,  7,  r,  /;  leurs  |)oinls(lc  eontael. 

II.  Deux  (les  (|ualre  tangentes  fixes  en  B,  C,  I)  loo)  à une  ellipse 
ou  à une  hyperbole  sont  paralleU»s  : la  tangente  variable  eoïncide  suc- 
cessivement avec  l’utM'  d('S  tangentes  parallèles  (en  et  D). 

Si  les  tangenle.s  en  B et  C rencontrent  resiK'clivemcnt  en  h et  c,  h'  et  c' 

Fi^.  100. 

t.y 

b R 

».  x*;- 

'c 

'd 


les  tangentes  A et  D,  les  rapports  anharmoniiiues  .sont,  dans  l'un  et  l'autre 
cas, 

U ^ 

Ac  ’ DA’’ 

et,  par  suite,  le  rectangle  .A  A. DA'  est  constant. 

On  voit  ainsi,  en  partant  delà  propriété  anharmuni(|ue  des  points  d'une 
coniipie,  (]ue  les  droites  O.V,  .\D,  «lui  joignent  un  point  O de  la  courbe  aux 
deux  points  .\  et  D,  déterminent  sur  les  tangentes  paral'éles  des  points  A 
et  A'  tels,  que  le  rectangle  .\A.DA'  est  constant. 

328.  Nous  donnerons  ici  (|uel(|ues  exemples  des  problè*ines 
qu’on  peut  aisément  résoudre  au  moyen  des  propriétés  anliar- 
* 'monitjues  des  coniiiues. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  le  lieu  du  sommet  V d'un  triangle  dont  les  côtés  pivotent 
autour  de  trois  points  fixi>s  A,  B,  C,  tandis  que  les  deux  autres  sommets 
glis.sent  sur  deux  droites  fixes  Oa,  OA. 

Supposons  qu'on  ait  tracé  [Jîg-  loi)  quatre  de  ces  triangles,  et  soient 
««'«'n'”,  AA'A'A”  les  diverses  positions  des  sommets  glissant  sur  les  droites 
fixes.  Les  deux  faisceaux  (C,  an’d’n"),  (C,  AA'A'A'”)  sont  identiques; 
donc 

(fla'a'rt'")  = (AA'A'A"), 

37. 
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[rin'/i’ir)  (li'si;;nnnt  le  rapport  anharmoniqiie  des  poini.s  «,  n”; 

par  fuite 

(.V.flnVfl")  (M,hb'h’b"), 

et  d'aprè.s  la  nature  de  la  rpiestion 

(A,VV'V'V")  = {B,VV'VV*)  ; 

dono  les  points  .A,  B,  V,V",  V',  V”  .sont  sur  la  rtit'inc  conique. 

I/>s  trois  premiers  triangles  tUant  supposas  lixcs,  le  sommet  V"  ilu 
quatrième  se  trouvera  sur  la  roniipie  ABVV'V’. 

Fi  J.  loi. 


V 


,,  Il  N 


Ce  mode  de  génération  des  sections  coniques,  indiqué  par  Mac  Laurin 
(l'oiV  n"  269,  Ex.  III),  peut  encore  se  justifier  de  la  manière  suivante. 

Les  systèmes  de  droites  menées  par  les  points  A et  B étant  respective- 
ment homograpliiques  avec  le  système  passant  par  le  point  C sont  liomo- 
graphiquos  entre  eux  ; par  suite  (297),  le  lieu  de  l'interseclion  des  droites 
corro.spondanles  est  une  conique  passant  par  A et  B.  Les  Exercices  sui- 
vants pourraient  être  de  même  considérés  comme  des  applications  du 
princiiie  énoncé  au  n°  297. 

II.  .M.  Cliaslcs  a fait  voir  que  la  même  démonstration  était  encore  ap- 
plicable lorsque  le  ci\téoè,  au  lieu  de  passer  par  Un  point  fixe  C,  envelop- 
pait une  conique  tangente  à 0«  et  Ob  \ car,  dans  cette  liypolliese,  les 
points  déterminés  sur  les  droites  0«  et  Oi  satisfont  encore  à la  relation 

,'«oV«’)  (bb'b’ir)  (27.‘i). 

III.  Méthode  de  Newton  pour  la  génération  des  coniques.  Les  sommeLs 
de  deux  angles  de  grandeur  constante  a cl  ^ tournent  autour  de  deux 
points  fixes  I’  et  (.);  l'interseclion  de  deux  de  leurs  côtés  glisse  sur  la 
droite  AA'  ; le  lieu  V,  V',  V",  V*de  rinterseciion  V de  leurs  deux  autres 
côtés  est  une  conique  paf.sant  par  P cl  Q. 

Prenons,  comme  plus  haut,  ipiatre  positions  des  angles  (fig.  >02),  on 
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ü alorâ 

(P,  AA'A’A")  = (Q,  A.VA'A”); 

et  comme  les  angles  des  faisceaux  ayant  P ou  ÿ |>our  sonimels  sont  res- 

Kig.  loa. 


A A’  A"  A' 


V 

O 


|>ecliAement  égaux,  il  vient 

(P,  AA  A' A”)  =:  (P,  VV'V'V''), 

(y,  A A'A’A")  = (y,  VV'V'V"). 

Donc 

(P,  VV'V'V")  = (y,  VV'V'V"), 
ce  qui  démontre  le  Üiéoréme. 

IV.  .M.  Cliasles  a fait  voir  que  le  lieu  était  encore  une  roni(|ue,  lorsque, 
le  point  A,  au  lieu  do  glisser  sur  une  droite,  glissait  sur  une  conique 
lassant  par  les  points  P et  y;  car  on  a toujours 

(P,  AA'A'A")  = (y,  AA'A'A"). 

V.  la>  lieu  est  encore  une  conique  si  les  angles  ï et  fj,  au  lieu  d'être 
constants,  interceptent  ri'spcctivement  des  segments  constants  sur  deux 
droites  fixes.  Car  alors  l’égalité 

(P,  AA'.\'A")  = (P,  VV'V'V") 

résulte  do  a'c  que  les  faisceaux  déterminent  des  segments  de  même  lon- 
gueur sur  une  droite  fixe. 

Ainsi  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  est  une  conique  lorsque,  la  hase 
de  ce  triangle  étant  fixe,  les  autres  cotés  interceptent  sur  une  droite  fixe 
des  segments  de  longueur  constante. 

VI.  La  démonstration  de  l'Exercice  I peut  encore  s’étendre  au  cas  où 
les  extrémités  do  la  droite  glissent  sur  une  conique  [Kissant  par  les 
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poinls  A,  11 
par  suiU' 


Car  on  prenant  (juatre  positions  du  triangle,  on  a 

) = [hh'h’lr], 

(A,  = (11,  i *'///<”). 


Vil.  La  base  d'un  triangle  liasse  [lar  l'intersection  C des  tangentes 
cuminunes  à deux  sections  coniques;  les  extrémiK''s  de  cette  ba.se  nb  glis- 
sent sur  l'une  et  l’autre  des  coniques  pendant  que  les  cdtés  pivotent  au- 
tour de  deux  points  fixes  A et  B pris  sur  l’une  et  l’autre  des  coniques  : 
le  lieu  du  sommet  est  une  conique  passant  par  A et  B. 

la  marche  à suivre  pour  déterminer  ce  lieu  est  analogue  à la  pn'H'é- 
dente  et  s’appuie  sur  le  théorème  du  n“  i“6,  dont  voici  du  reste  une 
démonstration  géométrique  assr'z  simple.  Soit  (O,  ABCIl)  le  faisceau  mené 
par  les  points  correspondants  du  faisceau  (o,  iibal).  Les  droites  OA,  on 
se  couiH'nt  en  r sur  une  des  cordes  d’intersection  des  coniques  (27i, 
Ex.  1);  de  mémo  BO  et  bn  se  coupent  en  /•'  sur  la  même  corde,  etc.  : 
ilonc  les  rapports  anharmoniqiies  des  deux  faisceaux  ont  même  mesure 
(,-,'rV”)- 

VIII.  Un  peut  supposer,  dans  l’Exercice  VI , que  la  base,  au  lieu  de 
passer  par  un  point  fixe,  enveIop|)C  une  conii|uc  ayant  un  double  contact 
avec  les  coniques  données  [ivtir  n"  i7C). 

IX.  Les  n sommets  (rt, /),  c, .. .)  d'iiu  polygone  glissent  sur  une  co- 
nique, tandis  que  « — i de  ses  côtés  pivotent  autour  de  « — i points  fixes, 
le  côté  libre  enveloppe  une  coniipie,  ayant  un  double  contact  avec  la  co- 
nique donnée. 

Prenons  quatre  positions  du  polygone  nbr . . n' b’r  . . . , n'b'i'..., 
n‘"b’'r’' . . . ; on  aura  la  série  d’égalités 

(««'«’«")  “ [b b' b" b'" ')  — (cr'c'’c"’ ), 

ce  qui  ramène  le  problème  à relui  indiipié  au  n°  277  : Étant  donné  trois 
couples  de  points  ««'«',  iht'd’,  trouver  l’cnvelopi>e  de  de  telle 

sorte  que 

[nn'a’n”')  = (r/r/V/'r/"). 

.X.  Inscrire,  dans  une  conique,  un  polygone  dont  les  côtés  passent  par 
des  points  fixes. 

Prenons  un  point  quclconi|ue  n de  la  conique  pour  sommet  du  poly- 
gone, et  construisons,  en  partant  de  ce  point,  le  polygone  dont  les  côtés 
p.isscnt  par  les  points  donnés  : le  point  z,  où  le  dernier  côté  rencontrera 
la  conique,  ne  coïncidera  pas  en  général  avt>c  le  point  n.  Inscrivons  ainsi 
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/IMiitri-  )K)ly!;on(‘s  qui,  parliinl  dos  |i6itils  n*,  so  li^rmirioroiit 

on  Z,  z\  z",z",  nous  aurons,  ooinmo  |>rocodemmont, 


i‘l  si  lo  dernior  polygone  essayé  satisfait  à la  question,  «"  coïncidera 

lï(;.  lot. 


r 


k’  f'  ' ' Ln  ' M 
\ 


avec  j".  Dés  lors  le  problème  se  ramène  à celui-ci  ; Étant  donné  trois 
couples  du  points,  an' u' , zz'z",  trouver  un  point  K tel  que 

{ KrtrtVi”)  = ( K 

Si  nous  considérons  comme  les  sommets  d'un  hex.igone 

inscrit  (dans  l'ordre  où  nous  venons  de  les  indiquer  en  prenant  alterna- 
tivement iiiwi  et  un  de  maniéré  que  «,  «’  soient  les  sommets  opposés 

à Z.  z',  i”),  l'un  des  points  ou  la  droite  lai.-sant  par  les  intersections  des 
côtés  opposés  rencontre  lu  conique  sera  le  point  K.  En  effet,  si,  dans  la 
,/îg.  io3,  on  représente  par  A,  C,  U et  D,  E,  B les  [xiints  a,  a',  a’ 
et  z,z',z\  et  si  l'on  prend  les  côtés  dans  l'ordre  ABCDEF,  les  intersections 
des  côtés  opposés  sont  I,,  M,  N,  et  le  rapiiort  (KPNL)  mesure  à la  fois 
(D,  KACE)  et  ( KDFU);  on  a clone  . 

(K.U;E)  = (KDFB), 
ce  qui  justifie  la  construction  (*). 


(•)  Olle  constniotidii  du  |inly(;uiie  iiisrril  à iiiif  coniipiu  est  due  à Poii- 
eelet  ( Traite  tiei  Proprirtés  projectives,  |i.  3ii}.  l a deinuiislratioii  que  j'en  ai 
donnée  m’a  été  eoiiiiiiuniqnee  (.ar  M.  Townsend.  Klle  pnit  servir,  en  mitre,  à 
montrer  (jiie  la  eoiistruction  de  Iionrelet  s'applique  à ta  scdiitiuii  itii  pro- 
lilênie  suivant  : Inscrire  dans  une  conii/ue  un  poTt^one  dont  chaffue  côté  soit 
tanpent  à une  conitfue  as  nnt  au  itouhte  contact  avec  la  couii/ue  donnée.  T outes 
ees  cuniqiies,  luuirlie.’s  par  ies  ciites  du  polvjpine,  peuvent  être  dilt'ennitea. 
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Il  est  facile  do  \oir,  d’après  l'Excrcicc  IX,  ([ue  K est  l’on  des  points  de 
contart  d’imc  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  proposée  et  lan- 
j,'enlc  aux  droites  r/ï,  «'a',  La  solution  précédenle  peut  donc  s’ap- 
pliijuer  au  problème  suivant  : Décrire  une  conique  ayant  un  double 
contact  avec  une  conique  donnée  et  tangente  à trois  droites  données. 

XL  La  propriété  anharmonique  nous  permet  de  donner  une  démons- 
tration simple  du  tbéoréme  de  Pascal , sur  letptel  nous  nous  sommes 
appuyé  dans  l lixercice  précédent. 

On  a 

(E,  Cni'B)  = (.\,CDFB). 

D'ailleurs,  en  conqiarant  les  segments  déterminés  respectivement  sur  BC 
et  IH'.  par  le  premier  et  le  second  faisceau,  on  voit  que 

(CBMB)  = (CDNS).  • . 

Si  l’on  joint  le  point  L à chacun  des  points  de  Bl'.  et  de  DC,  on  forme 
deux  faisceaux  qui  ont  trois  rayons  communs  CL,  DE,  .\B,  les  quatrièmes 
rayons  NL,  L.\I  ne  forment  donc  qu’une  seule  ligne  droite.  On  démontre- 
rait de  même  le  théorème  do  Biianchon,  en  s'appuyant  sur  la  propriété 
anharmonique  des  tangentes. 

XII.  Une  conique  passe  par  quatre  points  A,  D,  F,  B ; trouver  l’envc- 
lopipe  do  la  corde  CE  déterminée  par  les  intersections  de  la  conique  avec 
deux  droites  fixes  DC,  DE  passant  par  un  di*s  points  donnés  io3). 

Les  sommets  du  triangle  CE.M  glissent  sur  les  droites  fixes  DC,  DE,  XL, 
et  deux  de  sr>s  cotés  passent  par  des  points  fixes  B,  F.  Donc  le  troisième 
coté  CE  envelupi>e  une  coni()ue  tangente  aux  droites  fixes  IK’. , DE. 
(Cette  génération  de  la  conique  est  réciproque  de  celle  indiquée  [lar 
.Mac  Liurin.) 

XII.  Une  conique  passsc  par  (pialre  (loints  A,  B,  I),  E ; la  droite  CF 
qui  joint  les  points  où  les  deux  droites  fixes  .\I’,  CD  ( menées  chacune  par 
un  des  quatre  points  donnés)  rencontrent  la  courbe  passe  par  un  point 
fixe. 

Deux  des  côtés  du  triangle  CF.M  [fig.  io3)  passent  par  les  points  fixes  B 
cl  E,  les  sommets  glissent  sur  les  droites  fixes  AF,  CI),  .NL,  qui  coucou- 
rent  en  un  môme  point  ; donc  CF  passe  par  un  point  fixe  (301). 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  Chapitre  relatif  à la  méthode  des  projections 
les  Ihéurémes  bien  connus  (335,  Ex.  III  et  IV),  qui  ont  conduit  aux  pré- 
cédents. 

XIV.  Dans  une  conique , le  rapport  anharmonique  de  quatre  diamètres 
est  égal  à celui  de  leurs  quatre  conjugués. 
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Co  théorème  est  un  cas  particulier  do  celui  du  n°  297,  Ex.  II  ; le 
rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  est  le  même  que 
celui  de  leurs  polaires.  Mais  on  peut  le  démontrer  directement,  en  oh- 
.servant  que  le  rapport  anliarmonicpie  de  quatre  cordes  issues  d’un  même 
point  do  la  courbe  est  égal  à celui  de  leurs  cordes  sup|ilénientaires  (179). 

XV.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à un  qua- 
drangle  donné  (Ibl,  Ex.  III). 

Menons  dans  une  conique  les  diamètres  ayant  pour  cordes  les  côtés  du 
qnadrangle:  le  rapport  anharmonique  de  ces  diamètres  est  connu,  puis<pi'il 
est  égal  à celui  de  leurs  conjugués,  c'est-à-dire  à celui  du  faisceau  dont 
les  rayons  sont  parallèles  aux  côtés  du  quadrangle.  Donc  le  lieu  est  une 
conique  passant  par  le  milieu  des  côtés  du  quadrangle.  Dans  le  cas  où  la 
conique  se  réduit  à deux  droites,  les  intersections  des  diagonales,  celles 
des  côtés  opposés  sont  des  points  du  lieu  : donc  ces  (Kiints  se  trouvent 
sur  une  conique  passant  par  le  milieu  des  côtés  et  des  diagonales. 

329.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  former  les  théo- 
rèmes réciproques  de  ceux  que  nous  venons  d'énoncer  et  de 
les  démonlrer  direciemeni  au  moyen  de  la  propriété  anliar- 
monique  des  tangentes  à une  conique.  Ils  sont  presque  tous 
renfermés  dans  le  théorème  suivant: 

Les  droites  qui  joij’nenl  les  points  correspondants  ou  ho- 
mologues de  deux  divisions  homographiques  a,  h,  c, 

b',  c' , d',...  de  bases  (')  différentes  enveloppent  une  co- 
nique. En  elTet,  d’après  la  propriété  anharmoni(|uc  des  tan- 
gentes, la  conique  tangente  aux  deux  hases  cl  aux  trois 
droites  aa’ , bb' , cc'  est  également  tangente  à la  droite  dd'  ("*). 


(•)  Oii  sippollo  la  ligm*  druiti^  sur  luqiiollo  boni  Mtucb  Icj*  f for- 

mant une  dhisioii. 

(**)  lien  des  intori^^cUons  des  druiles  Pt/,  PV/'  qui  joignent  le»  points  de 
CO»  deux  tiivihiuns  à deux  points  tlies  P et  P',  est  une  cuniqiio  passant  par  ces 
points  lixes.  On  suit  (*77)  que  si  a,  b,  c,  a\  b\  c\  </'  sont  deux  sys- 

tèmes homo^^ruphiques  de  points  pris  sur  une  conique  donnée,  cVst-a'dire  tels, 
qu'on  ait  toujours  (rt'A'cV’},  l’enveloppe  de  dd'  est  une  conique 

ayant  un  double  contact  avec  la  conique  donnée.  De  même  : le  lieu  des  inter- 
sections des  droites  P</,  P'</'  menées  à ces  deux  systèmes  homo(;raphiqucs  de 
points  pris  sur  une  conique,  par  deux  points  lixes  P et  P'  de  In  conique^  est 
une  conique  passant  par  P et  P'.  De  plus  : lorsque  deux  coniques  S et  S'  ont 
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Ce  ihéorème  est  le  réciproque  de  cehii  qui  a été  donné  au 
n°  297,  et  peut  se  démontrer  en  considérant  les  équations  in- 
diquées alors  comme  des  équations  tangentielles.  Ainsi  P,  P'; 
0,  Q'  représentant  en  coordonnées  tangenlielles  deux  couples 
de  |)oints  correspondants,  P -t-).P',  Q -4-  ).P’,  en  représenteront 
un  autre,  et  la  droite  qui  les  joint  sera  lansrente  ù la  courbe 
donnée  par  l'équation  langentielle  du  second  ordre  PQ'  = P'Q. 

EXERCICE. 

l’iir  un  point  fixe  P,  on  mené  une  transversale  P.V  qui  renrontre  en  .V,  A' 
les  deux  droites  fixes  OA,  OA';  on  prend  sur  ces  droites,  à partir  de  A 
el  de  A',  des  serments  .\«,  A'«'  de  longueur  donnée  ; trouver  l'enveloppe 
de  au' . 

En  donnant  ù la  transversale  (lualre  positions  successives  H,  I), 
on.  a évidemment 

(ABCD)  .=  (A'B'C'D'), 

et  comme 

(ABCl)j  = (A'B'C'D')  = [u'b'i'il'), 

la  droite  enveloppe  une  conique  tangente  à OA  et  0.\'. 

330.  Lorsque,  par  la  luélliode  précédente,  on  trouve  que 
l'enveloppe  d’une  droite  mobile  est  une  section  conique,  il 
est,  en  général,  utile  de  rechercher  si,  dans  une  de  ses  posi- 
tions particulières,  la  droite  mobile  ne  se  trouve  pas  tout 
entière  à l’infini,  car  alors  elle  envelopite  une  parabole  (2.’jV). 
Ainsi,  dans  l’Exercice  précédent,  la  droite  an'  ne  peut  être  à 
l’infini,  que  si  la  transversale  .A.\'  peut  elle-même  être  à l’in- 
fini, c’est-à-dire  lorsque  le  point  P est  à l’infini.  Pour  que 
l’enveloppe  à latiuelle  on  arrive  dans  l’Exercice  précédent 
soit  une  parabole,  il  faut  donc  (|ue  les  transversales  au  lieu  de 
passer  par  un  point  fixe  soient  menées  parallèlement  à une 


un  (toubU‘  contnrl  avec  une  tmisième  S",  les  tanj^entes  ii  S*  «leterniinent  des 
»yst4*im‘s  homo{;raphiques  abai...  dans  S,  et  ti'bU’il' . . . dans  S',  tels  que 
= (rt'A'fV/')  (*27(>).  Maison  ne  pas  dire  que,  reciproquenieiil,  les 
droites  qui  joi^nenl  les  points  homolo^pies  de  dmi\  svstermts  homujraphi - 
(|Ues  upparlenant  a deux  coniques  différentes  eineloppciit  nect'ssairement  une 
conique. 
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ilroiie  (lonnpc.  On  peiii  du  reste  souvent  déterminer  la  miture 
du  lieu  décrit  par  un  point  niohile,  en  étudiant  (luelqiies  po- 
sitions particulières  de  ce  point  (328,  K\.  XV). 

331.  h.ltinl  iloiiiuf  un  système  de  points  situés  sur  une  droite, 
on  peut  toujours  former  sur  une  antre  droite  un  système  ho- 
mographique  tel,  qu'iï  trois  points  a,  b,  c du  premier  corres- 
pondent dans  le  second  trois  points  a',  b',  c',  pris  arbitraire- 
ment. 

Prenons  sur  cliaque  droite  une  origine  cl  désignons  par 
a,  b,  c,  X les  distances  à l'origine  des  trois  points  donnés  et 
d’un  point  variable  de  la  première  droite;  par  a',  bt,  <•',  x'  les 
distances  analogues  des  points  de  la  deuxième  droite.  La  con- 
dition pour  que  les  points  des  deux  systèmes  se  corresjiondent 
sera  donnée  par  la  relation  (277) 

(a-  b){  e-x)  _ (fl'  -b’  ) (c'  - .r'  ) 

(fl  — <’)  i b — a:  ) ( «'  — c'}  (b'  — x'  )' 

qui,  développée,  conduit  à une  expression  de  la  forme 

\xx‘  -f  Ba"  Ca’'  -4-  D = ü ( * ). 

On  peut  donc  toujours  trouver  sur  la  seconde  droite  un 
point  x'  correspondant  à un  |)oint  x <1î  la  |)rcmière,  de  telle 
sorte  ipie  l’on  ait 

abex—  a'  b'  c'x'. 


(*)  M.  ce  Uo  la  inaiiîrrt*  îiiihantt*.  I.«*s  points 

.r,  .r'  appartoiinnl  iiiix  fiystôiTUix  homographlquos,  et  los  poiiiU  a,  A,  a\  h’  »*lant 
l<*s  rapports  rt.r  î hxy  a'x'  lies  par  une  équa- 

tion linéaire  telle  que 

ftJ-  /i*  X ' 

* r~  a , - -r  -H  y = O. 
bx  h X 

Si  l'on  représente,  etnume  ri-<lessus,  les  ilistanei^  îles  points  a I’ori{»lne  lî^e 
par  rt,  A,  ,r;  b\  .v\  cette  relation  tle^ienl 


rt  — T 

' F-  x' 


A'  — 


- ^ 4-  V — O . 


donne,  par  le  devehqqKMuenl  entre  .r  et  .1',  une  expiession  de  la  forme 
A -h  b.»  4-  r.a'  4-  I)  =i  0. 
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Lorsque  celle  relaiion  esl  vérifiée,  la  droile  qui  joinl  les 
points  x,x'  enveloppe  une  conique  langenle  aux  deux  droites 
données,  et  celte  conique  est  une  parabole,  lors(|ue  A = o, 
puisque  alors  x'  devient  infini  en  même  temps  que  x. 

Réciproquement  ; Deux  systèmes  de  points  en  lif^ne  droite, 
assujettis  à une  relation  quelconque  sont  liomof'rapfiiques  si  à 
un  point  du  premier  système  correspond  toujours  un  point  du 
second,  et  s'il  ne  lui  en  correspond  qu'un  seul. 

Une  équation  de  la  forme 

\xx'  + Bj:  -f-  Cx'  -(-  D = O 

est  éviderfimenl  la  relation  la  plus  générale  à laquelle  on 
puisse  assujettir  x et  x' , en  vue  de  déterminer,  par  une  é(]  na- 
tion du  premier  degré  {donnant  toujours  une  solution,  et  n’en 
donnant  qu’une  seule),  x en  fonction  de  x',  ou  réciproijue- 
menl.  Lorsque  celle  équation  esl  vérifiée,  le  rapport  anh.ar- 
nionique  de(|ualre  points  du  prcmiier  système  esl  égal  à celui 
des  quatre  points  correspondants  du  second,  puisque  le  rap- 

I • ' X — r)  {z  — «•)  , 

port  anliarmomquc  pas  lorsqu  on 

, Bx  -I-  I)  B V -H  D 

y remplace  x,  y,  etc.,  par  — — Y,.  d ’ ’ ’ ' 

332.  /.es  distances  à l'origine  de  deux  points  A et  B pris  sur 
l'axe  des  x étant  données  par  l'équation  ax^  -H  2/ix  -+-  6 = o, 
et  .celles  de  deux  autres  points  A'  et  B'  situés  sur  le  même  axe 
pur  a'x’  -f-  2 li'x  l)'  = O,  trouver  la  condition  pour  que  ces 
deux  couples  de  points  soient  conjugués  harmoniques. 

Soient  a,  {3  les  distances  des  deux  premiers  points  à l’origire, 
a.',  P celles  des  seconds,  on  aura 


ou  bien 


AA'  _ _ AB' 
A'B“  B' B’ 

a - a'  _ x-p 
a'-?-”  P-^' 
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«t,  en  développant, 

{x  -i-  P)  (a'  4-  [3' ) = 2 a3  -4-  2 x’p', 

mais 

a + p=^-—,  oc'  + P'  = -^,  «p  = -.  x'P'  = -,-, 

la  eondition  cherchée  sera  donc 

ah'  -4-  a’ b — xfi  h'  — » ( *•) . 

On  démontrerait  de  même  que  cette  éiiualion  exprime  aussi 
que  les  deux  couples  de  droites 

ax’  -h  x/ixP  -f-  bp',  n'x-  -4-  xlixP'  + b'p' 

sont  conjugués  harmoniques. 


333.  Le  couple  de  points  ax’’ + xlix h = o,  conjugué 
harmonique  des  deux  couples  a'x'  -4-  x/i'x  + />'  = o et 
rt”x’ -h  7li”x  + b"  = est  conjugué  harmonique  de  tous  les 
roupies  de  points  donnés  par  l’équation 

( lix’  4-  2 b'x  4-  /»'  ) 4-  ),(  4-  2 h’'x  4-  b" ) o. 

Ko  effet,  la  condition 

rt(  b'  4-  f.h")  4-  b{a'  4-  }.x")  — 7./i{  b'  4-  /,/('')  = o 
est  remplie  lorsqu’on  a séparément 

a b'  -h  b a'  — xhll'  = o,  a b"  4-  b a"  — xlilt"  — ; o. 

33i.  Trouver  le  lieu  d’un  poinl  tel.  que  les  tangentes  menées 
de  ce  point  à deux  coniques  données  forment  un  fiiscenu  hut'- 
monique. 


(*)  On  (Unnoiitri'rait  do  niôiiio  «[iio  lo  ia}»]>ort  anliarmoiiiqtio  do  ce»  quatre 
lioint»  o»t  drtormine  l(>r»t|m'  lo  ra|q)ort 

ah  — T A//')' 

(«A  — h'  }{a'h'  — A'*; 

est  donné. 
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dans  laquelle  S,  S'  el  F re|iréseineiil  les  deux  coniques  don- 
nées el  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

335.  Trom-er  la  condition  pour  que  lu  droite 

\x  -+-  vy  = O 

soit  divisée  harmoniquement  par  les  deux  coniques  précé- 
dentes. 

En  éliminant  y entre  les  équations  de  la  droite  et  de  l’une  des 
coniques  pour  déterminer  leurs  points  d’intersection,  il  vimit 

{«>’  -I-  c/.’ — a — 2(c>,a  — f}.v  — -f-  /iv')a^ 

-h  {h -h  eu.’’  — y fp-v  ) = o ; 

si  l’on  écrit  la  condition  (332)  pour  que  ces  points  soient  con- 
jugués harmoniques  des  points  correspondants  de  l’autre  co- 
nique, on  trouve 

(hc'  -h  b'c  — iff  ( en'  -I-  c'a  — igü'  ) 'J-' 

-I-  ( rt  //  -f  a' h — Ttfih')  v’ 

-f-  2{gli'-\-g'h—nf —a'f)uv-h^{lif'-hti'f—l>g' — b'g)yA 

Il  faut  donc  (|uela  droite  enveloppe  une  conique  {*). 

336.  Involulion.  — Deux  systèmes  de  points  «,  b,  c,..;  a',  b', 
c,...  situés  sur  la  même  droite  sont  liomograpliiques  (331) 


(*J  I.orsquVn  remplaçant,  tîaiis  l'éqiialiuii  de  deux  coniques  U et  V,  a par 
/«  -H  etc.,  on  obtient  les  nsultats 

;*i;  ;*v  4-  a;/xQ-+- 

il  est  facile  de  voir,  comme  ci-desmis,  que  T V'4-  U'  V — jPQ  represt'nle  les 
deux  droites  tpi'on  peut  mener  par  (a',  y'),  de  manière  à ce  quVlles 

soient  divisées  harmoni<|iiement  par  les  coniques.  On  (anit  voir,  en  outre  (290)^ 
que  le  système  des  quatre  droites  joignant  >*ux  inlerMTtioiis  di's 

coniques  a pour  équation 

(UV'h-  ü'V  — 2PQ)*=  ,'|  (Il  U'—  P*)(V  V'—  Q'), 
i;U'— *P*,  V V' — Q*  étant  les  couples  de  tangentes  menees  aux  coniques  par 

é'.  ■/')• 
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lorsque  les  ilislances  X,  x' à une  origine  quelconque  de  deux 
points  correspondants  ou  conjugués  satisfont  à une  relation 
de  la  forme 

Kxx'  -4-  Bx  -+-  Cx'  -f  D = O. 

(’ette  é(|uation  n'étant  pas  symétrique  en  x et  x',  un  point  de 

la  ligne  n'aura  pas,  en  général,  le  même  point  correspondant 

suivant  (|u'on  le  considérera  comme  faisant  partie  de  l'un  ou 

de  l'autre  des  systèmes.  Ainsi  au  point  situé  à une  distance  x 

corri'spondent  respectivement  les  points  situés  aux  distances 

Bx  -I-  D Cx  -I-  D , . 

— • selon  qu  on  le  considéré  commean- 

Ax  -H  L Ax  + B 

partenant  au  premier  ou  second  système. 

Deux  systèmes  homographiques  situés  sur  la  même  droite 
forment  un  syslènie  en  ini'oliition  lorsqu'on  peut  trouver  sur 
la  droite  un  point  qui,  considéré  successivement  comme  ap- 
partenant à l'un  et  à l'autre  système,  corresponde  toujours  au 
même  point,  l-'éiiiiation  précédente  devant  alors  être  symé- 
trique en  X et  x' , on  aura  B = C,  et  on  pourra  la  mettre  sous 
la  forme 

x.t'  -I-  h ( .r  -f-  x'  ) -(-  b = o. 


Lors(|ue  les  distances  à l'origine  des  deux  points  correspon- 
dants sont  données  par 

rtx’  ■+-  1/1X  + b = (I,* 


on  a 


A è -H  Brt  — 2 H //  = o. 


337.  Un  système  en  involution  se  compose  donc  d'un  cer- 
tain nombre  de  points  a,  a':  b,  b',...,  en  ligne  droite,  tels  que 
le  rapport  anharmonlt|ue  de  quatre  quelconques  d'cntfc  eux 
est  égal  à celui  des  quatre  points  correspondants.  En  expri- 
mant l'égalité  de  ces  rapports,  on  peut  arrivera  diverses  rela- 
tions entre  les  distances  mutuelles  de  ces  jioinls.  Ainsi,  de 


{(ibf(i')  {(l'h'v'a) 

on  tire 

nb.co'  (ïb'.r'fi 
tui’.br  ti'a.b'e'' 
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par  suite, 


ab.ca' . b‘c'  = — a' b' .c'a.  bc. 


Le  développement  des  diverses  relations  auxquelles  on  peut 
ainsi  arriver  ne  présente  aucune  difficulté. 

338.  La  relation 


kxx'  + H(  j;  + x'  ) -t-  B = O, 

que  vérifient  les  distances  .r  et  x'  à l’origine  de  deux  points 
conjugués,  peut  se  simplifier  par  un  choix  convenable  de 
l'origine.  En  effet,  si  on  la  déplace  de  la  quantité  a,  on  a,  en 
désignant  par  x^  et  x,'  les  distances  rapportées  à la  nouvelle 
origine, 

A{x,  + a)(x,'  -t-  a ) -I-  H (X|  + X,'  + 2a)  -t-  B = O, 
ou  bien 

A X,  X,'  H-  ( H -4-  A a)  ( X,  + X,' ) 4-  A a’  -4-  2 H a 4-  B = O, 

et,  si  l’on  détermine  a par  la  condition  H 4-  .Va  = o,  la  rela- 
tion entre  les  distances  à l’origine  de  deux  points  correspon- 
dants se  réduit  à 

x,x,'  = constante. 

L’origine  déterminée  de  celte  manière  est  le  rentre  du  ivs- 
lènie,  d’où  le  théorème  suivant  : /.e  produit  des  distances  au 
centre  de  deux  points  conjugués  est  constant. 


339.  Puisqu’en  général  le  point  correspondant  à x est  donné 

H .r  4-  B • 1 

par  — point  est  situe  a I inhni  lorsqu  on  a 

Ax  4- H = O ; donc  : Le  centre  est  te  point  dont  le  conjugué 
est  à r infini. 

On  arriverait  à la  même  conclusion  en  partant  de  la  relation 


c’est-à  (lire  de 


( ahcc'  ) = ( a'b'c’c), 

ac  bc’  a' c' . b'c 

ac' .bc  a'c  b'c' 


cl  en  supposant  c'  à l'infini  •,  car  alors  bc'  — ac',  a'c'  = b'c',  et 

28 
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ac.a'c  = hc.b'c. 

Elle  exprime  que  le  produit  des  distances  au  point  c de  deux 
points  corrcspondanls  est  constant,  c ayant  son  conjugué  à 
l’infini.  Elle  peut  se  mettre  sous  l'une  ou  l’autre  des  formes 

eu . ca'  =:  -f  /)  ’,  en  .ca'  = — h\ 

suivant  que  le  contre  est  en  dehors  des  deux  points  qui  se 
correspondent  ou  bien  entre  ces  points. 

3i0.  Un  point  qui  coïncide  avec  son  conjugué  est  un  foyer 
du  système.  Il  y a évidemment  deux  foyers/,/'  également 
distants  du  centre,  et  situés  l’un  d’un  côté,  l’autre  de  l’autre 
de  ce  centre.  La  distance  cf  du  foyer  au  centre  est  donnée 


Lorsque  /i’  est  pris  avec  le  signe  +,  c’est-à-dire  lorsque  deux 
points  conjugués  sont  toujours  d’un  même  coté  du  centre, 
les  foyers  sont  réels;  dans  l’autre  cas  ils  sont  imaginaires. 

En  faisant  X dans  l’é()uation  qui  relie  les  distances  à 
une  origine  quelconque,  de  deux  points  (jui  se  correspon- 
detit,  on  trouve 

A x'  -4-  7.  H J"  B = O 

pour  déterminer  les  distances  des  foyers  à cette  origine. 

.3il.  Lorsqu’un  couple  de  points  conjugués  est  donné  par 
l’équation 

ux’  4-  a/ix  -t-  = O, 

les  coefficients  de  celte  équation  satisfont  à la  relation 
A è -H  B rt  — 2 U /i  = O ( 336  ). 

Donc  (332)  : Veux  points  conjugués  quelcom/ues  forment  avec 
les  foyers  une  division  harmonique. 

Ce  th('*orème  peut  aussi  se  déduire  de  l’égalité 

("//■'«')=  («'/Tfl), 
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qui  donne 

nf  a'.f  _ n'f.nf 
aa'.ff  a'a.ff' 

ou 

«/'  «'/'■ 

Les  poinis  a,  a'  divisenl  donc  intéricuremenl  ou  exlérieure- 
menl  la  distance  ff  des  deux  foyers  en  segments  qui  sont 
respectivement  dans  le  même  rapport. 

Corollaire.  — Lorsqu’un  des  foyers  est  à l'infini,  l’autre 
foyer  divise  en  deux  parties  égales  lu  distance  comprise  entre 
deux  poinis  conjugués;  la  distance  uh  entre  deux  poinis  quel- 
com|ues  du  système  est  alors  égale  à la  distance  a' b'  de  leurs 
poinis  correspondants. 

3't2.  Deux  couples  de  points  déterminent  un  système  en 
involution.  Ola  résulte  de  ce  qu'en  prenant  arbitrairement 
deux  couples  de  poinis 

ux'  •J.hx  -4-  />  = O,  a'x’  j.lt'x  + b'  = 0, 
on  peut  toujours  déterminer  A,  II,  B par  les  équations 
\b  -y  B a — 2II/1  = O,  \b'  -h  Bu'  — a II/i'  = o. 

Il  est  facile  de  voir,  comme  au  n°  333,  qu’un  couple 
quelconque  de  poinis  formant  avec  les  deux  couples  précé- 
dents un  système  en  involution  peut  être  représenté  par  une 
équation  de  la  forme 

( ax^  -y  2 h X b)  -h  ').(a'x'‘  -f-  2/1'ar  -t-  b')  = o, 
puisque  les  valeurs  de  A,  II,  B 

a{a/i'  — a'h),  a(/iè'  — h'b),  {ab' — a'b), 

< 

déterminées  d’après  les  équations  précédentes,  satisfont  à lu 
relation 

A ( 6 -4-  t.b'  ) -e  B ( </  -4-  l.a'  ) — a H ( /i  X /i  ) o { ), 


(*)  La  coiidiliun  pour  que 


trois  couples  de  points  «x*-h  q/u -h  ^ = o, 

28. 
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On  a ainsi,  pour  délerminer  les  foyers  da  système  défini 
par  les  deux  couples  de  points  donnés,  l’équation 

(ah'  — ff'/i  )x^  -i-  (ab'  — a'  b]x  + { lib'  — h'b)  = o . 

Otte  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme,  en  ren- 
dant homogènes,  par  l’introduction  d’une  nouvelle  variable  _r, 
les  équations  des  couples  de  points,  qui  deviennent  alors 

U = ax’  4-2/1  x y ■+■  b r\  V = a'x^  2 h'xy  ■+-  b' y'; 

ce  qui  donne,  pour  déterminer  les  foyers, 

rf  V _ ^ _ 

d X dy  dy  d x 

Les  foyers  du  système  défini  par  les  deux  couples  de  points 
a,  a';  b,  b'  peuvent  aussi  se  déduire  de  l’égalité 


(afbn')  = {n'fb’a), 

qui  donne 

af.ba' a'f.b'a 

a'f.ba  af.b'a’' 

d'où 

af  ’.n'f  y.  ab.ab’  : a' b .n' b' \ 

le  point  f est  alors  déterminé  par  la  condition  de  diviser  inté- 
rieurement (ou  extérieurement)  la  distance  aa'  dans  un  rap- 
port donné. 


:1V3.  La  relation  entre  les  segments  formés  par  six  points 
en  involution  est  la  même  que  celle  (pii  existe  entre  les  sinus 
des  angles  correspondants  formés  en  joignant  ces  six  points 
à un  point  fixe  (313).  Donc  ; 

' Le  faisceau  formé  en  joignant  ii  un  point  fixe  six  points  en 


-iA'x  -t*  O,  ih"x  -f-  o nppnriifrtnoiit  à un  môme  système 

en  involution,  s'obtumt  en  cjalnnt  à zéro  te  <leterininaiit 


I n A A I 

j «'  A'  A'  j 
I a’  A"  b"  \ 
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involutioH  Jélermine  sur  une  transversale  quelconque  sic 
points  en  involution. 

La  fleure  réciproque  tle  six  points  en  involution  est  iin 
faisceau  en  involution. 

La  plupart  des  é(|ualions  trouvées  précédemment  s’appli- 
quent étsalement  aux  droites  issues  d'un  même  point.  Ainsi  : 
un  couple  de  droites  a — u|3,  a — appartient  à un  faisceau 
en  involution,  lorsqu’oti  a 

A pp'  + II  ( a u'  ) -)-  B - ■ O ; 

et  les  deux  couples  de  droites 

U = rt  a’  + 2 h aj3  -t-  l)  V = a'  a’  -t-  2 /i'  a&  -4- 

déterminent  un  faisceau  en  involution  qui  a pour  ravons  fo- 
caux (c’est-à-dire  aboutissant  aux  fovers  de  la  division  déter- 
minée sur  une  transversale  par  le  faisceau)  les  droites 

(a  h'  — a'  h ) -h  { a h'  — a'  b)  -p  { h b'  — h'  b)^'  = o, 
ou 

d\ 

dx  dp  dp  dx 

34i.  Les  coniques  passant  par  quatre  points  fixes  détermi- 
nent sur  une  transversale  un  système  de  points  en  involution. 

Prenons  la  transversale  pour  axe  des  x : S et  S'  étant  deux 
des  coniques  considérées,  S -+-  /rS'  en  sera  une  troisième;  et 
si  l’on  fait  j=o  dans  les  équations  de  ces  coniques,  on  a, 
pour  déterminer  les  points  où  elles  coupent  les  transversales, 

rtX’  -f- 2^X  -t- O,  a' X’ -h  xg' X -i- c‘ — O, 
ax'  -H  xgx  -(-  c -t-  X ( rt'  x’  -t-  "ig'x  -t-  c')  = O ; 

le  dernier  couple  forme  avec  les  premiers  un  système  en  in- 
volution (3W).  On  peut  encore  démontrer  ce  théorème  de  la 
manière  suivante:  a,b,c,d étant  les  quatre  points  fixes io4) 
et  A,  A'  les  points  où  la  transversale  AA'  rencontre  la  courbe. 
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on  n,  d’après  la  propriété  anharmonique  dos  coniques, 


( a,  A (/ 1>  A']  = ( c,  A ill>  A'  ) ; 

par  suite,  pour  les  points  où  AA'  rencontre  les  ravons  du 

F'C-  <0^. 

A 

/^'  \ 

/ \ 


faisceau. 


(ACIJA')=(AB'C'A')=(A'C'B'A). 

Les  points  A,  A'  appartiennent  donc  au  système  en  involution 
déterminé  parles  points  B,  B',C,  C',oii  la  transversale  rencontre 
les  côtés  du  quadrilatère  formé  par  les  points  fixes. 

En  formant  le  théorème  réciproque,  du  précédent,  on  voit 
que  : 

Les  couples  lie  langentes  menées  par  un  point  quelconque 
nux  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  forment  un  fais- 
ceau en  involution. 


343.  Les  diagonales  ac,  bd  peuvent  être  considérées  comme 
une  conique  passant  par  les  quatre  points  fixes  ; par  suite.  Iss 
côtés  et  les  diagonales  d'un  quadrilatère  rtéterminent  sur  une 
transversale  un  système  de  points  B,  B';  C,  C';I),I)'en  involution. 
Ce  théorème  (cas  particulier  du  précédent)  nous  permet  de 
trouver  le  point  conjugué  C'  d’un  point  C dans  le  système 
en  involution  déterminé  jiar  les  couples  de  points  BB',  DI)'. 
Il  suffit  pour  cela,  en  ]>rcnant  un  point  quelconque  a.  de  me- 
ner les  droites  nB,  ol),  oC.  et  de  construire  le  triangle  bed 
ayant  ses  sommets  sur  ces  droites,  et  dont  deux  côtés  passent 
par  B'  et  D';  le  troisième  côté  passera  par  C'  conjugué  de  (]. 
Ün  peut  prendre  le  point  a à l’infini,  et  alors  les  droites  aB, 
al),  rtC  sont  parallèles. 
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Si  l’on  suppose  le  point  C à l’infini,  on  obtient  de  celte  ma- 
nière le  centre  du  système.  La  construction  est  alors  la  sui- 
vante : Mener  par  B,ü  deux  parallèles  Hè,  De;  et  par  H',D' 
deux  autres  parallèles  D'è,  B'e  (dont  la  direction  difl'èro  de 
celle  des  premières);  la  droite  hc  passera  par  le  centre  du 
système. 

EXERCICES. 

I.  Lorsque  trois  coniques  sont  circonscrites  au  mèn.e  quadrilatère,  la 
tangente  coninnme  à deux  de  ces  coniques  est  divisée  llarmoniquement 
par  la  troisième. 

Ia’S  points  de  contact  de  la  tangente  sont  alors  les  foyers  du  •système 
en  invülulion. 

II.  La  tangente  menée  par  rinterseclion  des  cordes  communes  di?  deux 
coniques  à une  de  ces  coniques  est  divisée  liai  moniquement  par  l’autre. 

Les  points  D cl  D'  [Jîf;.  104  ) coïncident  alors,  et  par  suite  se  trouvent 
à un  foyer. 

III.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  contact , ou  un  contact  du 
troisième  ordre,  toute  tangente  à l'une  est  divisée  harmoniquement  par 
l'autre  conique  et  la  corde  de  contact. 

Gir  alors  les  cordes  communes  coïncident,  et  le  point  où  la  transver- 
sale rencontre  la  corde  de  contact  est  un  foyer. 

IV.  Décrire  une  conique  [lassant  par  ipiatre  points  «,  h,  r,  tl,  et  tan- 
gents à une  droite  donnée  Cl’.'. 

Iæ  point  de  contact  est  un  des  foyers  du  système  BB',  C.C', ....  cl  peut 
être  déterminé  d'après  les  indications  du  n°  tUi.  Le  problème  admet 
donc  deux  solutions. 

V.  Lorsqu’une  parallèle  à une  asymptote  rencontre  en  C la  courbe  cir- 
conscrite à un  quadrilatère,  et  en  iiùrrl  les  côtés  de  ce  quadrilatère,  on 
a la  relation 

Cn.Cc  = Cl). Cl/, 

puisque  C est  le  centre  du  système. 

VI.  Résoudre  les  |iroblèmes  du  n“  32li,  en  se  basant  sur  la  Ihéoiie  do 
rinvolnliori. 

Dans  l’Exercice  I,K  est  un  foyer;  dans  l'Exercice  II,  T est  aussi  un 
foyer;  dans  l'Exercice  111,  T est  un  centre,  etc. 
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VII.  Los  sogmonls  d’une  sécante  compris  enlre  une  lijperbole  et  les- 
asymptotes  sont  égaux. 

Dans  ce  cas  un  des  foyers  du  système  est  à l’infini  (‘311,  Cor.). 

34G.  Les  coniques  ayant  un  trianf^le  aulopolaire  apyeenimun 
déterminent  sur  les  transversales  menées  par  un  des  sommets 
de  ce  triangle  des  systèmes  en  involiition. 

I.cs  points  d’intersection  de  la  transversale  a r=  /,  [3  avec  une 
de  CCS  coniques  «a'  + 6j3’  + c/'  = o,  étant  donnés  par 

(rt /i  ’ H- cy’ = O, 

sont  conjugués  liarmoniquenient  avec  les  points  où  cette 
transversale  rencontre  (3  et  y.  Ainsi,  en  particulier,  les  coni- 
(|ues  inscrites  dans  un  quadrilatère  déterniinent  un  système 
en  involution  sur  la  transversale  menée  par  une  des  intersec- 
tions des  diagonales  de  ce  quadrilatère  (14C,  Ex.  111).  I^s 
points  où  cette  transversale  rencontre  les  deux  autres  diago- 
nales sont  les  foyers,  et  ceux  où  elle  rencontre  les  côtés  op- 
posés du  quadrilatère  sont  des  points  conjugués. 

EXERCICES. 

I.  Lorsque  deux  coniques  U et  V touchent  leurs  tangentes  communes 
A,B,C,I)  aux  points  a,i,c,d,a',  h\c',d',  la  deuxième  corde  d'intersection 
de  V,  avec  la  conique  S menée  par  n,  b,  r et  tangente  à D en  d',  passe 
I>ar  les  intersections  respectives  de  A,  B et  C,  avec  bc,  ca  et  ab. 

Soient  a,  6 les  points  où  V rencontre  né;  d'après  ce  qui  précède,  ait 
passant  par  l’intersection  des  diagonales  de  ABtiD  (2G3,  Ex.  ll),rt,è 
et  a.  J5  appartiennent  au  système  en  involution  dans  lequel  les  points 
où  nb  rencontre  C et  D sont  conjugués.  D’ailleurs  (3-45)  les  cordes  com- 
munes à S et  à V coupent  ab  en  des  )><dnts  qui  font  partie  du  même 
système,  déterminé  par  les  points  n,  b et  a,  S où  S et  V rencontrent  nb. 
Si  donc  D est  une  des  cordes  communes,  l’autre  passe  par  l’intersection 
de  C avec  ab. 

II.  Dans  un  triangle,  on  inscrit  une  ellipse  tangente  aux  côtés  .A,  B,  C 
en  leurs  milieux  «,  A,  r et  un  cercle  tourliant  ces  mêmes  côtés  en  r7',A’,r; 
si  la  quatrième  tangente  D commune  au  cercle  et  à l’ellipse  louche  le  cercle 
en  d',  d' est  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  avec  le  cercle  mené 
par  les  milieux  a,  A,  c des  côtés. 
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D'il  près  l’Excriice  I,  une  conique  menée  par  «,  i,  douche  le  cercle  inscrit 
en  il'  lorsqu’elle  passe  par  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la 
droite  qui  joint  les  intersections  respeclives  de  A,  B et  C avec  bc,  en  et  ab. 
Dans  le  cas  actuel,  cette  droite  est  à l’infini  : donc  la  conique  tanpente 
est  un  cercle.  Cette  démonstration  du  théorème  do  Feuerbach  (132.  Ex.  IV), 
comme  cas  particulier  du  précédent,  est  duo  à M.  W.-R.  llamillon. 

On  peut  construire  le  point  il'  et  la  droite  D sans  tracer  l'ellipse. 

Les  diagonales  d’un  quadrilatère  inscrit  et  celles  du  quadrilatère  cir- 
conscrit correspondant,  se  coupent  en  un  même  point;  par  suite  les 
droites  ab,  cil,  a'b',  c'il'  et  celles  qui  joignent  AD,  BC;  .AC,  BD  passent 
par  un  même  point. 

Si  donc  X,  P,  y sont  les  sommets  du  triangle  déterminé  par  les  inter- 
sections de  br  et  b’c' , en  et  c’a',  iib  et  a'b',  les  droites  a'x,  b'p,  c'y  se 
coupent  en  il'. 

En  d’autres  termes,  le  triangle  xf.y  est  homologue  aux  triangles  abc, 
n'b'c' , d et  il'  étant  les  centres  d’homologie.  De  même  les  triangles  »6y 
et  ABC  sont  homologues  et  ont  la  droite  D pour  axe  d’homolugic. 
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CHAPITRE  XVII. 

MÉTHODE  DES  PROJECTIONS  f) 

§ 1.  — PhOJECTIOSS  COMQl'KS. 

3i7.  F.a  môihode  des  projections,  dont  nous  allons  donner 
un  exposé  succinct,  permet  de  déduire  d'un  théorème  donné 
et  restreint  le  théorème  général  auquel  il  se  rattache  et  dont 
il  n’est  qu’un  cas  particulier.  Sa  supériorité,  comme  instru- 
ment de  recherche,  ne  saurait  échapper  au  lecteur,  qui  a pu 
voir  déjà  tout  le  parti  qu’on  pouvait  tirer  de  l’étude  des  théo- 
rèmes particuliers  renfermés  dans  un  énoncé  général. 

Les  droites  qui  joignent  tous  les  points  d’une  ligure  h un 
point  O de  l’espace  forment  un  cône  dont  le  point  O est  le 
sommet.  La  section  de  ce  cône  par  un  plan  détermine  une 
figure  qui  est  la  projection  de  la  figure  donnée.  Le  plan  de  la 
section  s’appelle  plan  de  projection. 

La  droite  qui  joint  un  point  A au  sommet  O rencontre  le 
plan  de  projection  en  un  point  a qui  est  la  projection  du 
point  A,  donc  : 

L n point  se  projette  suivant  an  point. 

En  joignant  tous  les  points  d’une  droite  au  sommet,  on 
forme  un  plan  qui  rencontre  le  plan  de  projection  suivant  une 
droite,  par  suite  : 


(*)  m<-tbo.îc»  a èU*  par  Pnncrlft,  qui  Ta  oxpoM«  dan*  son 

Tnu’tr  riei  Proprirlrs  projectivrs  r/r.t  fif*urcs,  en  182a  et  n*édité  et  îWO 

(a  vol.  in-4;  Paris,  ttoiilhier-Vlllars}.  Oan*  rel Ouvrage,  qui  peut  ètn*  considère 
connue  le  point  de  «léparl  dt»  )a  Géométrie  moderne,  «t»  trouvent  d«*veloppe»  les 
princiju's  suivants  : !.c*s  théorèmes  relatifs  h des  points  nPinliiii  peuvent  s’éleii- 
dre  il  des  points  sitiu*s  à une  distance  liiiîe  sur  une  droite;  les  tluM»rt-ines 
rapportant  à des  systèmes  de  cercles  s’appliipient  à des  coniques  ayant  deux 
jK>ints  ctïmmniis;  enfin,  les  théorèmes  relatifs  à des  points  et  à des  drtntes  imn-> 
ginairt's  peuvent  s’étendre  à des  droites  et  à des  points  rwls. 
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Une  droite  se  projette  toujours  suivant  une  droite. 

Lors  donc  qu’un  certain  nombre  de  points  d'une  figure  se 
trouvent  en  ligne  droite,  les  points  qui  leur  correspondent 
dans  la  projection  sont  aussi  en  ligne  droite;  et  lorsque  plu- 
sieurs droites  passent  par  un  même  point,  leurs  projections 
passent  aussi  par  un  même  point. 

3V8.  L'ne  courbe  plane  se  projette  suivant  une  courbe  de  . 
même  de^ré. 

Lorsqu’une  courbe  donnée  est  coupée  par  une  droite  en  un 
certain  nombre  de  points  A,  H,  C,  D, . . . , sa  projection  rencon- 
tre la  projection  de  la  droite  suivant  le  même  nombre  de  points 
a,  b,  e,  d,...  correspondant  aux  premiers  : la  courbe  et  sa  pro- 
jection sont  donc  de  même  degré,  puisque,  géométrique- 
ment, le  degré  d’une  courbe  se  détermine  par  le  nombre  de 
points  suivant  lesquels  elle  peut  être  rencontrée  par  une 
droite.  Lorsque  AB  coupe  la  courbe  en  des  points  réeis  et 
imaginaires,  ab  rencontre  la  projection  suivant  le  même  nom- 
bre de  points  réels  et  le  môme  nombre  de  points  imaginaires. 
Lorsque  deux  courbes  se  coupent,  leurs  projections  se  cou- 
pent suivant  le  même  nombre  de  points;  et  à un  point  réel 
ou  imaginaire  de  l’intersection  des  courbes  correspond  tou- 
jours un  point  réel  ou  imaginaire  de  l’intersection  des  projec- 
tions. 

La  corde  AB  d’une  courbe  se  projette  suivant  la  droite  ab 
qui  joint  ics  points  correspondants  de  la  projection.  Lorsriue 
A cl  B coïncident,  il  en  est  de  même  de  a et  h;  par  suite  ; 

La  projection  de  la  tangente  à une  courbe  est  tangente  à la 
projection  de  cette  courbe. 

Plus  généralement,  lorsque  deux  coui'bcs  se  toucbeul  en  un 
certain  nombre  de  points,  leurs  projections  se  toucbcnl  suivant 
le  même  nombre  de  points. 

3i9.  Lorsrjue  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  parallè- 
lement au  plan  de  projection  rencontre  suivant  la  droite  -AB 
le  plan  de  la  figure  primitive,  tout  faisceau  de  droites  ayant 
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son  sommet  sur  AB  se  projette  suivant  un  système  de  droites 
parallèles.  En  effet,  la  droite  menée  du  sommet  à un  point 
quelconque  de  AB  rencontre  le  plan  de  projection  de  riiifini. 

Réciproquement,  un  système  de  droites  parallèles  se  pro- 
jette suivant  un  faisceau  de  droites  ayant  son  sommet  sur  la 
droite  DF  intersection  du  plan  de  projection  avec  le  plan 
mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  de  la  rigure  primi- 
tive. 

Les  droites  parallèles  peuvent  donc  être  considérées  comme 
passant  par  un  même  point  à l'infini,  puisque  leurs  projections 
passent  par  un  même  point  situé,  en  général,  à une  distance 
finie.  De  plus,  tous  les  points  à l’infini  peuvent  être  considé- 
rés comme  appartenant  à une  même  droite,  puisque  la  pro- 
jection du  point  d'intersection  des  droites  parallèles  se  pro- 
jette quelque  part,  sur  la  droite  DF  du  plan  de  projection. 

350.  Toutes  les  propriétés  descriptives  d'une  courbe,  c’est- 
à-dire  n'ayant  rapport  qu'à  la  position  des  points  ou  des  lignes, 
indépendamment  de  toute  condition  de  grandeur  de  lignes 
ou  d’anglês,  subsistent  pour  toutes  les  courbes  suivant 
lesquelles  on  peut  la  projeter.  C’est  ce  qui  arrive,  par  exem- 
ple, dans  le  cas  du  théorème  suivant;  les  tangentes  menées  à 
un  cercle  par  les  extrémités  des  cordes  issues  d’un  point  fixe, 
se  coupent  sur  une  droite  fixe.  Ainsi,  lorsque  nous  aurons 
démontré  qu’un  cercle  peut  toujours  être  considéré  comme 
la  projection  d’une  conique,  nous  pourrons,  par  la  méthode 
des  projections,  étendre  à toutes  les  sections  coniques  les 
propriétés  des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle.  Le  théorème 
de  Pascal,  celui  de  Brianchon  sont  relatifs  à des  propriétés  do 
même  genre;  et  en  les  démontrant  dans  le  cas  du  cercle,  on 
prouvera,  par  cela  même,  qu’ils  s’appliquent  à toutes  les 
courbes  du  deuxième  degré. 

351.  Les  propriétés  d’une  figure  qui  subsistent  dans  sa  pro- 
jection portent  le  nom  de  propriétés  projectives.  En  dehors 
des  propriétés  descriptives  dont  nous  avons  parlé  au  numéro 
précédent,  il  y a un  certain  nombre  de  propriétés  métriques, 
c’est-à-dire  relatives  à la  grandeur  des  lignes  qui  sont  projec- 
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livcs.  Ainsi  le  rapport  anhartnoniquc  ( ABCD)  de  quatre  points 
situés  en  ligne  droite  est  le  même  que  celui  {ahed)  de  leurs 
projections,  puisqu’ils  sont  l’un  et  Tautre  mesurés  par  le  fais- 
ceau (0,  ABCD),  qui  joint  les  points  A,  B,  C,  D au  sommet  0 
du  cône.  En  général,  si  les  distances  mutuelles  d’un  certain 
nombre  de  points  en  ligne  droite  A,  B,  C,  D, ...,  vérifient 
une  équation  telle  que 

AB.  CD.  EF -t-  /r.AC.BE.DF-t-  /.AD.CE.BF-t-  ...  = o, 

dont  chaque  terme  renferme  le  même  nombre  de  points,  quoi- 
que dans  un  ordre  différent;  cette  équation  exprime  une 
propriété  projective.  En  effet  (311),  si  l’on  j remplace  AB, 
AC, . . . , par 

OA.OB.sin.AOB  O.V.OC.sinAOC 
OP  ’ OP  ’ 

OP  étant  la  distance  du  sommet  à la  droite,  chacun  de  ses 

termes  contient  OV.OB.OC.OD.OE.OF  au  numérateur  et 
1 

OP  au  dénominateur;  et  en  supprimant  ces  facteurs  communs 
on  obtient  une  relation  entre  les  sinus  des  angles  formés  au 
point  0.  Il  n’est  pas  même  nécessaire  que  les  points  A,  B,  C, 
D,  E,  F soient  en  ligne  droite  pour  que  l’équation  ci-dessus 
exprime  une  propriété  projective;  il  suffit  qu’ils  soient  pris 
de  telle  sorte,  qu’après  la  substitution  chacun  des  termes 
de  l’ét|uation  contienne  au  dénominateur  le  même  produit 

OP. OP'. OP" -Ainsi  à cette  dernière  catégorie  se  rattache 

le  théorème  suivant  : Les  droites  menées  d’un  même  point  0 
aux  sommets  d’un  triangle  .ABC  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  des  points  a,  b,  c tels  que  .A ô. Bc. C«  = Ac.Ba.tiè.  Il  suf- 
fit.dès  lors  de  le  démontrer  pour  une  projection  quelconque 
du  triangle.  Si  l’on  suppose  que  le  point  (i  se  projette  à l'in- 
fini, AC,  BC,  Ce  deviennent  parallèles,  et  la  relation  précé- 
dente se  réduit  à l’équation 

Aè.Be  = Ac.Ba, 

qu’il  est  facile  de  vérifier  en  construisant  la  figure. 
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352.  De  là  résiille  que,  pour  démontrer  une  propriété  pro- 
jective, il  suffit  de  prouver  qu’elle  a lieu  pour  la  figure  la 
p/«î  suivant  laquelle  on  peut  projeter  la  figure  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s’agisse  de  trouver  les  pro- 
priétés harmoniiiues  du  quadrilatère  complet  ABCD.  Les  côtés 
opposés  SC  coupant  en  E,  F,  les  diagonales  en  G,  joignons 
tous  les  points  de  la  figure  à un  point  O de  l’espace  et  prenons 
pour  plan  de  projection  un  plan  parallèle  à OEF.  La  ligne  EF 
SC  projettera  à l’infini,  et  nous  aurons  un  nouveau  quadrila- 
tère dont  les  côtés  ab  et  c</,  ad  et  bc  seront  respectivement 
parallèles,  puisqu’ils  se  rencontrent  en  des  points  e et/ situés 
à l’infini.  On  voit  donc  (|ue  tout  ijtiadiilalère  peut  être  projeté 
suh’ani  UH parallélo"ramnte; cl  comme  les  diagonales  d’un  paral- 
lélogramme se  coupent  inutuellcment  en  deux  partieségales,  la 
diagonale  ac  est  divisée  liarinoniquement  en  a,  ",  c et  au  point 
oit  elle  rencontre  la  ligne  à l’infini  ef.  Donc  la  diagonale  AB 
est  divisée  liarnioniquement  en  A,  G,  0 et  au  point  oit  elle  ren- 
contre EF. 

EXERCICE. 

Lorsque,  dans  deux  triangles  ABC,  A BC'  les  |H)inl8  d’interscctiun  AB 
et  A' B',  BC  et  B'C',  CA  et  C'A'  sont  en  ligne  droite,  les  droites  AA', 
BB’,  CC'  passent  par  un  mémo  point. 

Si  l’on  projette  à linlini  la  droite  suivant  laquelle  .AB,  A'B',...  se  coupent, 
le  tlitsirome  à démontrer  se  ramène  au  suivant  ; I,orsque  deux  trian- 
gles iil/r,  n'b'r  ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  les  droites  an', 
Ob',  rc'  se  coupent  en  un  môme  point.  Celte  dernière  proposition  est 
évidente,  puisipie  an'  et  bb'  divisent  cc'  dans  le  même  rapport. 

333.  .Afin  de  ne  pas  interrompre  l’exposé  des  application.s 
de  la  niétliode  des  projections,  nous  renverrons  à un  autre 
paragraphe  la  détnonstration  des  théorèmes  suivants  : 

L ue  conique  peut  être  considérée  comme  ta  projection  d’un 
cercle. 

On  peut,  par  un  choix  convenable  du  sommet  et  du  plan  de 
projection,  projeter  une  conique  suivant  un  cercle  de  telle 
sorte  qu'une  droite  de  son  plan  se  projette  à l’injini. 

Ces  théorèmes  conduisent  aux  propositions  suivantes  : 
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On  peut  projeter  une  conique  suivant  un  cercle  ayant  pour 
centre  ta  projection  d’un  point  donné  pris  dans  le  plan  de  la 
conique.  U suffit,  pour  cela,  de  faire  la  projection  de  telle 
sorte  que  la  polaire  du  point  donné  se  projette  à l’infini  (laV). 

On  peut  projeter  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan 
suivant  deux  cercles.  On  n’a  qu’à  projeter  l’une  d’elles  suivant 
un  cercle,  de  telle  façon  qu’une  de  leurs  cordes  d'intersection 
se  projette  à l'infini;  car  alors  (2Ü7)  la  projection  de  la  seconde 
conique  passant  par  les  mômes  points  à l’infini  que  le  cercle, 
sera  aussi  un  cercle. 

On  peut  projeter  deux  coniques  ayant  un  double  contact 
suivant  deux  cercles  concentriques.  Il  suffit  de  projeter  une 
des  coniques  suivant  un  cercle  de  telle  manière  que  sa  corde 
de  contact  avec  l’autre  se  projette  à l'infini  (251  ). 

3o'e.  Les  exercices  suivants  serviront  à montrer  comment  on 
peut  déduire  les  propriétés  des  sections  coniques,  soit  des 
propriétés  du  cercle,  soit  de  certaines  propriétés  plus  simples 
des  coniques  elles-mêmes. 

EXEllCICELS. 

I.  Toute  sécante  menée  par  un  point  est  divisée  harmoniquement  par 
la  conique  et  la  polaire  de  ce  point. 

Ce  théorème  et  son  réciproque  .sont  relatifs  à fies  piopriétés  projec- 
tives (351  ) ; ils  sont  vrais  pour  le  cercle,  ils  sont  donc  vrais  pour  les  co- 
niques. Par  suite,  toutes  les  propriétés  du  cercle  qui  dépendent  de  la 
théorie  des  pôles  et  jiolaires  subsistent  pour  les  sections  coniques. 

II.  Les  propriétés  anharmoniques  des  points  et  des  tangentes  à une- 
conique  sont  des  propriétés  projectives,  (|ui,  ayant  été  démontrées  dans 
le  cas  du  cercle  (312),  sont,  par  cela  môme,  démontrées  pour  toutes  les 
coniques. 

III.  Le  théorème  de  Carnot  (313)  : lorsqu'une  conique  rencontre  les 
côlés  d'un  triangle  .\BD  en  a,  a',  h,  //,  r,  c',  on  a la  relation 

.KÙ.Xb'.hc.üc'.Ca.Cn'  = Af  .Ar'.Bo.Bo'.Cô.Cô' 

est  une  propriété  projective  qu'il  suffit  de  prouver  dans  le  cas  du  cercle. 
Mais  alors  elle  est  évidente,  puisque 

. Xb.Xb'  — A c . .V r' ; . . . 
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On  diTncnlrorait  de  la  même  manière  que  ce  llièorème  subsiste  pour 
un  polygone  quelconque. 

IV.  On  peut  déduire  du  lliéorème  de  Carnot  les  diflércnts  théorèmes 
du  II"  1 48,  en  siqiposant  le  point  C à l'infini.  Car  on  a alors 

kh.kh'  _ Brt.Brt' 

kc.kc'  Br.Bc'’ 

les  lignes  kh  et  B«  étant  parallèles. 

V.  Toute  corde  d’un  cercle,  tan-  Quand  deux  coniques  ont  un 

genle  à un  cercle  concentrique,  a double  contact,  toute  tangente  à 
son  milieu  au  point  de  contact.  l'une  est  divisée  harmoniquement 

par  le  point  de  contact,  l'autre  co- 
nique et  la  corde  do  contact  |3iî>. 
Ex.  III). 

La  corde  de  contact  des  deux  coniques  n'est  autre  chose  que  la  projec- 
tion de  la  ligne  à l’infini  des  deux  cercles.  Le  théorème  donné  au  n°  23G, 
Ex.  IV,  est  un  cas  particulier  du  précédent. 

VI.  Étant  donnés  trois  cercles  con-  Étant  données  trois  coniques  ayant 

centriques,  toute  tangente  à l’un  est  un  double  contact  suivant  la  même 

divisée  par  les  deux  autres  en  qua-  droite,  toute  tangente  é l'une  est 

Ire  points  dont  le  rapport  anhar-  divisée  par  les  deux  autres  en 

monique  est  constant.  quatre  points  dont  le  rapport  an- 

harmonique  est  constant. 

Le  premier  théorème  est  évident , puisque  les  quatre  longueurs  sont 
constantes.  Le  second  peut  être  considéré  comme  une  extension  de  la  pro- 
priété anharmonique  des  tangentes  à une  conique.  De  mémo,  le  théorème 
(276)  relatif  aux  rapports  anharmrfniques  dans  les  coniques  ayant  un 
double  contact  s’obtient  immédiatement  on  projetant  les  coniques  suivant 
des  cercles  conrentriipies. 

VIL  Nous  avons  déjà  dit  qu’il  suffi.sait  do  démontrer  le  théorème  de 
Pascal  pour  le  cas  du  cercle;  mais  on  peut,  en  s’appuyant  sur  Ieii’’8.’f3, 
simplifier  encore  la  figure  en  supposant  que  la  droite  qui  joint  l’inter- 
section de  (AB,  DE)  à celle  de  (BC,  EE)  se  projette  à l'infini.  Il  suffit 
alors  de  démontrer  que,  si  les  côtés  .\B  et  DE  d’un  hexagone  inscrit  dans 
un  cercle  sont  res()Octivement  parallèh's,  il  en  estdemémedes  autres  côtés 
CD  et  AF,  démonstration  qui  ne  demande  que  des  considérations  très- 
élémentaires. 

VIII.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique,  deux  de  ses  côtés  pas- 
sent par  deux  points  fixes  : trouver  l'enveloppe  du  troisième  (272,  Ex . III  ). 
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l’rojelons  la  conirjiio  suivant  un  cercle,  do  manière  que  la  droite  qui 
joint  les  doux  points  fixes  s’éloigne  tout  entière  îi  l'infini;  le  problème  se 
ramène  au  suivant  ; un  triangle  est  inscrit  dans  un  rercle,  tleux  do  ses 
côtés  sont  parallèles  à deux  droites  fixes  : trouver  l'enveloppe  du  troi- 
sième. Un  des  angles  du  triangle  étant  donné,  l’enveloppe  est  un  cercle 
concentrique  : donc,  dans  le  cas  général,  l’enveloppe  est  une  conique 
ayant,  avec  la  conique  donnée,  un  double  contact  sui\ant  la  droite  qui 
joint  les  points  fixes. 

IX.  Déterminer  les  propriétés  projectives  d’un  quadrilatère  inscrit  dans 
une  conique. 

Projetons  la  conique  suivant  un  cercle  et  le  qu  ’drilalère  sui.ant  un 
parallélogramme  (3o2).  1,’interscction  des  diagonales  d’un  par.dlélogrammc 
inscrit  dans  tin  cercle  est  le  centre  du  cercle  : doue  l'intersection  des 
diagonales  du  quadrilatère  inscrit  dans  une  eoniipie  e.-t  le  pôle  de  la 
droite  qui  joint  les  intersections  des  côtés  opposés.  De  plus,  si  par  les 
sommets  de  ce  parallélogramme  on  mène  des  langenb  sau  cercle,  les  dia- 
gonales du  quadrilatère  ainsi  formé  passent  aussi  par  le  rentre,  et  sont 
les  bissectrices  des  angles  compris  entre  les  premières  diagonales  : donc 
les  diagonales  du  quadrilatère  in.scrit  et  celles  du  quadrilatcre  circonscrit 
corres[iondant  passent  par  un  même  point  et  forment  un  faisceau  bar- 
inonitpie. 

X.  Le  lieu  des  centres  des  coni- 
ques circonscrites  il  un  (piadrilatère 
est  une  conique  passant  par  les  mi- 
lieux des  côtés  de  ce  quadrilatcre 
(3-28,  Ex.  XV). 


XI.  I.e  lieu  des  points  divisant 
dans  un  rapport  donné  les  cordes 
parallèles  d’un  cercle  est  une  el- 
lipse ayant  un  double  contact  avec 
ce  cercle  (103). 


Le  lieu  des  pôles  d’une  droite 
fixe,  par  rapport  à une  conique  cir- 
conscrite à un  ipiadril.itère,  est  une 
I conique,  qui  rencontre  cbaque  côté 
I du  quadril.'lèie  en  un  point  for- 
mant une  divi-i.m  liarmnnique  avec 
les  extrémités  de  ce  côté,  et  son 
intersection  avec  la  droite  fixe. 

Si,  par  un  point  fixe  O,  on  mène 
une  sécante  rencontrant  une  co- 
nique en  et  It,  et  qu'on  prenne 
sur  cette  séc.inte  un  point  P tel, 
que  (0.-\BP)  soit  constant,  le  lieu  du 
point  P est  une  con  que  ayant  un 
double  contact  avec  la  conique 
donnée. 


353.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  des  projections  à 
plusieurs  propriétés  des  foyers,  en  nous  appuyant  sur  lu  défi- 
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nilion  que  nous  en  avons  donnée  au  n“  279  el  que  nous  rap- 
pelons ici.  Lorsque  le  poiiU  F est  le  foyer  d’une  coni(|ue,  les 
droites  FA,  FB,  qui  le  joignent  aux  deux  points  imaginaires  .V 
el  B,  où  le  cercle  rencontre  la  droite  à rinlini,  sont  tangentes 
à la  conique. 

EXEIICICES. 


I.  Ia'  lieu  des  contres  des  cercles 
tangents  à deux  cercles  donnés  est 
une  hyperbole  ayant  pour  foyers 
les  centres  des  cercles  donnés. 


Étant  données  deux  coniipies  S 
et  S'  passant  par  les  points  A et  U, 
le  lieu  dos  pôles  de  AU  par  rapport 
à une  conique  tangente  à S el  S', 
cl  passant  par  A el  B,  est  une  co- 
nique tangente  aux  quatre  droites 
C.\,  CB,  C'A,  C'B  ; C et  C'  étant  les 
pôles  de  AB  par  rapport  à S et  S'. 


Le  deuxième  théorème  a été  déduit  du  premier  en  romfilaçant  dans 
Y énoncé  cercle  conique  passant  par  (teu.c  points  Jixes  A,  B (257), 

el  centre  par  i>ôlr  de  la  droite  AB  (15i). 


II.  la»  lieu  des  pôles  d'une  droite 
donnée  par  rapport  aux  coniques 
ayant  un  foyer  commun  et  passant 
par  deux  points  fixes  de  cette  droite 
est  une  ligne  droite  (lltl). 

III.  Le  lieu  du  deuxième  foyer 
des  coniques  ayant  deux  tangentes 
el  un  foyer  communs  est  une  ligne 
droite  (18!t). 

IV.  Le  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle formé  par  trois  tangentes  à une 
iwrabole  passe  par  le  foyer  (223, 
Cor.  IV). 


Le  lieu  des  pôles  d'une  droite 
donnée  par  rapport  aux  coniques 
tangentes  à deux  droites  et  passant 
j par  deux  points  fixes  ]iris  sur  la 
' droite  donnée  est  une  ligne  droite. 

J Le  lieu  do  l’intersection  des  tan- 
' gentes  menées  aux  coniques  inscri- 
j les  dans  un  quadrilatère,  par  deux 
I [loinls  pris  sur  deux  des  côtés  de 
ce  quadrilatère,  est  une  ligne  droite. 

Les  six  sommets  de  deux  triangles 
circonscrits  à une  conique  sont  .«ur 
une  même  conique. 


En  effet,  le  triangle  FAB  formé  en  joignant  le  foyer  F aux  deux  points  A 
el  B du  cercle  situés  à l’infini  est  un  second  triangle  circonscrit  à la  pa- 
rabole. 

V.  la;  lieu  des  centres  des  cercles  1 Étant  donnée  une  série  de  co- 
passant par  un  point  fixe  el  tangents  1 niques  circonscrites  à un  triangle 
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ù une  droite  fixe  est  une  parabole 
ayant  pour  foyer  le  point  fixe. 


VI.  Le  lieu  des  centres  des  coni- 
ques inscrites  dans  un  quadrilatère 
est  une  droite  pa.ssant  par  les  milieux 
des  diagonales. 


et  tangentes  à une  droite  (ixe,  le 
lieu  de  rinlerseclion  des  tangentes 
! menées  à ces  coniciues  [air  deux  des 
; sommets  du  triangle  est  une  co- 
^ nique  inscrite  dans  le  triangle. 

, Le  lieu  des  pôles  d’une  droite 
fixe  par  rapjtort  aux  coniques  in- 
j scrilcs  dans  un  quadrilatère  est  une 
droite  qui  rencontre  les  diagonales 
eb  des  points  conjugués  liarmoni- 
ques  do  leurs  intersections  avec  la 
droite  fixe. 


Il  ré.sulte  de  la  définition  que  nous  avons  donnée  des  foyers,  que  si 
deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  ce  foyer,  qui  est  l'intersection  do 
deux  tangentescommunes,  jouit  des  propriétés  énoncées  à la  lin  du  n"  •iüi. 
Ifc  plus,  deux  coniques  avant  même  foyer  et  même  directrice  peuvent 
être  considérées  comme  ayant  un  double  contact,  et  peuvent  être  pro- 
jetées suivant  deux  cercles  concentriciues. 

. 3o6.  Los  angles  qui  sont  constants  dans  une  figure  ne  sont 

pas,  en  général,  constants  dans  la  projection  de  cette  ligure; 
mais  aux  propriétés  relatives  ù la  grandeur  des  angles  dans  la 
figure  primitive  correspondent,  dans  la  projection,  des  pro- 
priétés que  nous  allons  étudier,  en  commençant  par  le  cas  où 
certains  angles  de  la  figure  primitive  sont  droits. 

Soient  X = O,  ^ = O les  équations  de  deux  droites  se  cou- 
pant à angles  droits;  la  direction  des  points  du  cercle  situés 
à l’infini  étant  donnée  par  x’-i-/’  = o,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par 

X -h  ry'— I O,  .r— — 1=0, 

les  quatre  droites  x,  y,  x-hy^  — i,  x — y^ — i forment  un 
faisceau  harmonique  (57).  Donc,  lorsque  quatre  points  en  ligne 
droite  A,  U,  C,  D,  formant  une  division  harmonique,  peuvent 
être  transformés  par  une  projection,  réelle  ou  imaginaire,  de 
telle  sorte  que  A et  B deviennent  les  deux  points  imaginaires 
et  à l’infini  d’un  cercle,  les  droites  menées  par  C et  I)  se  pro- 
jettent suivant  deux  droites  perpendiculaires.  Les  points  A et  B 
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pouvoni,  du  rostp,  êiro  rùels  ou  imaginaires.  Kériproqueincnl  : 
./  un  (tiif^le  droit  de  la  figure  primitive  correspond  en  projec- 
tion un  angle  dont  les  côtAs  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  droites  qui  joignent  la  projection  du  sommet  à celles 
des  lieux  points  imaginaires  et  à l'infini  du  cercle. 

KXKIU'.lf.l'S. 

I.  La  tangente  au  rercle  est.  per-  Toute  corde  d'une  conique  est 

pcndiculaire  au  rayon.  divisée  liarmoniquement  par  une 

tangente,  et  par  la  droite  qui  joint 
au  point  do  contact  de  cette  tan- 
gente le  ptMe  de  la  corde  donnée 
1 (Ht!). 

lin  con.ddérant  la  corde  de  la  coni(pie  coimno  la  projection  de  la  droite 
à rinfini  située  dans  le  plan  du  cercle,  les  points  où  la  corde  rencontre 
la  conique  sont  les  projections  des  points  imaginaires  à l infini  du  cercle, 
et  le  p61e  de  la  corde  est  la  projection  du  centre  du  cercle. 

II.  lai  droite  qui  joint  le  foyer  La  droite  passant  (lar  un  point 

d'une  conique  au  pôle  d'une  corde  forme  avec  lu  droite  qui  joint  son 

focale  est  perpendindaire  à cette  |>ôle  à ce  point  et  les  deux  tangentes 

corde  (lOi).  menées  par  ce  point  un  faisceau 

liarmonique  ( 1 iG). 

l,a  première  de  ces  propriétés  n'est  écidemment  qu’un  cas  particulier 
de  la  seconde,  puisque  1rs  tangentes  menéi-s  par  le  foyer  sont  les  droites 
qui  joignent  ce  foyer  aux  points  imaginaires  d’un  cercle. 

III.  Déterminons,  en  |>artant  de  l’Exercice  VI  du  numéro  prc'cedent.  le 
lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  à un  système  de  coniques 
liomoforales.  la-s  conicpies  ayant  mêmes  foyers  sont  inscrites  dans  le 
môme  quadrilatère  (279).  Une  des  diagonale^  de  ce  quadrilatère  est  la 
droite  (]ui  joint  les  foyers  : donc  (3>’I5,  Ex.  VI),  le  point  formant  une  di- 
vision liarmonique  avec  les  deux  foyers , et  l'intersection  de  la  ligne  des 
foyers  par  la  droite  fixe,  est  un  point  du  lieu.  L’autre  diagonale  est  la 
ligne  à l'infini,  et  puisque  ses  extrémités  sont  les  points  imaginaires  du 
rercle,  le  lieu  cherché  est  une  [Ktrpcndiculaire  à la  droite  fixe,  et  se 
trouve  ainsi  complètement  déterminé. 
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IV.  Deux  toniques  lioraofocales  Lorsque  deux  Cüni(]ues  .sont  in- 

se  Cüuiieril  à anjjle  droit.  scrilcs  dans  le  môme  quadrilatère, 

les  deux  tanjjentes  menées  par  un 
do  leurs  points  d’intersection  di- 
visent liannoniquement  une  diago- 
nale quelconque  do  ce  (piadrilatère. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  réciproipie  de  l'Exer- 
cice I du  n"  3 Ci. 

V.  U'  lieu  des  sommets  des  an-  Le  lieu  des  sommets  des  angles 

gles  droits  circonscrits  à une  co-  circonscrits  à une  conique,  et  dont 
nique  à centre  est  un  cercle.  les  cotés  divis<‘nl  harinoniqueineut 

une  droite  do  longueur  .Ml  est  une 
conique  passant  [lar  les  |)oints  A 
et  B. 

Ce  dernier  théorème  peut  (l  i<>)  encore  s'énoncer  do  la  manière  sui- 
vante : 

Le  lieu  d'un  point  U tel,  que  la  droite  menée  do  ce  [loiut  au  pôle  do  AO 
passe  par  le  point  B,  est  une  coni(iue  passant  par  les  points  .V  et  B.  Ou 
peut  du  reste  le  démontrer  directement  en  prenant  quatre  positions  de  .\0, 
et  observant  (i07,  E\.  11)  (|ue  le  rapport  anhannonique  des  qualn> 
droites  AU  est  égal  à celui  des  quatre  droites  correspondantes  BU. 

VI.  Le  lieu  des  sommets  des  an-  Si,  dans  l'Exercice  précédent,  la 

gles  droits  circonscrits  à la  para-  1 droite  AB  est  tangenle  à la  coniipie 
bole  est  la  directrice.  1 donnée,  le  lieu  des  jmints  ü est  une 

; droite  qui  passe  par  les  points  de 
I contact  des  tangentes  menées  par 
A et  B. 

VII.  Le  cercle  circonscrit  à un  | Les  six  sommets  de  deux  triangles 
triangle  autopolaiio  par  rapport  à autopolaires  par  rapport  à une  cu- 
une  hyperbole  équilatère  passe  par  | nique  sont  situés  sur  une  même 
le  centre  de  la  courbe(2i8.  Ex.  IV).  1 conique. 

Les  asymptotes  d'une  hyperbole  équilatère  étant  perpendiculain>s,  la 
droite  à l’inlini  rencontre  la  courbe  en  deux  points  qui  forment  une  di- 
vision harmoni(|ue  avec  les  deux  points  imaginaires  .\  cl  B du  cercle.  Et 
comme  le  centre  C est  le  pôle  do  AB,  le  triangle  t^AB  est  autopolaiie 
par  rapport  à riiyperbole  équilalôrc.  D'où  le  théorème  rér,ipror|uc  : U's 
six  côtés  de  deux  triangles  autopolaires,  par  rapport  à une  coniipie,  tou- 
chent une  mémo  coniipie. 
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VIII.  P.ir  un  point  d une  conique, 
on  mène  deux  cordes  à .ingle  droit  ; 
la  corde  qui  joint  leurs  extrémités 
passe  par  un  point  fixe  (181 , Ex.  II). 


Un  faisceau  harmonique  a son 
sommet  sur  une  coniipie,  deux  de 
ses  rayons  soni  fixes  : la  corde  (pii 
joint  les  extrémités  ih-s  autres 
rayons  pas.se  par  un  [>oml  fixe. 


Autrement,  étant  donni's  deux  points  n,  c d'une  conique  et  un  rapport 
liaimoni(]ue  (iihcrl),  la  corde  lui  passe  par  un  point  fixe  qui  se  troiue  à 
l intersection  des  tangentes  en  « et  c.  Ce  théorème  peut  se  démontrer  di- 
rectement. 

Soit  K l’intersection  de  ne  avec  lui,  pui.sipie  (a,  abril]  est  un  faisceau 
harmonique,  la  tangente  en  « rencontre  ér/  en  un  point  (|ui  forme  avec  h, 
il  et  K une  division  harmonique;  il  en  est  de  même  de  1a  tangente  en  r : 
donc  hil  pas.se  jiar  l'interst-ction  des  tangentes  en  u et  en  c.  Comme  ras 
particulier,  nous  avons  le  tluorème  suivant  : 

Par  un  |>oint  fixe  d’une  conique,  on  mène  deux  cordes  faisant  des  angles 
égaux  avec  une  droite  fixe;  la  corde  ()ui  joint  leurs  extrémités  passe  par 
un  point  fixe. 


:î;i7.  Les  couples  de  droites  menées  par  iin  point  fixe,  de 
telle  sorte  que  les  deux  droites  de  chaque  couple  fussent  des 
angles  égaux  arec  une  droite  fixe,  déterminent,  sur  la  droite 
il  l'infini,  un  système  de  points  en  involution  dans  lequel  les 
points  imaginaires  et  il  l'infini  du  cercle  sont  conjugués. 

Ces  cotiples  déterniincnl  evideimneni,  sur  une  droite  quel- 
conque, un  système  de  points  en  involution  dont  les  loyers  se 
irouvenl  sur  les  bisseeirices  inlérieure  et  exlc'rieiire  eonimii- 
nes  à tous  les  roupies.  Les  deux  points  à rinfini  appartien- 
nent à ce  système,  puisque  ces  bissectrices  forment,  avec  les 
rayons  qui  correspondent  à ces  jioints,  un  faisceau  barmo- 
ni()ue. 


Les  tangentes  menées  par  un  point  • 
à un  système  de  coniijues  homofo-  | 
cales  font  des  angh>s  égaux  avec  ' 
deux  droites  fixes  (18!)). 

1 

1 

i 


Les  tangentes  menées  par  un 
point  à un  système  de  coniijues  in- 
scrites dans  le  même  quadrilatère 
déterminent  sur  une  diagonale  quel- 
conque de  ce  quadrilatère  un  sys- 
tème de  points  en  involution  au- 
quel les  extrémités  de  celte  diago- 
nale appartiennent  comme  points 
conjugués  (3ii). 
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3.')8.  Deux  (Iroiles  issues  d'un  point  fixe  et  comprenant  un 
ait"le  constant  forment,  arec  les  droites  qui  joignent  ce  point 
fixe  aux  points  à l'infini  du  cercle,  un  faisceau  dont  le  rap- 
port an  harmonique  est  constant. 

SoiciU  a-r=o,  _>'  = o les  é(|ualions  des  ^leux  droites  com- 
premiu  un  angle  consianl  0,  la  direction  des  points  à rinfini 
du  cercle  sera  donnée  par  la  relation 

x'  •+■  + 2 r >-cos  0 = 0, 

et  si  l'on  décompose  cette  of|uation  en  ses  deux  facteurs,  on 
voit  (o7)  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  est 
constant  lorsque  0 est  constant. 


l'XERCICES, 


I.  I.e  lliéerèmc  relatif  à l'ég.nlité  des  angles  in^crils  dans  un  mCmc 
segment  de  circonférence  n’est,  d'après  ce  (pii  précède,  que  l'énoncé  par- 
ticulier de  la  propriété  anharmoni(|ue  do  quatre  points  d’un  cercle,  dans 
le  cas  où  deux  d'entre  eux  sont  à rinfini. 


II.  L’enveloppe  de  la  corde  d’une 
coniipie,  vue  du  foyer  sous  un  angle 
consianl , csl  une  aulre  conique 
ayant  même  foyer  et  même  direc- 
trice que  la  conique  donnée. 


111.  Le  lieu  décrit  par  le  sommet 
d’un  angle  constant  circonscrit  à la 
parabole  est  une  liy|)orbole  ayant 
même  fover  et  mémo  directrice. 


IV.  Par  le  loyer  d’une  coni(]ue, 
on  mène  des  droites  également  in- 
clinées sur  les  tangentes;  le  lieu 


Par  le  point  O,  on  mène  à une 
coniiiue  deux  tangentes  en  T et  T’; 
on  prend  sur  la  conique  deux  points 
A et  II  tels,  que  (0,  ATHT')  soit 
constant  : l’enveloppe  de  HA  est 
une  conique  tangente,  on  T et  T',  à 
la  conique  donnée. 

On  mène  à une  coniciue  deux  tan- 
gentes déterminant  une  division  nri- 
liarmonique  donnée,  sur  un  seg- 
ment AB  d’une  tangente  fixe  : le 
lieu  de  l’intersection  de  ces  deux 
tangentes  est  une  conique  qui  tou- 
chelaprcmièreaux  points decontact 
des  tangentes  menées  imr  A et  B. 

Sur  une  tangente  quelconqtie  à 
une  conique  rencontrée  en  T,  T' 
et  M par  deux  tangentes  et  une 
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dos  intersections  des  droites  et  des 
tangentes  est  un  cercle. 


•droite  fixes,  on  prend  un  point  P 
tel,  que  (l'T.MT')  soit  constant;  le. 
lieu  du  point  P est  une  coniciue 
passant  par  les  points  d’intersec- 
tions des  tangentes  fixes  avec  la 
droite  fixe. 


Le  théorème  qui  suit  n'est  qu'un  cas  particulier  du  précédent  ; Le  lieu 
du  point  où  le  segment  déterminé  sur  une  tangente  variable  par  deux 
tangentes  fixes  est  divisé  dans  un  rap(Kirt  constant,  est  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  tangentes  fixes. 


V.  Le  sommet  P d'un  angle  con- 
stant TPO  glisse  sur  un  cercle,  un 
de  ses  côtés  UP  passe  par  un  |ioint 
fixe  O,  le  deuxième  côté  TP  enve- 
loppe une  conique  ayant  le  point  O 
pour  foyer. 


, On  donne  le  rapport  anharmo- 
nique  d'un  faisceau  , trois  de  ses 
rayons  tournent  autour  de  trois 
points  fixes  .\,  B.  C,  tandis  que  son 
sommet  glisse  sur  une  conique  pa.s- 
sant  par  A et  B;  l’envelopiio  du 
I quatrième  rayon  est  une  conique 
1 tangente  aux  droites  CA,  CB. 


Kl  comme  cas  particulier  : Par  un  point  quelconque  P d'une  coni(|ii(î 
on  mène,  à deux  de  ses  points  fixes  A et  B,  deux  cordes  (jui  déterminenf 
sur  une  droite  fixe  un  segment  variable;  l'cnvelopiic  de  la  droite  PM, 
divisant  ce  .>;egment  dans  un  rapport  donné,  est  une  conique  tangente  aux 
parallèles  menées  par  A et  B à la  droite  fixe. 


VI.  Le  sommet  P d un  angle  con-  I 
stanl  TPOglissC  sur  une  droite  fixe;  | 
un  de  ses  côtés  passe  par  un  point  ; 
fixe  O;  l'autre  côté  enveloppe  une 
parabole  ayant  le  point  O pour  i 
foyer. 


On  donne  le  rapport  anharmo- 
nique  d'un  faisceau;  trois  de  ses 
rayons  passent  par  trois  points  fixes, 
tandis  que  son  sommet  gli.sse  sur 
une  droite  fixe;  le  quatrième  rayon 
enveloppe  une  conique  inscrite  dans 
le  triangle  formé  par  les  points 
i donnés. 


351).  ])ans  ce  (|ui  précède,  nous  avons  exposé  la  méthode 
géométriciue  au  moyen  de  laquelle  on  peut  déduire  les  pro- 
jiriélés  d'une  ligure  de  celles  d’une  autre  figure  corrélative, 
non  pas  comme  au  Chapitre  XV  (de  manière  à ce  que  les 
points  de  rune  correspondent  aux  tangentes  de  l’autre),  mais 
de  telle  sorte  que  les  points  correspondent  aux  points  et  les 
tangentes  aux  tangentes. 
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L’annijse  peut  aussi  conduire  au  même  résultat. 

Considérons  deux  triangles  de  référence  ajant  respective- 
ment pour  côtés  a,  b,  cela',  b',  c';  une  même  équation  en  co- 
ordonnées trilinéaires  représentera  deux  courbes  dilïérenles, 
mais  de  même  degré,  suivant  qu’on  la  considérera  eoinmc  se 
rapportant  au  premier  ou  au  second  de  ces  triangles  ( * );  et  les 
mêmes  é(|uations  serviront,  par  une  interprétation  dilVérentc, 
à établir  les  propriétés  correspondantes  des  deux  courbes. 

Une  droite  d'un  système  correspomi  toujours  à une  droite  de 
l’autre,  sauf  dans  le  cas  de  l'équation  ax  4 b^  ■+■  cy  — - o,  qui 
représente  une  droite  située  à rinlini  par  rapport  au  premier 
triangle  et  une  droite  située  à une  distance  Unie  par  rapport 
au  second;  de  même,  a'x b' ^ -h  c' y — o représente  une 
droite  à l’inlini  relativement  au  second  et  une  droite  située  à 
une  distance  linic  relativement  au  premier.  Mais  l’étude  des 
coordonnées  trilinéaires  montre  facilement  comment  il  est 
possible  de  généraliser  les  théorèmes  où  il  est  question  de 
droites  à l’inlini  ('278,  Ex.  Il  . Ainsi,  pour  obtenir  le  lieu  des  cen- 
tres des  coniques  inscrites  ou  circonscrites  à un  (|iiadrilatèn“, 
il  suffit  de  cberclicr  le  lieu  du  pôle  de  la  droite  à l’infini 
ax  -i-  bp  -+■  cy,  et  le  même  jirocédé  peut  servir  à trouver  le 
lieu  du  pôle  d’une  droite  ax  -f-  up  -h  vy  par  rapport  à des  co- 
niques assujetties  aux  mêmes  conditions. 

Le  rapport  anbarmonique  d'un  faisceau  P — A P',  P — /P',... 
ne  dépend  que  des  cT>nstantes/i, /, ...  (5!)),  et  reste  constant 
lorsque  les  droites  représentées  par  P et  P'  viennent  à changer. 
Par  suite,  dans  le  mode  de  transformation  <|ue  nous  venons 


(•)  Il  t»î*t  l'iicilc  do  voir  que  ]ioiir  rapportor  au  prfinier  trian^lo  la  courl»»* 
ohtonuo  (‘n  iiitorprolaiit  l’cquation  par  rapport  au  si^t'oiul  lriaii{'K‘y  il  siiflU  do 
romplaccr,  dans  IVquation  doiinéo  .3  et  •/  par 

/a  4- -t- U'/t  /«'j3 -t- /l'y,  -f- //i*/3 -t- /i"y; 

iMi  représentant  par /« -f- /«  .3 «y  la  droite  correspondante  à a,  ele.  On 
trouvera  de  plus  amples  renseij»nemenls  au  sujet  de  eette  nielhode  do  Irans* 
formation  dons  la  deuilènio  Partie  de  la  Crométne  atmijdtfue  de  .M.  Salmon 
{^Higher  Plane  Cnrees^  Chap.  VI}. 
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d’indiquer,  à un  faisceau  de  quatre  droites  dans  un  système, 
correspond  dans  l'autre  un  faisceau  ayant  même  rapport  an- 
harmoniipie;  à quatre  points  en  ligne  droite  correspondent 
quatre  poinis  ayant  même  rapport  anliarmonique. 

( lie  équation  S = o,qui  représente  un  cercle  ilans  le  premier 
système,  ne  représente  pas,  en  général,  un  cercle  dans  le 
second.  Mais,  puisque  l'équation  d’un  cercle  quelconque  du 
premier  peut  se  mettre  sous  la  forme 

S + (cra  -t-  -t-  cy  )(). a -1-  V/  ) - O, 

toutes  les  courlies  du  second  système  corresiiondant  à des 
cercles  du  premier  passent  par  les  deux  points  communs 
à S et  à « a -t-  />  jj  -I-  cy. 

3(iÜ.  Nous  sommes  ainsi  conduit,  par  une  voie  purement 
aiialytitiue,  à un  princi()e  très-important  découvert  par  l’on- 
celet,  (|ui  en  a donné  des  ap|ilications  nomijreuses  dans  sou 
/’/'rti/é  des  propriétés  projectiles,  le  principe  de  continuité. 
Ce  principe,  en  vertu  dm|uel  les  propriétés  relatives  à une 
ligure  dont  les  lignes  et  les  points  sont  réels  subsistent  lors- 
qu'une partie  de  ces  points  ou  tie  ces  lignes  devient  imagi- 
naire, se  démontre  [iliis  facilement,  du  reste,  |iar  l’analyse  ijne 
par  la  géométrie.  L(>s  procédés  analytiques  ne  tiennent,  eu 
elïet,  aucun  compte  de  la  distinction  si  importante,  en  géomé- 
trie, du  réel  et  de  l’imaginaire.  Ainsi,  par  exemple,  le  procédé 
employé  au  Chapitre  XIV  pour  déterminer  les  propriétés  du 
système  de  coniques  n'présentées  par  des  équations  de  la 
forme  S =1-- /.  H — est  toujours  le  même,  que  les  points 
d’intersection  de  x ei  ji  avec  .S  soient  réels  ou  imaginaires. 

D’une  inopriété  donnée  d’un  système  de  cercles  on  ne  peut 
déduire,  par  une  projection  réelle,  qu’une  propriété  relative  à 
un  système  de  coniques  passant  par  deux  points  imaginaires; 
tandis  qu’il  est  impossible  de  démontrer  cette  dernière  pro- 
priété, en  parlant  de  ré(|uaiion  générale,  sans  la  détnontrer  en 
même  temps  pour  les  coniques  ayant  deux  poinis  réels  com- 
muns. 

La  méthode  analytique  de  transformation  indiquée  au  nu- 
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mcro  prccédenl  s’applique  égalemenl  lorsqu’à  des  points 
réels  d’une  figure  on  fuit  correspondre  des  points  imaginaires 
de  l’auire.  Ainsi,  par  exemple,  + |3’ = y’  représente  une 
courbe  qui  coupe  la  ligne  y en  des  points  imaginaires;  mais, 
si  l’on  remplace  a,  ^ par  P±Q\ — i,  et  y par  II  (P,  Q,  Il  dési- 
gnant des  droites),  on  obtient  une  nouvelle  courbe  qui  est 
coupée  en  des  points  réels  par  la  droite  H correspondant  à y. 

Toutefois,  la  méthode  des  ])rojections  présente  d’assez 
grandes  différences  dans  les  applications,  suivant  qu’on  la 
considère  comme  géométrique  ou  comme  anillj  ti(|ue.  Dans  la 
méthode  géométrique,  on  diblnit  le  théorème  général  il’tin 
théorème  particulier  relatif  soit  au  cercle,  soit  à un  cas  simple 
de  la  figure,  théorème  démontré  d’abord.  Dans  la  méthode 
analytique,  on  démontre  immédiatement  le  théorème  général, 
et  on  en  déiluit  ensuite  les  théorèmes  particuliers,  parce  ((u’au 
moven  de  l’analyse  il  est  aussi  facile  de  démontrer  un  théorème 
général  (|u’un  théorème  particulier. 

§ II.  — Des  sections  pl.vnes  du  cône. 

361.  /.es  sections  faites  dans  un  cône  par  des  plans  paral- 
lèles sont  semblables. 

Menons  par  le  sommet  O du  cône  des  droites  quelconques 
OA,  on,. . .,  elles  rencontreront  les  plans  des  sections  en  des 
points  A,  ll,...,rt,  />,...  qui  se  correspondront  deux  à deux, 

ainsi  que  les  rayons  vecteurs  AB,...,  (d>, Les  deux  triangles 

OAB,  Oab  sont  semblables:  le  rapport  de  ABà  oè,  égal  à celui  de 
OA  à On,  est  constant.  Les  rayons  vecteurs  d’une  section  sont 
donc,  avec  ceux  qui  leur  correspondent  dans  l’autre,  dans  un 
rapport  constant;  par  suite  (233),  les  deux  sections  sont  sem- 
hlahles. 

CoioHaire.  — La  section  faite  dans  un  cône  à hase  circulaire 
par  un  plan  parallèle  à cette  hase  est  un  cercle. 

Ce  corollaire  pourrait  se  démontrer  diretement  en  prenant 
pour  A et  a les  centres  des  cercles. 
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3G2.  La  section  (rnn  cône  à hase  circulaire  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Un  cône  à liase  circulaire  esl  droit  lors(|iie  la  droite  iiieiiée 
par  le  sommet  au  ccnlre  de  la  base  est  perpendiculaire  à cette 
base,  et  alors  celte  droite  s’appelle  axe  du  cône. 

Un  cône  est  oblique  lorsque  celte  droite  est  iddique  par 
rapport  à la  base. 

Nous  délermiiierons  d’abord  la  nature  des  secliiuis  faites 
dans  un  cône  droit. 

Prenons  pour  plan  de  la  ligure  le  |)lan  OAB  conduit  par 
l’axe  OC  du  cône  [fig.  io5)  perpendiculairement  à celui  de  l.r 


Fi{[.  io5. 


/ : 


/ 

> - A 


■,b 


»/. 


Lit 


/'■ 


section  MSxN.  Il  coupe  le  cône  suivant  les  droites  OA  et  015, 
le  plan  sécant  suivant  MN,  et  la  base  ASI5  du  cône  suivant  AB. 
1,’inlerseciion  HS  de  la  base,  avec  le  plan  sécant  est  perpendi- 
culaire an  plan  de  la  ligure. 

1°  (.onsidérons  d’abord  le  cas  où  la  droite  MN  reuconire 
les  côtés  OA  et  015,  comme  il  est  indii|ué  dans  la  Jîj’.  io5, 
c’est-à-dire  il'un  même  côté  du  sommet  O. 

1-e  plan  asb  mené  parallèlement  à la  base  par  un  point  s de 
la  section  coujic  le  plan  de  la  ligure  suivant  ab,  le  plan  sécant 
suivant  rs,  et  le  cône  suivant  un  cercle.  On  a,  d’après  un  ibéo- 
rème  connu, 

KS’  = AR.RB. 
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US  ciaiil  mio  ordonnée  du  cercle;  de  mèinc! 


4Gi 


rs=  fir.  rh. 


1.0  coinporaison  des  Iriangles  semblalïles  AUM  et  arW,  BUN 
/>cN  donne  la  proportion 

AU . BU  : MB . UN  : : ar.  rh  : M ; . ; N ; 

|iar  suite, 

BT;7i’;-.  MB.BN:Mc.;N. 


Le  carré  d'ime  îles  ordonnées  rs  de  la  section  est  ainsi  dans 
un  rapport,  constant  avec  le  rectangle  des  segments  ijnVIle 
détermine  sur  MN  ; cette  section  est  donc  une  ellipse { l'i-!),  111) 
ayant  MN  pour  giand  axe,  et  dont  le  petit  axe  a.éest  donné 
par  la  pioportion 

.{/è:MN’  us';  MR. UN. 

La  droite  M\  rencontre  les  deux  droites  OA,  OB  de  [larl 
et  d’antre  du  sommet  (y/^.io6).Kn  suivant  la  même  marche  ipie 


Fiij.  io6. 


' ^ 


:/ 


B 

\ 


dans  le  cas  précédent,  on  trouve  que  le  carré  de  l’ordonnée  rs 
est  dans  nn  rapport  constant  avec  le  rectangle  Mc. rN  des 
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segnicnls  (lu'elle  <icl''rmine  sur  le /jro/on^emcH/  de  la  droile 
MN.  Il  est  dès  lors  facile  de  voir  que  la  seciioii  est  une  /i>’- 
perlwlc^o  composant  de  deux  branches  opposées  NsS,  Ms'S'. 

3"  I,a  droile  MNesi  parallèle  à l’un  des  cèles  0.\  10-). 

Pans  ce  cas  : 

All  = «r,  IIB:;A::RN;/N, 


ei  comme 
on  a 


l ie-  '07- 


ü‘. 


rs  =<ir.rb, 


HS’  = A11.RB, 


rs  : /-N 


RS  :RN. 


Le  carré  de  rordonnée  esl  donc,  avec  l’abscisse,  dans  un 
rapport  conslanl;  par  suite,  la  section  esl  une  parabole 


( • ) Oux  qui  8'occU|H*riMil  W premU'rs  sections  coniques  ne  runsideraient 
que  le  cas  du  cône  droit  coupe  par  un  plan  perpendiculaire  à une  de  s*ys 
artMe.s,  c’est-à-dire  en  supposant  In  droile  MN  jK’riK'ndieulaIre  à OB.  Les 
tioiis  coiii(|m*s  lurent  alors  divisées  en  Mictions  d’un  cône  reclaii('le,  nrutan(jle 
et  olitiisaii{*l<S  t*t,  <r:iprt'S  Futochiiis»  le  coniinentateur  d’Apollonius»  on  It's 
appela  : parabole,  ellipse  ou  liy|M>rbole,  suivant  que  l’angle  du  cône  était  égÂd, 
inférieur  ou  supérieur  h un  aii(]le  droit.  (Le  passage  entier  d'Eutochius  a etc 
cit<*  par  M.  >\'altun  dans  st?s  Problèmes,  p.  4^8).  ('<c  fut  Apollonius  tpii  inofitia 
le  ptemier,  que  les  trois  sections  pouvaient  être  obtenues  dans  un  sluiI  cône, 
et  qui,  suivant  Pnppus,  leur  donna  le  nom  de  jtaniboir^  rWpie  et  hyprrbn/r, 
en  se  basant  sur  les  raisons  indiquées  nu  ii"  194.  I.’autoritc  d'Eutochius,  qui 
vivait  plus  de  cent  ans  aprt*s  Pappus,  n’est  pas  tK's-grande;  copenilant  le. 
nom  «le  panibolf  était  d«qà  employé  par  .Archimède,  qui  écrivait  avant  Apol- 
lonius. 
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363.  Il  esiévidenlquc  les  projections  des  tangcnlesau  cercle 
en  A el  B sont  tangcnles  en  M el  N à la  section  coni(|ue  ( 3i8  J; 
dans  le  cas  de  la  parabole,  le  point  M et  sa  tangente  s’éloignent 
à l’infini,  ce  qui  nous  conduit  encore  à cette  conclusion  : La 
parabole  a une  tangente  située  tout  entière  à V infini. 


36i.  Supposons  maintenant  que  le  cône  soit  obli(|uc.  Pre- 
nons pour  plan  de  la  figure  le  plan  mené  par  OC  jierpendicu- 
laircmcnt  à la  base  AQSB  (yï^.  io8).  Le  plan  sécant  rencontrant 


Fip.  io8. 


n 


cette  base  suivant  une  droite  QS,  menons  dans  le  cercle  le  dia- 
mètre LK  de  cette  corde  QS.  Le  plan  LOK  conduit  par  ce  dia- 
mètre LK  et  le  sommet  O coupe  le  plan  sécant  en  M.\.  La 
démonstration  est  dès  lors  analogue  à celle  que  nous  avons 
donnée  pour  la  section  du  cône  droit.  On  a,  dans  le  cercle  .\B, 

KS’=LR.IIK. 

On  aurait  de  mén)c,  dans  un  cercle  parallèle  mené  par  un 
point  s de  la  section  (afin  d’éviter  la  complication,  ce  cercle 
n’a  pas  été  représenté  sur  la  figure), 

— 1 

rs  z=ir.rf,-. 

La  similitude  des  triangles  KILM,  /r/  M,  LILN,  /cN  situés  dans 
le  plan  LOK  prouve,  comme  dans  le  cas  où  le  cône  est  droit, 

* 3 —3 

que  le  rapport  HS  : rs  des  carrés  des  ordonnées  de  la  section 
est  le  même  que  celui  des  rectangles  des  segments  qu’elles  dé- 
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lerniiiieiil  sur  la  droile  MN.  I^a  section  est  donc  une  conique 
dans  laquelle  MN  est  le  diamètre  correspondant  à QS;  ce  sera 
une  ellipse  ou  une  livperhole  suivant  que  MN  rencontrera  les 
droites  01^  et  OK  d’un  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  du 
sommet,  et  une  parabole  lorsque  MN  sera  parallèle  à l'une  de 
ces  droites. 

Dans  eette  démonstration,  nous  avons  supposé  que  QS  cou- 
]iait  le  cercle  en  des  points  réels;  s’il  n’en  était  pas  ainsi,  il 
surfilait  de  prendre,  au  lieu  du  cercle  AB,  un  autre  cercle  pa- 
rallèle ni)  qui  rencontrerait  la  courbe  en  des  points  réels. 

HOo.  Lorsqu'un  ptan  sécant  rencontre  la  hase  il 'un  cône  cir- 
culaire suivant  une  droite  OS,  les  diaintires  conju"ués  à QS 
pris  dans  le  cercle  et  dans  ht  section  se  coupent  sur  QS. 

Le,  tbéorème  est  évident  quand  la  droite  QS  (devenant 

alors  qs)  rencontre  le  cercle  en  deux  points  réels,  puisqu’alors 
les  deux  iliamèlres  conjugués  passent  par  le  milieu  r de  qs 

Fi".  lOf). 

• 0 

I./  "■  i 

'I 

T t 

,”r-  .n; 

■'‘i  l 

kl 

I “ 


(//g'.  lOf)).  Besteà  examiner  leoasoii  les  intersections  de  qs  et  du 
cercle  cessent  d’ètre  réelles.  Le  diamètre  df,  (|ui  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à QS  rians  le  cercle,  se  pro- 
jette suivant  un  diamètre  DF  divisanten  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à qs  dans  un  cercle  parallèle  au  premier  (:Mil  ). 
Lelieu  des  milieux  des  cordes  du  cône  parallèles  à ^s^est  donc 
un  plan  Odf.  Bar  suite,  le  diamètre  conjugué  de  QS  dans  une 
section  quelconque  est  l’intersection  du  plan  Odf  avec  le  plan 
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de  celle  seclion,  cl  passe  par  le  point  R,  trace  de  la  droite  QS 
sur  ce  plan  Odf. 

Les  rectangles  RD. RF  et  R/,  des  segments  RD,  RF,  R", 
R/-  {fis-  loy)  déterminés  sur  les  diamètres  conjugués  ù QS  dans 
le  cercle  et  la  section  par  leur  intersection  R,  sont  entre  eux 
dans  le  même  rapport  que  les  carrés  des  diamètres  parallèle  et 
conjugué  il  QS  dans  la  section. 

Lorsque  qs  rencontre  le  cercle  en  des  i)Oinls  réels,  le  théo- 
rème est  évident,  puisque  rs  = dr.rf.  Nous  avons  démontré, 
en  général,  que  les  droites  gh , df,  DF  étaient  situées  dans  un 
plan  mené  par  le  sommet.  Les  points  1)  et  d sont  donc  les 
projections  de  g,  c’est-à-dire  sont  situés  sur  une  droite  passant 
par  le  sommet.  Par  suite,  les  triangles  semblables  (comme  au 
numéro  3CV)  nous  donnent 

dr.  rf  : DR . RF  ::  gr.  rh  : "R.  R/i  ; 

et  puist|ue  les  rectangles  dr.rf  et  gr.rh  sont  dans  le  même 
rapport  que  les  carrés  des  diamètres  parallèles,  il  en  est  de 
même  des  rectangles  DR.RF  et  gR.R/i. 

Ce  théorème  nous  permet,  étant  données  la  seclion  gshq  et 
la  droite  QS,  de  trouver  DR.RF,  c'est-à-dire  le  carré  de  la  tan- 
gente menée  du  point  R au  ceiclc  dont  le  plan  passe  par  QS. 

3l)G.  On  peut  toujours  projeter  une  conique  gshq  suivant 
un  cercle,  de  telle  sorte  qu’une  droite  'l'I.  située  dans  son  plan 
et  ne  lu  coupant  pas  se  projette  à l'in/ini. 

Il  sullit,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  faire  voir  qu’on 
peut  lonjours  trouver  le  sommet  O d’un  cône,  ajant  puni'  hase 
la  conique  donnée  et  dont  les  sections  parallèles  an  plan  OTL 
soient  des  cercles;  car  alors  ces  sections  satisfont  à la  ques- 
tion. D'après  le  théorème  précédent,  la  distance  OL,  du  som- 
met O à rinlerseclion  Lde  Tl.  avec  son  diamètre  conjugué,  est 
donnée,  puisque  le  plan  OTL  rencontrant  le  cône  suivant  un 

cercle  iormimenl  petit,  le  rapport  OL  ; ^^L. L/r  est  le  même 
que  celui  de  deux  diamètres  connus  de  la  section;  d’ailleurs 
OL  est  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à TL,  puistju’il  est 

3o 
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parallèle  au  diamèlre  du  cercle  perpendiculaire  à TL.  Ricir 
du  reste  ne  limite  la  position  de  O,  qui  doit  se  trouver  sur 

I 

une  circonférence  déterminée  dans  un  plan  mené  par  le 
point  L perpendiculairement  à TL. 

3G7.  Lorsqu'une  sphère inscrite  dans  un  cône  droit  AOB 
est  tan  fiente  au  plan  d'une  section  MPN,  le  point  de  contact  F 
est  un  foyer  de  cette  section,  et  l'intersection  du  plan  de  la 
section  et  du  plan  de  contact  ADB  de  la  sphère  avec  le  cône 
est  la  directrice  correspondante . 

Inscrivons  une  deuxième  sphère  adh  i lo)  entre  le  plan 

de  la  section  et  le  sommet  O du  cône  : soient  adh  son  plan  de 

Fi|;.  no. 

Il 

a/  (> 


h 


contact  avec  le  cône  et  F'  son  point  de  contact  avec  la  section. 
Joignons  un  point  quelconque  P de  la  section  au  sommet  (J; 
cette  droite  PO  rencontre  les  plans  de  contact  en  I)  et  </.  Les 
tangentes  menées  par  un  point  à la  sphère  étant  égales,  on 
aura 

PD  = PF,  P</=PF'; 

|)ar  suite, 

PF  PF'  = PD  + P</  —V\d  = constante. 

Les  points  F et  F'  sont  donc  les  foyers  de  la  section. 

Le  point  R,  où  FF'  rencontre  le  prolongement  de  .\B,  ap- 
partient à la  directrice,  c’est-à-dire  à la  polaire  de  F,  puisque. 
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d’après  une  propriété  du  cercle,  N,  F,  M,  R forment  une  di- 
vision harmonique. 

On  démontrerait  facilement  que  le  paramètre  de  la  sec- 
tion MPN  est  constant,  lorsque  la  distance  de  son  plan  au 
sommet  est  constante. 

Corollaire.  — Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  cônes  droits 
sur  lesquels  on  peut  placer  une  ellipse  donnée  est  une  hyper- 
bole passant  par  les  foyers  de  l'ellipse.  La  dilférence  MO  — NO 
est,  en  elfet,  constante,  puisqu’elle  est  égale  à la  dilférence 
MF'-NF'  (*). 

§ III.  — Projec.tioss  orthouosales. 

3C8.  On  appelle  projection  orthogonale  d’un  point  sur  un 
plan  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce 
plan.  La  projection  d’une  ligure  quelconque  est  le  lieu  des 
projections  de  ses  divers  points;  et  il  est  facile  de  voir  que  la 
projection  d’une  droite  est  une  droite,  et  que  des  droites  pa- 
rallèles se  projettent  suivant  dos  droites  parallèles,  etc. 

projection  orthogonale  d’une  figure  n’est  autre  chose,  du 
reste,  que  la  section  droite  du  cylindre cette  figure  pour 
directrice.  Le  plan  de  la  section  droite  est  le  plan  de  projec- 
tion. * 


(*)  Hn  partunt  d«‘ et;  principt*,  M.  Mulcahy  a liiUiqiit}  um*  méthode  pour  dé- 
duire les  propriétés  des  angles  (|iii  ont  le  foyer  pour  sommet  de  celles  relatives 
aux  petits  cercles  de  la  sphère.  Transformons  par  celle  méthode  le.  lhéoK>me 
suivant  : Si,  par  un  point  P de  la  sphère,  on  mène  un  grand  cercle  eoupant  un 
pelil  cercle  en  deux  points  ,\  el  B,  le  produit  langi  AP.taiig  J BP  tvit  constant. 
Prenons  un  ct^ne  ayant  ce  pelil  cercle  pour  biise,  el  le  centre  de  la  sphère  pour 
sommet^  en  coupant  ce  cène  par  iin  plan,  on  voit  que  : St  par  un  point  p pris 
dans  le  plan  d’une  coiutpie,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  conique 
en  a et  le  produit  des  tangentes  des  moitiés  des  angles  sous  U;s<{uels  ap 
4-1  hp  stmt  vus  du  sommet  du  crtne  est  constant.  Cette  propriété  appartenant 
au  sommet  d’un  céiic  droit,  quelle  que  soit,  du  reste,  la  position  du  plan  de 
la  section  faite  dans  ce  cène,  subsiste  encore  lorsque  ce  sommet  coïncide  avin* 
le  foyer  de  la  s4H-tion;  on  r«'tüml>e  ainsi  sur  la  Ttdalion  connue 

tang  J tang  J s=  const.  (225,  Ex.  Mil}. 

3o. 
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La  projection  orthogonale  MM'  d'une  droite  est  égale  au 
produit  de  cette  droite  PQ  par  le  cosinus  de  l'angle  compris 
entre  cette  droite  et  sa  projection  {*). 

Cela  esl  évident,  comme  on  peut  le  voir  en  se  reportant  à la 
fig.  3,  où  MM'  est  la  projection  de  PQ. 

Corollaire  I.  — Le  rapport  entre  des  droites  parallèles  et 
leurs  projections  orthogonales  est  constant. 

Corollaire  II.  — Les  droites  parallèles  au  plan  de  projection 
se  projettent  en  vraie  grandeur. 

L'aire  d'une  Jigure  plane  est  dans  un  rapport  constant  avec 
l’aire  de  sa  projection  orthogonale. 

Prenons  les  ordonnées  de  la  ligure  perpendiculairement  .i 
l’intersection  du  plan  de  cette  figure  et  du  plan  de  projection: 
les  ordonnées  de  la  projection  seront  perpendiculaires  à cette 
intersection  ; leur  rapport  avec  celles  de  la  figure  sera  constant 
et  égal  à celui  du  cosinus  de  l’angle  des  plans  à l’unité.  Et  on 
sait  (ce  que  nous  prouverons  au  n°  394)  que,  lorsque  deux 
figures  sont  telles,  que  les  ordonnées  de  l’une  soient  dans  un 
rapport  constant  avec  les  ordonnées  de  l’autre,  les  aires  de  ces 
figures  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport. 

Le  cercle  peut  être  considéré  comme  la  projection  orthogo- 
nale d’une  ellipse. 

Prenons  pour  plan  tle  projection  le  plan  conduit  suivant  une 
parallèle  au  petit  axe  de  l’ellipse  et  faisant  avec  le  plan  de  l’el- 
lipse un  angle  dont  le  cosinus  est  égal  à les  droites  parallèles 

au  petit  axe  se  projettent  en  vraie  grandeur,  celles  parallèles 
au  grand  axe  sont  diminuées  dans  le  rapport  de  h à a;  la  pro- 
jection de  l’ellipse  est  donc  (163)  un  cercle  de  rayon  b. 

369.  Appliquons  les  principes  précédents  à la  solution  du 
problème  donné  dans  l’Exercice  Vil  du  n“  231  : Trouver  le 


(•)  On,  ce  qui  rovienl  au  nu’im*,  «if  l’aiqjlt’  lait  par  la  droite  avtH'  le  plan 
de  projection 
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raj'on  R du  cercle  circonscrit  à un  triangle  inscrit  dans  une 
conique. 

Soient  a,  j3,  y les  côtés  du  triangle,  A son  aire;  la  géométrie 
élémentaire  fournit  la  relation 


1 — 

4 A ■ 


Si  l’on  projette  l’ellipse  suivant  un  cercle  de  rajon  h,  et  que 
l’on  désigne  para',  A'  les  projections  des  côtés  et  de  l’aire 
du  triangle,  il  vient 


b — 


4A'  ■ 


Mais,  les  droites  parallèles  étant  dans  un  rapport  constant  avec 
leurs  projections,  on  aura  également 

a':a:;ô:ô',  b:b",  y':y  ::  b:  b”, 

en  représentant  par  b',  b",  b”  les  diamètres  conjugués  paral- 
lèles à a,  p,  y.  ' 

Les  aires  A et  A'  sont  liées  d’ailleurs  par  la  proportion  (368) 


A';A:;i 

Donc 

4Â''-  4A 

Par  suite. 

<10 

(*)  O’ite  drmunslration  du  Ihëorèmc  de  Mac-Ciill»(;h  est  due  au  D*"  Graves. 
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CHAPITRE  XVIII. 

INVAUIANTS  KT  r.OVARLVNTS  DKS  SVSTÈ.MKS  DK  COMyKES. 


370.  Nous  avons  domoniré  (250)  que  lorsque  S cl  S'  repré- 
senlenl  deux  coniques,  il  y a trois  valeurs  de  k pour  lesquelles 
/.S  + S'  représente  un  couple  de  droites.  Soient 

S nx'‘  -+■  b y'  4-  cj’-f-  "ifyz  -K  2 gzx  ■+■  1 hxy—  o, 

S'  = n'x’-h  by-’-h  c's’4-  ‘>fy'+  2^'zx-4-  7.h'xy—  o 


les  équations  des  deux  coniques,  et 

A = abc  -+-  2 fyli  — af‘‘  — bg‘‘  — dt‘, 

\'  = n'b'c'  4-  7f^'h'-  a'f'—  b' g''—  c'h” 

leurs  discriminants.  Ces  valeurs  de  k sont  données  par  l’équa- 
tion du  troisième  degré 

A/.'  4-  0/.’  4-  0'X-  4-  A'  = o, 

obtenue  en  remplaçant,  dans  la  relation  A = o,  <7,  ft, — par 
a 4-  ka' , b 4-  kb' 

En  ell'ecluanl  les  calculs  on  trouve  pour  0 l’expression 

( bc  — /’)</'  4-  (c«  — g‘‘)b'  -h{ab  — //’)c' 

4-  2{g/i  — q/  )/  4-  a(  /(/•—  bg]g'  + y {fg  — c/i)/i'. 


ou,  eu  employant  la  notation  du  n"  151, 

\a'  4-  BA'  4-  Ce'  4-  aF/”  4-  7‘^'tg'  4-  2 H h', 
ou  bien,  d’après  le  théorème  de  Taylor, 


, 7/A  ,,  7/A 

" 7/0-^ '';//; 


7/  A ^ 7/  A 
" 7/e  ^-^7 


If 


» dg  dh 
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On  a d’ailleurs 

0'  = \'a  -+-  B'6  4-  Ce -h  aF'y-f-  iW'h, 

comme  on  peut  le  voir,  en  permutant  les  accents  dans  l’ex- 
pression de  0. 

Si  l’on  élimine  k entre  l’équation  A S -+-  S'  = o,  et  celle  du 
troisième  degré  en  k,  l’équation  résultante 

AS”  — 0S'’S4-0'S'S’-A'S*=o, 

qui  est  évidemment  du  sixième  degré,  représente  les  trois 
couples  de  droites  qui  joignent  les  quatre  points  d’intersec- 
tion des  deux  coniques  (238). 

EXERCICE. 

Trouver  le  lieu  de  l’interscclion  des  normales  menées  à une  conique 
par  les  extrémités  d'une  corde  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  (*.  p). 

L’équation  de  la  conique  étant  S = ^ -h — i = o,  les  points  dont 

les  normales  se  coupent  en  un  point  donné  (x',  /')  se  trouvent  à l'inter- 
section de  S avec  l’hyperbole,  S'  = 2 (c’.rv  ■+■  l/^r'x  — n’x'r)  = o (181 , 
Ex.  1).  Ce  qui  précède  permet  de  former  l’équation  des  six  cordes  joi- 
gnant les  pieds  des  normales  menées  par  et  en  exprimant  qu’elle 

est  vériliée  par  2,  p on  obtiendra  l’équation  du  lieu  cherché.  D’ailleurs 
on  a 

A = H =:  o,  A’)  '' — r*), 

rt’A’  > \ J n 

y = — ia‘b'c'x'y. 

Par  suite,  le  lieu  a pour  équation 

(rt’fix  — A=»r— c’2|5)* 

-+-  2(rt‘x’  -f-  A’r’  — c')[n'Px  — xy  — r’a^)  H-  ~ “ 

^ I - 1^  = o, 

qui  représente  une  courbe  du  troisième  degré.  Cette  courbe  se  réduit  à 
une  conique  lorsque  le  point  donné  est  sur  l’un  des  axes  (ce  qui  revient 
à faire  a z=  o dans  l’équation  précédente),  et  alors  l’axe  fait  partie  du 
lieu,  comme  on  peut  du  reste  le  voir  géométriquement.  Elle  se  réduit  encore 
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à une  conùiue  lorsque  le  point  est  situé  à l'infini,  c’est-à-dire  lorsqu'on 
doniaïule  le  lieu  de  1 intersection  des  normales  menées  aux  extrémités 
des  cordes  parallèles  à une  droite  donnée. 

371.  Lorsqu’cii  passant  d’un  système  d'axes  de  coordonnées 
(cartésiennes ou  trilinéaires  ) à un  autre,  S et  S'  se  transformenl 
en  S et  S',  /i  .S  -t-  S'  devient  évidemment  />  S -+-  S',  et  le  coeffi- 
cient h reste  invariable.  Les  valeurs  de  h pour  lesquelles 
/iS-t-S'  représente  des  lignes  droites  est  donc  indépendant 
des  axes  auxquels  S et  S'  sont  rapportés;  par  suite  le  rapport 
entre  deux  quelconques  des  coefficients  de  l’équation  du  troi- 
sième degré  qui  détermine  k (370)  est  constant,  quelle  que 
soit  la  transformation  que  l’on  ait  fiut  subir  aux  axes  (*). 

Les  quantités  A,  0,  0',  A'  s’appellent,  pour  cette  raison, 
les  invariants  du  système  des  coniques  S et  S'.  Si  donc,  après 
avoir  ramené  à leurs  formes  les  plus  simples  les  équations  de 
deux  coniques  S et  S',  on  arrive  à une  relation  homogène 
entre  A,  0,  0',  A',  on  peutaffirmer  que  la  même  relation  sub- 
siste, quelle  que  soit  la  position  des  axes  de  coordonnées. 
Il  est  dès  lors  possible  d’exprimer,  en  fonction  de  ces  quatre 
quantités,  la  condition  nécessaire  pour  que  deux  coniques 
soient  assujetties  à une  relation  indépendante  du  choix  des  axes. 

Les  exercices  suivants  sont  relatifs  au  calcul  des  invariants 
dans  quelques  cas  d’un  emploi  fréquent. 

EXERCICES. 

1.  Calculer  les  invariants  do  deux  coniques  rapportées  à leur  triangle 
autopolaire  commun. 


(')  It  est  faeitc  itc  voir,  en  cflecluant  tes  calculs  de  Iraiisrurnialiuii,  que  si 
dans  S et  S’  on  miiplace  x,  z par 

/x m_)  -)- n I,  /'x-t-m'r-t-n'r,  fx -t-  in\r -I-  n’:, 

les  qiiamili-s  A,  0,  0',  A’,  relatives  aux  nouveaux  axes,  se  déduisent  des  quan- 
tités coriespondantes  relatives  aux  anciens,  en  les  multipliant  res|icetiveinent 
par  le  carrv!  du  déterminant 

I / m ft 

V m'  h'  . 

r m-  II’ 
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Les  équations  des  coniques  sont  alors 

S = «.r>  -I-  by  H-  cz\  S'=  b'r’-h  c'z'. 

Si,  ]X)ur  simplifier,  on  y remplace  x,  y,  z |Kir  x ^ a' , y ^JP , z p^',dc  ma- 
nière à ramener  S'  à la  forme  .r-  -t-.r ’-t-  elles  deviennent 

S = nx'-+- i_r’ + S' = j:’ -I- î’, 

et  on  a 

A = abc,  H = bc  + ca  nb,  0'  — « -I-  A c A'  = i . 

L'équation  S -h  AS'=  o représente  deux  droites  pour  les  valeurs  de  4 
données  par 

4 ’ -t-  /’(«  + A -f-  f)  -e  4 ( Ac  -f-  en  -f-  nb)  -t-  nbc  = o, 

c'est-à-dire  lorsijue  4 est  égal  à l’une  des  trois  quantités  — n,  — b,  ~ c. 

IL  S'  représi'ntc,  comme  plus  haut,  x'-i-  r’-f-  et  S l’équation  gé- 
nérale; calculer  les  invariants. 

RÉP.  H = ( Ar  — — b’)  («a  — A’)  = A -e  B C; 

H'  = rt  A -f-  c. 

III.  Lorsque  S et  S'  représentent  les  deux  cercles  jr’-e  v’— /■’, 
(x — a)’ -*-(_)•—  ^ /•'*,  on  a pour  les  invariants 

A = -r>,  H=  »>-+- /■”,  H'=  a’-t- (i*- r’- ar",  A'=  - r". 

Et  si  I)  est  la  distance  des  centres  des  deux  cercles,  S -i-  4S'  représente 
un  couple  de  droites  pour  les  valeurs  de  4 vérifiant  l'équation 

r>-r(ar>-e  /■"— D’)4  -4-(r’-4-  Ar"—  D=)4’ -+- r"/i»=  o. 

Mais  comme  S — S'  représente  deux  droites  (dont  l’iifie  est  située  à l'in- 
fini), il  est  évident  que  — i est  une  des  valeurs  de  4,  et  4 -i-  i un  divi- 
seur du  premier  membre  do  l’ét]uation.  En  effectuant  le  calcul,  on  a, 
pour  déterminer  les  deux  autres  valeurs  de  4, 

r’-i-(r’-e  r"— D=)4 r"4’=r  o. 

IV.  S représente  la  conique 
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S'  le  cercle 

S)’— r’, 

calculer  les  invariants. 


■ V.  S rP|)r^nlant  la  parabole  ) ’ — 4"'c,  S'  le  naème  cercle  qu’à 
l'Kxercire  IV,  on  demande  les  invariants. 

Réi-onsk. 

— 4'"’,  H = — 4;«(a -i- /h),  h' = — 4/1/*  — r’,  ^’ = — c’. 

372.  Troin'er  la  condition  pour  que  deux  coniques  S et  S' 
soient  tansenles. 

Lorsque  deux  des  quatre  poinls'd'inierseclion  de  deux  co- 
niques coïncident,  il  en  est  de  même  de  deux  des  trois  cou- 
ples de  cordes  d’intersection,  et  l’équation  du  troisième  degré 

A/.’-h0/.’-i-(-)'/,  -f-A'  = o 

admet  deux  racines  égales;  on  a ainsi,  pour  exprimer  que  les 
deux  coniques  se  touclient,  la  relation 

( 0 0'  - 9 A A'  )’  = 4 ((-)=-  3 A 0'  )((-)'■  — 3 A'  0 ), 
qui  peut  encore  s’écrire  de  la  manière  suivante: 

■ 0’0'’-f-  i800'AA'-  27A’A'>-4A0>-  4A'0’  = o. 

En  se  reportant  à la  théorie  générale  des  équations,  on  voit 
que  le  premier  membre  est  proportionnel  au  produit  des  car- 
rés des  différences  des  racines  de  l'équation  en  k.  Celte  équa- 
tion a donc  toutes  ses  racines  réelles  s’il  est  positif,  et  une 
seule  s’il  est  négatif.  Dans  ce  dernier  cas  (voir  n°  282),  S et  S' 
SC  coupent  en  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires, 
tandis  que  dans  le  premier  S et  S' se  coupent  en  quatre  points 
réels,  ou  quatre  points  imaginaires. 


HXERr.lCE.S. 

l.  Trouver  par  cette  imHliode  la  condition  pour  que  deux  cercles  se 
louchent. 
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La  condition  |)Our  que  l'équation  réduite 

r’’-  D’)/(  O 

(H71,  Ex.  III)  ait  SOS  racines  égales  est  /-’-f-  r'*—  D' = ± arr',  ce  qui 
donne  la  solution  bien  connue  I)  =r  r ± r'. 

II.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d’un  cercle  de  rayon  constant 
tangent  à une  conique  donnée. 

Il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  de  ce  numéro  les  quantités  A.  «, 
H',  A'  par  leurs  valeurs  données  au  n°  371, Ex.  IV  et  V,  en  considéranta 
et  P comme  les  coordonnées  courantes.  Le  lieu  est  en  général  du  hui- 
tième degré,  et  se  réduit  au  sixième  dans  le  cas  do  la  parabole.  Il  est  du 
reste  le  même  que  celui  qu’on  obtiendrait  en  prenant  sur  toutes  les  nor- 
males à la  conique  des  longueurs  égales  au  rayon  r du  cercle  à partir  do  la 
conique. 

On  ra])pelle  quelquefois  courbe  ixirnllèlr  à la  conique,  et  il  a même 
développée  que  cette  conique. 

I.a  courbe  parallèle  à la  parabole /’=  ^mx  a pour  équation 

r'  — ( 3_r’  -h  x'  -t-  Snix  — 8m')  r* 

— am  j-i-  2om’)-(-8m  j-’-e  8m’.r'—  3am’.r-t-  iGm'Jr' 

— U'’—  4«'-r)’[.r'-l-(x  — m)']=  O 

.T  ^ V® 

et  la  courbe  parallèle  à l’ellipse  — -e  'p-  = i est  donnée  par 

r‘  — 2c'r“[c’{rt'  é')  -i-(a'  — aé’ ) x’  (m'  — A').)  '] 

■+■  r'  [c*  (rt‘  -h  -h  b‘  j — 2c’(rt'  — rt'A'  -t-  3i')j’ 

-4-  ac'(3rt‘  — «'A'  -4-  b'[r’  -+■  (n‘  — Gu’b’  -h  GA‘)  j-‘ 

-t-(6n* — Cn'A'-i-  b')r*  ■+■  (G«‘  — loo'A'  -t-  6A‘)a’i  '] 

-+-  r’[  — ■xà’b^c'  («’  -4-  A’)  -4-  2c’jr'(3n‘  — «'A'  A') 

— ac’y-'ln*  — «'A'  -t-  3A‘)  — b'x'{Gn'  — io«'A'  -4-  6A‘) 

— (ü«‘ — lOrt’ A’-4-  GA') 

-4-  a4'r’(4«‘ — Gn'b^ — G «’A‘  -t-  4 A‘)  -t-  a A'(n’  — aA') 

— a(rt*  — rt'A’  -I-  3 A'  )x*j’  — a(  3«*  — ri’ A’  -4-  A‘)x’_)  ‘ 

-4-  an’ (A'  — a«')/“] 

-4-  [A’x=-h  rd)  «’A’]'  [(x  - c)’-4-.)  ’]  [(x  -4-  c)’-t-j'’]  = O. 

On  peut  aussi  considérer  ces  équations  comme  servant  h déterminer  la 
distance  d’un  point  à la  conique,  cette  distance  étant  mesurée  suivant  la 
normale.  Ainsi,  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
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clistanri's  normales  à la  conique  soit  constante  est  une  conique.  La  condi- 
tion pour  (|ue  r«]uation  en  r’  ail  des  raoines  égales  s'obtient  en  égalant 
à 7.éro  le  produit  du  carré  des  axes  par  le  cube  de  l'équation  de  la  déve- 
loppiu-. 

En  faisant  r = o,  on  voit  que  les  foy  ers  peuvent  être  considérés  comme 
des  points  dont  la  distance  normale  à la  conique  est  nulle;  ce  qu’on 
peut  expliquer,  en  se  rappelant  que  la  distance  de  l'origine  à un  point 
quelconque  de  l’une  ou  de  l'autre  des  droites  x’-r-_r’=  o est  nulle. 

III.  Trouver  l'équation  de  la  développée  de  l’ellipse. 

Les  deux  normales  qu’on  peut  mener  é laconique  par  un  point  de  la 
dévelopt)ce  étant  inriniinenl  voisines,  nous  trouverons  l’équation  du  lieu 
en  exprimant  que  les  doux  coniques  S et  S'  de  l’Exercice  du  n°  370  se 
touclient.  L’équation  en  / , -t- h7 -t- A'=  o , n'ayanl  pas  alors  de 

deuxième  terme,  la  condition  pour  qu’elle  ait  deux  racines  égales  se 
réduit  à -17 .iA"-)-  4H''  = o,  ce  qui  donne  |>our  l’équation  de  la  développée 

( n'jr'  (-  /é  r’  — c')’  -h  c*x’  > ’ = o.  (/  oir  le  n°  243.) 

IV.  Trouver  l’équalipn  de  la  développée  de  la  parabole. 

On  a 

S = — 4'«r,  S'  = ax_r  -h  i[ini  — x')/  — 4"' v' 

A = — 4"é>  H = o,  ©' = — ^iii[iin  — x),  A' = 4"y'; 

et  par  suite  pour  l’équation  cherchée 

•i7 mr'  = 4 (•'’  — )’• 

11  faut  observer  que  les  intersections  de  S et  S' comprennent  non-seu- 
lement les  pieds  des  l/vis  normales  qu’on  peut  mener  par  un  point  à 
une  conique,  mais  encore  un  point  situé  à l’inlini  sur  l’axe  des  x.  Los  six 
cordes  d intersection  de  S et  S'  comprennent  donc  trois  cordes  et  trois 
parallèles  à l’axe  menées  par  les  pieds  des  normales.  La  méthode  em- 
ployée (370)  n’est  donc  pas  la  plus  simple  pour  résoudre  le  problème 
dans  le  cas  de  la  parabole  ; l’équation  qu  elle  fournit  n’est  autre  que  celle 
donnée  au  n°  227, Ex.  XII,  multipliée  par  le  facteur 

4 «i(a/«y -e  _v'x  — inir')  — 

373.  Lorsque  S'  représente  deux  droites,  on  a à'  = o.  Pour 
savoir  ce  que  signifient  alors  0 et  0',  on  peut  supposer  que 
ces  droites  sontx  = o etj-  = o,  puisque,  en  vertu  du  principe 
énoncé  plus  haut,  les  propriétés  des  invariants  sont  indépen- 
dantes des  lignes  de  référence.  Le  discriminant  de  S -f 
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qui  s'oblienl  en  remplaçant  h par  h + h dans  A,  est  égal  à 
A -4-  ik{fg—  ch)  — cA’;  le  coefficient  de  A’  s’évanouit  pour 
c=o,  c’est-à-dire  lorsque  le  point  (ar,  j)  se  trouve  sur  la 
conique  S;  celui  de  /r  s’annule  lorsque/Jj' = c/i,  autrement  dit 
(228,  Ex.  III)  lorsque  les  lignes  x et  sont  conjuguées  par 
rapport  à S.  Donc  : Lorsque  S'  représente  deux  droites.  A'  est 
nul  ; la  condition  0'=  o exprime  que  l'intersection  des  deux 
droites  se  trouve  sur  S,  et  0 = o que  les  deux  droites  sont  con- 
juguées {‘29^)  par  rapport  à S. 

L’équation  0’  = 44^^**  vérifiée  lorsque  A -t-  0/r  -i-  0'A’  est 
un  carré  parfait,  exprime  (372)  la  condition  qu’une  des  droites 
représentées  par  S'  est  tangente  à S.  On  peut,  du  reste,  le 
voir  facilement  sur  l’exemple  précédent,  où  l’on  a 

0'  — 4 A0' =(Ac—/>)(ea 


K.XERCIC.ES. 

1.  Étant  données  cinq  coniques  S,,  S,,...,  il  est  toujours  possible  d'une 
inlinité  de  manières  de  déterminer  les  constantes  /,,  de  telle  sorte 
que  l’expression 

soit  ou  un  carré  parfait  L’,  ou  un  produit  MN  de  deux  facteurs  linéaires 
M et  N;  démontrer  que  les  droites  L envelop|>ent  une  conique  fixe  V, 
par  rapport  à latiuelle  les  droites  M et  N sont  conjuguées. 

On  lu’ut  déterminer  V de  telle  sorte  que  les  invariants  H correspondant 
à V et  à chacune  des  cin(i  coniques  données  soient  mils,  puisque  pour 
exprimer  ces  conditions  on  obtient  cinq  équations  de  la  forme 

An,  -H  BA,  -e  Ce,  -i-  a F/,  -i-  aGg,  -i-  a II  A,  = o, 

qui  sulTisent  pour  faire  connaître  les  raïqiorts  mutuels  des  cocllieients 
A,  B.. . . de  l’équation  tangentielle  de  V.  On  a ainsi 

A (7,  o,  A «J  -I-  . . . = o, . . . , rtj  -H . . . = o, 

par  suite 

.V(/,n,  -H  //q  - /,«,  -h  Ipi,)  -h  . . . — o, 

autrement  dit,  l'invariant  H de  V et  de  chacune  des  coniques  du  système 
/,S,  -t-  /,S,  -t-  /jS,  -t-  /,S,  ^ r_-  0 
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est  nul;  ce  qui  clémonlre  le  théorème.  Lorsque  la  droite  M est  donnée,  N 
passe  (wr  un  point  fixe  qui  est  le  pôle  de  M par  rapport  à V. 

II.  lÆrsipie  six  droites  x,  y,  i,  «,  e,  »•  sont  tangentes  à une  conique, 
les  carrés  . . . vérifient  la  relation  linéaire 

/, .r’  -e  /^y  ’ 4-  z’  -i-  /, -i-  /^e’  -+■  /,«■’  =■  o. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  de  l'Exercice  I,  mais  peut 
se  démontrer  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  exprime  (loi)  que  les  six 
droites  (>x  4- fxjr v)  sont  tangentes  à une  conique,  on  obtient  six 
équations  qui  permettent  d'éliminer  les  coelficients  A,  B,  C,...  et  la 
condition  pour-que  ces  droites  soient  tangentes  à une  môme  conique  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


i “î 

: M » 

I *î  pî 

I î*;  v; 


,“l  '■'1 

■'l  \ 

1 

f'.'. 

qui  exprime  aussi  que  les  carrés  indiqués  vérifient  une  relation  linéaire. 


III.  Lorsqu’on  se  donne  seulement  quatre  coniques  S,,  Sj,  S,.  S,,  et 
que  l'on  cherche  à déterminer  une  conique  V,  comme  dans  l'Exercice  1,  de 
telle  sorte  que  les  invariants  h soient  nuis,  on  n'obtient  que  quatre  condi- 
tions, et  un  des  coelTicicnts  de  l’équation  tangenticlle  de  V reste  indéter- 
miné; en  exprimant  les  autres  coefficients  en  fonctions  de  ce  dernier,  on 
peut  mettre  l’équation  tangenticlle  do  V sous  la  forme  ï 4-  X ï'=  o,  qui 
représi'nte  une  conique  tangente  à quatre  droites  fixes.  Nous  démontrerons 
directement,  plus  tard,  qu’on  peut  trouver  quatre  systèmes  de  constantes 
telles,  que  l'expression  /,S,  4-  /jSj  4-  /jS,  4-  l,S,  soit  un  carré  parfait. 

11  est  facile  de  voir,  en  prenant  pour  .M  la  droite  à l’infini, que  lorsque 
M est  une  droite  donnée,  le  problème  de  déterminer  les  constantes 
. . de  telle  sorte  que  l’expression  /,S,  4-. . . soit  de  la  forme  MN, 
admet  une  solution  et  n'en  admet  qu’une  seule  : le  théorème  de  l’Exer- 
cice I montre  alors  que  N est  le  lieu  du  pôle  de  M par  rapport  à V.  Com- 
parer à CO  résultat  celui  de  l'Exercice  VIll  du  n°  2i8. 

374.  Tivuver  l'équation  du  couple  des  tangentes  menées 
à S aux  points  où  celte  conique  est  coupée  par  la  droite 
1.x  -I-  uy  -h  'J Z.  — L’équation  d’une  conique,  qui  a un  double 
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conlaci  avec  S,  aux  poinls  où  S renconiro  celle  droile,  élani 
/i  S -f-  { >.  JT  + fAj-i-  V Z )’  = O,  loul  se  rédiiii  à délerminer  k de 
lelle  sorle  que  celle  équalion  représenle  deux  droites,  el  il 
esl  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  non  seulemenl  A',  mais 
encore  0',  s’évanouil.  Si  l’on  pose 

i = A X’  -t-  B fx’  -4-  C >•  4-  a F uv  -I-  2 G vX  a H Xu, 

deux  des  valeurs  de  k élani  nulles,  la  iroisièmc  sera  donnée 
par 

/.-A  -t-  V = O. 

L’équaiion  du  couple  de  langenles  esl  donc 
ZS=  A(Xxr  -+-  ny  -4-  'jzf. 

Lorsque  la  droile  \x  + jxj  -(-  vz  esl  langenle  à S,  le  couple 
de  langenles  coïncide  avec  celle  droile,  on  a alors  1 = o \15i). 

Le  problème  qui  précède  renferme  comme  cas  parliculier 
la  délerminalion  de  l’équalion  des  asj  niploies  d’une  conique 
définie  par  l’équalion  générale,  en  coordonnées  irilinéaircs. 

375.  Interprétation  géométrique  de  l’équation  0 = o dans 
le  cas  le  plus  général.  — Prenons  pour  iriangle  de  référence 
un  iriangle  aulopolaire  par  rapporl  à S;  l’équalion  de  S est 
alors  de  la  forme  ax‘‘  + by‘‘  cz'‘  (258),  el  l’on  a à la  fois 
f=o,  g=o,  hz=o.  La  valeur  de  0 (370)  se  réduit  à 
bca!  ■+-  cab'  abc'  el  devient  nulle  lorsqu’on  an'  = o,  b'  o, 
c'=o,  c’esl-à-dire  si  l’équalion  de  S'  rapportée  au  même 
triangle  est  de  la  forme  f’yz  -h  g'zx  -h  li'xy.  Donc  ; 0 de- 
vient nul  toutes  les  fois  qu’un  triangle  inscrit  dans  S'  est  auto- 
polaire par  rapport  à S. 

En  prenant  pour  triangle  de  référence  un  triangle  aulopo- 
laire par  rapport  à S',  on  a /"  = o,  g'  = o,  h'  = o,  el  la  valeur 
dé  0,  qui  esl  alors 

( bc  — /')a'  -I-  (ca  — g‘‘)b'  ■+■  [ab  — /i’  )«/, 

ne  peut  devenir  nulle  que  si  l’on  a bc—  f\  ca  = g\  ab  = /i=; 
si  l’on  observe  que  la  relation  bc  = f'  exprime  que  la  droite  x 
esl  langenle  à S,  on  voit  que  0 s’annule  encore  quand  un 
triangle  circonscrit  à S est  autopolaire  par  rapport  à S'. 
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On  (lémonlrcrail  de  même  que  0'  = o exprime  qu’il  est 
possible,  soit  d'inscrire  dans  S un  triangle  autopolaire  par 
rapport  à S',  soit  de  circonscrire  à S'  un  triangle  autopolaire 
par  rapport  à S,  el  si  l’une  de  ces  conslruciions  esl  possible, 
l’auire  l'esi  égalemeni. 

Deux  coniques  liées  cnlrc  elles  par  la  condition  (-)  = o pos- 
sèdent encore  d’autres  propriétés.  Appelons  pôle  d’un  triangle 
par  rapport  à une  conique  le  point  de  concours  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  d’un  triangle  aux  sommets  corres- 
pondants de  son  triangle  polaire  par  rapport  à cette  conique; 
et  axe  du  triangle  la  droite  qui  passe  par  les  intersections  des 
cétés  correspondants  des  mêmes  triangles. 

Lorsque  (-)  — - o,  le  pôle  par  rapport  à .S  d'un  triangle  inscrit 
dansai'  se  trouve  sur  S'  ; et  l'axe  par  rapport  à S'  d’un  triangle 
circonscrit  à S est  tangent  à S.  En  effet,  en  éliminant  succes- 
sivement X,  y,  Z entre  les  équations 

ax  by  -+■  gz  = o, 
lix  h y ■+■  f Z = o, 

gx  + fy  4-  cz  — o, 

on  trouve 


(gli  — «/)•*■  = (/'/’—  %)r=  (fs  - 


pour  les  éiiuations  des  droites  qui  joignent  les  sommets  du 
triangle  x)'z  aux  sommets  correspondants  de  son  triangle  po- 
laire par  rapport  à S.  Os  équations  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  Fx  = G r=  lO,  ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  du 

p<Mc  du  triangle  70  7',  • En  substituant  ces  valeurs  dans  S' 

r (j  J1 

on  arrive,  puisque  les  coeflicients  a',  h',  c'  sont  nuis,  à l’équa- 
tion 

2F/'4-a.G^'  + 2H/i'=o. 


c’est-à-dire  à 0 = o. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  seconde  partie  du 
théorème. 
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EXERCICES. 

I.  Lorsque  (ieux  triangles  sont  autopolairos  par  rapport  à une  conique 
S',  leurs  six  sommets  sont  sur  une  eoni(iue,  et  leurs  six  côtés  sont  tan- 
gents à une  autre  conique  (35t‘>,  Ex.  Vil). 

Faisons  passer  une  conique  par  les  trois  sommets  du  premier  triangle, 
et  par  deux  des  sommets  du  second  que  nous  prendrons  pour  triangle  de 
référence  xri.  Celte  conique  étant  circonscrite  au  premier  triangle, 
on  a «'=  O,  c’est-à-dire  « -t-  ô -t-  c = o (371  , Ex.  II);  et  comme  elle 
passe  par  deux  des  sommets  de.r>  î,  on  a o = «,  l>  ~ o,  et  par  suite  c = o; 
elle  passe  donc  parle  troi.siémc sommet  du  tleuxième  triangle.  I.a  deuxième 
jwrtie  du  théorème  se  démontre  de  la  môme  manière. 

II.  Le  carré  de  la  tangente  menée  du  centre  d’une  conique  au  cercle 
circonscrit  à un  triangle  autopolaire  est  constant  et  égal  à -e  h’ 
(.M.  Faire). 

C.0  théorème  n'est  que  l'interprétation  géométrique  de  la  condition 
0 = 0,  appliquée  à la  valeur  a’-t-  — r’ — ô'  trouvée  pour  0 au 

n"  371,  Ex.  IV.  Il  peut  encore  s’énoncer  de  la  manière  suivante  ; Tout 
cercle  circonscrit  à un  triangle  aulopolaire  coupe  orthogonalcment  le 
cercle,  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à la  conique.  En 
eirel,  le  carré  du  rayon  do  ce  dernier  cercle  est  égal  à «’  ■+-  !>'. 

III.  Le  centre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  autopolaire  par  rapport 
à une  hyperbole  équilatèro  se  trouve  sur  la  courbe. 

Il  suffit  pour  le  démontrer  de  faire  dans  1a  condition  0' o, 

0'  ayant  la  valeur  donnée  au  n"  371 , Ex.  IV. 

IV.  Si  le  rectangle  construit  sur  les  segments  d’une  des  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à une  conique  est  constant  et  égal  à .M,  le  lieu  du 
point  de  concours  des  hauteurs  est  le  cercle  .r’  -i-  r'=  «’-t-  6’  -i-  M. 

La  condition  jmur  qu’un  triangle  autopolaire  par  rap|>orl  à un  cercle 
soit  circonscrit  à S s’obtient  en  égalant  à zéro  la  valeur  de  0 trouvée  au 
n°  371,  Ex.  IV.  D’ailleurs,  lorsqu’un  triangle  est  autopolaire  par  rapport 
à un  cercle,  le  centre  du  cercle  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  { 278 , Ex . 111  ) et  le  carré  du  rayon  est  égal  au  rectangle 
construit  sur  les  segments  d’une  des  hauteurs  (pris  avec  le  signe  -4-  si 
le  triangle  est  obtusangle,  et  avec  le  signe  — s’il  est  acutangle  ).  En 
faisant  dans  l’équation  précédente  M = o,  on  retombe  sur  le  lieu  décrit  jwr 
le  sommet  des  angles  droits  circonscrits. 

• 

V.  Si  le  rectangle  construit  sur  les  segments  d’une  des  hauteurs  d'un 

3i 
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triiinglc  inscrit  dans  S est  constant  et  l'gal  à M,  le  lieu  de  rinterseclion 
des  liauteurs  est  une  conique  S = M ) semblable  et  concentrique 

à S (1)'  Hart). 

Ce  tlu'orème  se  démontre  comme  le  précédent,  en  partant  de  la  rela- 
tion t»'  = o. 


VI.  Trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  hauteurs  d'un  triangle  inscrit 
dans  une  conique  et  circonscrit  à une  autre  (M.  Bühkside). 

Prenons  pour  origine  le  centre  do  la  dernière  conique  et  égalons  les 
valeurs  de  M trouvées  aux  Exercices  IV  etV;  si  n'et  b'  senties  axes  de 
la  conique  S circonscrite  au  triangle,  le  lieu  a |)our  équation 


qui  représente  une  conique  dont  les  axes  sont  parallèles  à ceux  de  S.  U' 
lieu  est  un  cercle  lorsque  S est  un  cercle. 

VU.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  auiojiolaire  par  rap- 
|)ort  à une  parabole  se  trouve  sur  la  directrice. 

Ce  théorème  et  le  suivant  se  démontrent  en  égalant  à zéro  la  valeur 
trouvée  pour  « au  n“  371,  Ex.  Y. 

VIII.  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à une 
parabole  se  trouve  sur  la  directrice. 

IX.  Le  lieu  du  centre  du  cercle  de  rayon  constant  inscrit  dans  un 
triangle  autopolaire  par  rapport  à une  parabole  est  une  parabole  de  même 
paramètre. 


376.  On  ne  peut  pas,  en  général,  tracer  un  triangle  inscrit 
dans  une  conique  et  circonscrit  à une  autre,  lorsque  ces  deux 
coniques  sont  prises  arbitrairement;  niais  on  peut  en  tracer 
une  infinité  lorsque  les  coefficients  de  leurs  équations  satis- 
font à une  certaine  relation  que  nous  allons  déterminer.  Sup- 
posons qu’un  pareil  triangle  soit  tracé,  et  prenons-le  pour 
triangle  de  référence;  les  équations  des  coniques  peuvent 
alors  se  ramener  aux  formes  suivantes  : 


S = jr’  -t-  -t-  Z’  — 2 JZ  — 1XZ  — 7Xf=  O, 

S'  = 2 fj'Z  -h  2frzx  -h  2 h xy  rr;  O, 
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Cl  en  calculant  les  invariants,  il  vient 

A=  - 4.  + /<).  «'  = - /')% 

CO  qui  donne 

e’=4A(-)'r). 

Ccvie  équation  est  du  genre  (371)  de  celles  qui  sont  in- 
■dépendantes  du  choix  des  axes  de  coordonnées;  elle  subsiste 
donc  entre  les  coefficients  des  équations  des  coniques,  quelie 
que  soit  leur  forme  primitive,  pourvu  que,  par  une  transfor- 
maiion  convenable,  on  puisse  les  ramener  au  type  indiqué 
plus  haut.  Il  est  du  reste  facile  de  voir  (comme  au  n“  373, 
Ex.  I)  que  deux  des  sommets  d’un  triangle  circonscrit  à S se 
trouvant  sur  S',  il  en  est  de  même  du  troisième,  lorsque  la 
relation  0’  = 4A0'  est  satisfaite. 

EXERCICES. 

1.  Trouver  la  condition  à laquelle  doivent  satisfaire  deux  cercles  ;iour 
T]u'on  puisse  tracer  un  triangle  inscrit  dans  l’un  et  circonscrit  à l'autre. 

Si  l’on  pose  D'—  r’  — r”  = G,  on  a pour  la  condition  cliercbée  (371 , 
Ex.  III) 

(G  — 4;>(G  - /■”)=  O ou  (G -t- r»)>  = 4 r V”  ; 

.par  suite,  D’ = r"±  ’irr':  c'est  la  formule  connue  d'Euler  pour  exprimer 


(•)  Ct?lU*  condhion  a êlt»  indiquée  pour  la  prnniitTO  f«>i»  par  M.  Cayloy 
(Phi/osophicni  t.  VI,  p,  pq),  qui  l’a  dédulto  do  la  théorie  dos  fonc- 

tions elliptiques.  M.  Cayloy  a démontré  aussi,  par  le  même  procédé,  que  si  la 
racine  carrée  de  A*0  -+-  A0'-t-  A%  développée  suivant  les  puissances  de  A, 

était  de  la  forme  \ ItA  -f-  CA*-f-, . les  conditions  pour  qu'on  puisse  tracer 
un  polygone  de  /<  côtes  inscrit  dans  IJ  ci  circonscrit  à V'  étaient  rc^pcctivoiiiont 
dans  le  cas  de  n = 3,  5,  7,. . * 


C = 0,  I C.  D ' 

' f.  D E ■ 

1 D E 1 = '’■ 

n F.  F 1 

E E G 1 

•4*1  dans  le  cas  de /f  ^ 

D = 0,  I D E 1 ; 

j D E F 1 

1 E F 1 = “■  1 

EFG 

i 

F G il  1 
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la  disiann*  du  centre  clu  cercle  circonâcrit  à un  triangle  à celui  d'un 
des  cercles  inscrits. 

II.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  de  rayon  donn6  [tassant  par 
les  sommets  d’un  triangle  circonscrit  à une  conirpie,  ou  tangent  aux  côtés 
d’un  triangle  inscrit  dans  une  conique. 

Ces  lieux  sont  on  général  du  quatrième  degré.  Lorsque  la  conique  est 
une  parabole,  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  se  rériuit  à un  cercle 
ayant  le  foyer  pour  centre. 

III.  Trouver  la  condition  pour  »|u’on  puisse  inscrire  dans  S'  un  triangle 
doqt  les  cotés  soient  resjR’Ctivement  tangentsà  S -t-  /S',  S -t-  wS',  S a-  «S'. 

Si  l'on  pose 

S = .r’ -I-  i’  — a(i  H-  //)  11  — a(i  •+■  — 2(1  -t- 

S’  = ’ifyz  -+■  2gix  -T-  2 /(XV, 

la  conique  S -4-  /S' est  évidemment  tangente  à la  droite  x,. . et  on  a 
A = — ( 2 -+-  //  -+-  nig  H-  «/(  )’  — 2 hmifgh, 

H = 2 g -^  /(  ) ( 2 -t-  //"-i-  n>g  -H  nh  ) -e  2 /g/i  ( mn  -t-  ni  -t-  lin), 

H'=  /,)i_  .2(/  m -t-  n]fg/i,  A'=  2.4'//; 

d’où  l'on  tire,  [>our  la  condition  cherchée, 

[H  — A'(/i//(  -(-  «/  -H  /(H ) ]’  = 4 ( .^  4-  /(««  A')[H’  A'(/  -4-  //(  -4-  «)J. 

\yn.  Trouver  In  condition  pour  que  la  droite  Âx  -f-  p-}'  + 'j  z 
passe  par  un  des  quatre  points  d'intersection  de  S et  S'. 

Ce  problème  revient,  en  d’autres  termes,  à trouver  réqualion 
langenlielle  de  ces  quatre  points.  Pour  former  l’équation  lan- 
genlielle  d’une  coniciuc  du  système  S -4-  /iS',  il  suffit  de  rem- 
placer fl,  b,...  par  a + ha'  ,h  hb' . dans  l’équation  Um- 

geiitielle  de  S,  c’est-à-dire  dans 

1 = [bc  -+-  (crt  — + {ab  — 

-4-  — 4(/’)uv  -t-  a(  /(/ — bg)'A  -4-  — c/l  )f.u  = O. 

Oti  trouve  ainsi 

1 -4-  /•  <l>  -4-  Idl'  = O, 
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on  (lésisnanl  par  1'  l’équation  tangenlielle  de  S'  cl  posant 

<I>  = (6c'-t-  h'c  — 2 -4-  {ca  -+■  c'a  — ^g{f' 

+ (al)' -j-  a' b — 2/ili')'j'  -4-  2{gli'  ■+■  g'h  — n f — a'f)  uv 

-4-2{/i/'+  h'f—  hg'  —h'g)'A  -4-  2 (/g^' -4-/'^'  — c/l'—  c'h'Aix. 

L’équation  langentidie  de  l’enveloppe  de  ce  système  est 
donc (298) 

Mais  puisque  S -4-  AS'  et  l’équation  tangenlielle  correspon- 
dante représentent  un  système  de  coniques  passant  par  quatre 
points  fixes,  l’enveloppe  du  système  n’est  autre  chose  que  ces 
quatre  points,  et  l’éijuation  d>’  = 4--'  est  la  condition  cher- 
chée pour  (|ue  la  droite  Xar  -i-  ii.y  -4-  yz  passe  par  un  des  quatre 
points.  On  aurait  pu  obtenjrce  résultat  de  la  manière  suivante. 
Par  quatre  points  on  peut,  en  général,  faire  passer  deux  co- 
niques tangentes  à une  droite  donnée  (345,  Ex.  I\');  mais 
quand  la  droite  passe  par  l’un  des  quatre  points,  les  deux  co- 
niques coïncident  et  se  réduisent  à une  seule  qui  louche  la 
droite  en  ce  point.  D'ailleurs,  la  relation  ^’  = 4^-'  exprime 
que  les  deux  coniques  du  système  S -4-  A S',  qu’on  peut  mener 
tangenlicllcmenl  à > a;  -4-  pij  -t-  v2,  coïncident. 

On  peut  observer  que  l’équation  d>  = o n’est  autre  chose 
que  la  condition  obtenue  au  n“  335,  pour  exprimer  que  la 
droite  /.x-h^xr-t-vz  est  divisée  harmoniquement  par  les 
deux  coniques, 

378.  Trouver  l'équation  des  quatre  tangentes  communes  à 
deux  coniques. 

Ce  problème  est  le  réciproque  de  celui  du  numéro  pré- 
cédent et  peut  être  résolu  de  la  même  manière.  Si  3 = o et 
i'  = o sont  les  équations  langenlielles  de  deux  coniques, 
2-4- A'2'  = o sera  (298)  celle  d’une  conique  inscrite  dans  le 
quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  qui  leur  sont  com- 
munes. L’équation  irilinéaire  correspondante  à 2 4-A-2'=o 
sera,  d’après  le  n“  285, 

AS -4- A r -4- A 'A'  S'=o, 
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F =(BC'  4-  B'C-  aFF')x’  + (CA'  + C'A  - a C. G 

-I-  ( A B'  -+-  A'  B - 2 II  II'  4-  2 (G  II'  -+-  G’  II  - A F'  - A'  F)  .»  « 

4-  2(HF'4-H'F-BG'-  B'G);x 

4-  2(FG'4-F'G  — Cir-G'll)2ri-, 

et  en  conservant  aux  lettres  A,  B,. . . la  signification  indif|uée 
au  ir  151. 

D'ailleurs  i^S  4- A P 4- /r’ A'S' = o représente  un  système  de 
coniques  ayant  pour  enveloppe 

P’=4AA'SS', 

et  cette  enveloppe  n'est  autre  chose  que  le  quadrilatère  formé' 
par  les  quatre  tangentes  communes. 

D’après  sa  forme,  l'équation  P’  = 4AA'SS'  est  celle  d’un 
lieu  langent  à S et  S',  la  courbe  F passant  par  les  points  de 
coniact.  Par  suite,  les  huit  points  de  contael  de  deux  coniques 
avec  leurs  tanf'entes  communes  sont  sur  une  autre  conique  V. 
Réciproquement  ; Les  huit  tangentes  menées  aux  points 
d'intersection  de  deux  coniques  enveloppent  une  autre  co-  « 
nique  <1>. 

L'équation  F=o  est  celle  que  nous  avons  obtenue  au 
n"  :I34,  pour  le  lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées 
par  un  de  ces  points  aux  deux  coniques  forment  un  faisceau 
harmonique  (*). 

Lorsque  S'  se  réduit  à deux  droites,  F représente  les  deux 
tangentes  menées  à S par  l’intersection  de  ces  droites. 

EXEUCICE. 

Trouver  l'équation  des  quatre  tangentes  communes  aux  deux  coniques 

fljr’  -t-  /y’  4-  ci’  = O,  rt'.f’  -T-  è'y’  -+■  r'z'  — o. 

On  a 

A = bc,  B = en,  C = ab. 


(*)  M.  Salmon  oht  lo  priMuior  qui  ait  l'ait  rfiiiarqiu'r  l’importance  <!»»  relie 
cotiiitur  (lam^  la  throric  des  ftyslèiiies  de  deux  roiirbes  du  deuxième  de^ré. 
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par  suite 

F = au'  ^hc'  -t-  ù'c).c’  ■+■  hb'{cn'  c'a]  y’  -H  cc'[ah'  + a b) 
ce  qui  donne  pour  l’équalion  cherchée 

[</n'(Ac'-i-  b'c)x" -h  bb'  (en'  -t-  c'a)j'^  cc'(ab'  -i-  a'  b)z’Y 
= ^abc  a'  b'c'(ax^  by"  -t-  cz^)(n'x^  b'y^  + c'z^), 

379.  Définissons  mainlenanl  il’une  manière  plus  générale 
les  fondions  indiquées  dans  les  deux  numéros  précédenls. 
Lorsqu’on  parlant  des  équations  d'une  courbe  ou  d’un  système 
«le  courbes,  on  a formé  celle  d’un  lieu  U = o,  dont  la  relation 
avec  les  courbes  données  est  indépendante  des  axes  auxquels 
elles  sont  rapportées,  on  dit  que  U est  un  covarianl  du  sys- 
tème donné.  Pour  écrire  l’équation  de  ce  lieu  par  rapport  à 
de  nouveaux  axes,  on  peut  suivre  deux  méthodes:  i°  trans- 
former directement  l’équation  U = o;  2“  transformer  d’abord 
les  équations  des  courbes  du  système  et  dt'duire  de  ces  équa- 
tions transformées  celle  du  lieu  en  suivant  la  même  règle 
que  pour  déduire  U=o  des  équations  primitives.  Ces  deux 
méthodes  conduisent  évidemment  au  même  résultat,  .\insi, 
en  substituant 

Ix  ■+-  my  -t-  nz,  l'x  -+-  m'y  ■+  n’z,  l"x  -t-  m"}-  -t-  n"z 
à X,  y,  Z dans  l’équation  (378) 

F’  = 4AA'SS’, 

pour  la  rapporter  à un  nouveau  triangle  de  référence,  on 
trouve,  à un  facteur  constant  près,  le  même  résultat  qu’en 
déduisant  celle  équation  des  nouveaux  coefficients  de  S et  S' 
transformés  suivant  la  même  substitution,  celle  équation  repré- 
sentant dans  run^l  l’autre  cas  les  quatre  tangentes  communes 
à S et  S';  celle  propriété  sert  de  base  à la  définition  analytique 
des  covarianls  que  nous  donnons  ici.  Une  fonction  F,  déduite 
d’une  ou  plusieurs  fonctions  données  S,  d’après  une  règle  don- 
née, est  un  covarianl,  lorsqu’en  transformant  les  variables  de  F 
suivant  une  substitution  linéaire,  on  obtient,  à un  facteur 
constant  près,  le  même  résultat  qu’en  déduisant,  d’après  la 
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règle  donnée,  une  nouvelle  fonction  des  équations  S transfor- 
mées suivant  la  même  substitution. 

Les  invariants  et  les  covarianls  d’un  système  de  courbes 
ont  cela  de  commun  que  leur  signification  géométrique  est 
indépendante  des  axes  auxquels  sont  ra|)portées  ces  courbes; 
mais  ils  diffèrent  en  ce  que  les  invariants  ne  sont  fonctions 
que  des  coefficients,  tandis  que  les  covariapts  sont  fonctions 
des  coefficients  et  des  variables. 

380.  Il  est  encore  un  autre  cas  dans  lequel  on  peut  pré\oir 
la  transformation  obtenue  par  une  substitution  linéaire.  Sup- 
posons que  nous  ayons  formé  la  condition  pour  que  la  droite 
Ix  -+■  f/.r-t-  yz  soit  tangente  à une  courbe,  ou,  plus  générale- 
ment, pour  qu’elle  soit  liée  à une  courbe  ou  à un  système  de 
courbes  par  une  rclatfon  indépendante  des  axes  auxquels  ces 
courbes  sont  rapportées;  il  est  évident  que  si,  pour  changer 
de  coordonnées,  nous  transformons  les  équations  des  cour- 
bes, la  condition  se  formera  au  moyen  de  ces  équations  trans- 
formées, en  suivant  la  même  règle  que  celle  employée  pour 
la  déduire  des  équations  primitives.  Mais  l’expression  de  cette 
condition,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  peut  aussi  s’obtenir 
par  une  transformation  directe  de  son  expression  primitive. 
Soit 

}.[lx  -t-  mr-hnz)-^- u{l’x-\- in'_y+  ii'z)  ■+■  v{  l"x  -+-  nt"y  -f-  n” z ) 
= y X ■+■  a'jr-  -+-  y' Z 

ce  que  devient  Âx -4- jxy -4- vs  dans  la  transformation  des 
courbes,  on  aura 

= /À  -H  l'fx  -I-  X"v,  II'  = m 1 -+-  m'u  4-  m"v, 
v'  = n ).  -t-  /l'jLi  4-  n"v  ; 

par  suite 

),  = L).'  4-  L'(a'  4-  L'v',  fA  --  M 4-  M>'  4-  M"'/, 

v = N),'4-  N'(a'-+-NV, 

et  en  introduisant  ces  valeurs  dans  la  condition  obtenue  pri- 
mitivement en  fonction  de  y.  et  v,  on  trouvera  en  fonction 


Digitized  by  Google 


INVAHIAXTS  ET  COVABIAXTS  DES  SVSTtMES  DE  COMIQUES.  4% 

do  U.',  v',  une  expression  de  celle  condilion  qui  ne  pourra 
diirércr  que  par  un  Tacieur  conslani  de  celle  qu’on  obliendraii- 
en  parlanl  des  équalions  iransformées  des  courbes.  Les  fonc- 
tions que  nous  venons  de  considérer  s’appelleiil  des  contre- 
variants.  Les  conlrevariants  onl  cela  de  commun  avec  les  co- 
variants,  qu'un  contrevariant,  comme,  par  exemple,  l'équation 
langenlielle  d'une  conique  [hc — -=o,  peut  être 
ramené  par  transformalion  linéaire  à une  équation  de  même 
forme  (b'v' — . . . = o,  et  dont  les  coefficients  sont 
déduits  de  ceux  de  l’équation  irilinéaire  transformée  de  la  co- 
nique. Mais  ils  diiïérent  en  ce  que  X,  ja  et  v ne  doivent  pas 
être  transformés  en  suivant  la  même  règle  que  pour  x,  y,  z, 
c’est-à-dire  remplaçant  X par  /X  -+-  m -h  nv,  mais  bien  d'après 
la  règle  indiquée  plus  liant. 

La  condition,  <1'  = o trouvée  au  n”  .177,  est  évidemment  un 
contrevariant  du  système  des  coniques  S et  S'. 

:i8i.  Il  est  facile  de  voir  que  l'équation  trilinéaire  d’une 
conique  covarianie  de  S et  S'  peut  s’exprimer  en  fonction 
de  S,  S'  et  P,  tandis  que  son  équation  langenlielle  peut  s’ex- 
primer en  fonction  de  1',  <I>. 

EXERCICES. 

1.  Exprimer  en  funolion  de  S,  S'  et  F l’éqiialion  de  la  conique  jiolaire 
réciproque  de  S par  rapport  à S'. 

Les  invariants  et  les  covariants  étant,  d’après  leur  nature  même,  indé- 
pendants du  choix  des  lignes  de  référence,  nous  pouvons  supposer  les 
deux  coniques  S et  S'  rapportées  à leur  triangle  auLopolaire  commun. 
On  aura  alors 

S = «jr’ -K  ’ -4- ci’.  S' = j’ -e  ’ h- î’, 

et,  par  suite, 

F = o(  è -t-  c)  jr’  è(c  -i-  o).r’  r(«  -l-  A)z’. 

La  relation  /«-X’  rr/jj’  -t-  «iv’  = o exprimant  qu'une  droite  est  tangente 
à S,  le  lieu  du  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à S'  aura  |K)ur  équation 

bex^  -h  cay’  -+-  abz^  =-  o, 


Digitized  b/iCoogle 


CHAPITRE  XVIll. 


490 

ou  bien 

( Ar -f- r« -+- ni)  (jt’ -H  i’ ) = F, 
c’est-à-dire  (371,  Ex.I) 

hS'=  F. 

On  trouverait  de  même,  pourréfiuationde  la  |)olaire  récii>ro<|ue  de  S'  par 
rapport  à S, 

H'S  ==  F. 

II.  Exprimer  en  fonction  de  S,  S'  et  F la  conii|ue  enveloppée  par  les 
droites  ipie  divisent  harmoniquement  S et  S'. 

Odte  conique  <I>  = o a pour  équation  tangentielle 

(b  r ) a’  -(-  ( r -+-  rt  ) it’  -(-  ( « -4-  h)'j‘  = o, 
et,  par  suite,  pour  équation  trilinéairc 

(r  -(-  «)(«  -I-  (rt  -I-  h)  (b  -h-  c)  v’  -t-  (c  -t-  « )(A  c)  = o 

ou 

(/x-  -t-  en  -H  «A)(  J-’  -H  î’)  -(-  («  -e  -(-  r)(rtx’  -t-  by'  -t-  cî’)  = F, 
c’est-à-dire 

hS'-4-h'S-F  = o. 

III.  Trouver  la  condition  pour  ([ue  F représente  deux  droites. 

Cette  condition  est  exprimée  par 

nbr(b c)[r -h  n)[n b)  = a, 
ou 

nbc  [(rt  -4-  A -4-  c ) ( br  4-  rn  -t-  nb  ) — «fir]  = o. 

ou  bien 

.ii')  = o. 

D'ailleurs  (-»<->'=  AA'  exprime  aussi  la  condition  pour  que  ■I>  = o se  ré- 
duis*- à deux  droites.  Celte  comlition  est  satisfaite  dans  le  cas  de  deux 
cercles  se  coupant  à an"le  droit,  car  alors  une  droite  qui-lconque  mené*- 
par  l’un  des  centres  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  cercles,  et 
le  lieu  des  sommets  des  faisceaux  harmoniques  formés  par  les  tangenles 
aux  cercles  se  réduit  à deux  droites.  Il  en  est  encore  de  même  lorsqu’on 
a la  relation  D’  = 2(r’  r'*)  entre  la  distance  D des  centres  et  les  rayons 

r et  r' . 

IV.  Réduire  les  équations  de  deux  coniques  à la  forme 

.1’  -i- J ’ -4-  :•  4:  o,  nx'  -y-  by‘  -4-  r = o. 
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Les  constantes  f/,  b,  c sont  les  racines  de  l'équation  (371,  Ex.  I) 
aX’  — hX’4-  h'X  — A'=  o, 
et  en  résolvant  les  équations 

s’=  S,  ax^-^  hr'-i-  (■;’=  S', 
n[b  -h  fjx’-e-  b{c  ■+■  »)  y’-H  c(«'t-  h)z^  — F, 

on  exprimera  x’,  _>■’  cl  î’  au  moyen  des  fonctions  connues  S,  S'  et  F. 

A 1a  rigueur,  il  faudrait  diviser  d'abord  les  deux  é(|ualions  données 
par  la  racine  cubique  de  A,  puisqu'on  veut  les  ramènera  uncformedans 
laquelle  le  discriminant  de  S est  égal  à l’unité,  mais  il  est  facile  de  voir 
qu’on  arrive  au  mémo  résultat,  en  no  modifiant  pas  S et  S',  et  en  divi- 
sant F par  A,  après  l’avoir  calculé  d’après  les  eoeflicienis  des  équations 
données. 

V.  Réduire  à ta  fornje  indi<iuéc  précédemment 
3x’  — 6xr  -4-  9/’  — ax  -i-  4.»' — o,  5x^ — “i4-^'  8_>  ’ — t>x  — a = o. 

Les  coefücicnts  A,  B,  C,. . . des  équations  langentielles  sont  alors 


(- 

■4,  — I,  >8, - 

3,3,  — 2);  ( — 16,-19, 

— 9.  ’4,  - ‘4) 

et  l’on 

a 

A = — 9, 

H = _ 54,  H’=  — 99, 

1 

II 

d'où 

11 

0 

« 

11 

II 

ce  qui 

donne  pour  F 

F = — g(a3x’  — boxy  ■+■  44.''’  — i8x  -i-  ta)’  — 4 )i 
par  suite,  en  désignant  les  coordonnées  nouvelles  par  de  grandes  lettres, 

X’  -H  Y’  -I-  Z'  = 3.r’  — 6x/  -t-  9 k’  — ax  4 
X’-i-  a y’ -H  3Z’  = 5x’  — i4x_r  -+-  8_)  ’ — 6.r  — a, 

5 X'-t-  8 Y’  -I-  qZ^  = a3x’  — 5ox>  -t-  44.*  ’ — i8.r  -h  ia_>'  — 4- 

Des  combinaisons 

fis -t- S'- F,  F — 3S-aS',  aS+3S’-F, 
on  tire  respectivement 

X*=(3jrH- i)’,  Y’  = (ax— /)’,  Z’= -(x+.v-f-i)’. 

VI.  Trouver  l’équation  des  (piatre  tangentes  mené<‘s  à S [wr  les  points 
où  cette  courbe  rencontre  S'. 

Réponse. 

(HS  — AS')==  4-iS(t)'S-F). 
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vu.  Un  trianglp  pst  ciroonscril  à une  conique  donnée  U,  deux  de  ses 
sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes  't.x  ■+■  ay  -h  vi,  \’x  ■+■  pV-n  v's; 
trouver  le  lieu  du  troisième  sommet. 

Nous  avons  vu  (275, Ex.  II)  que,  lorsque  la  conique  et  les  droites  sont 
définies  respectivement  par  les  équations 

z’ — TJ  = O,  ax — ^=o,  bx — y = n, 

le  lieu  est  représenté  par 

[n  -h  hy  (z’  - xj)  = (a—byz\ 

L('  deuxième  membre  do  l'équation  est  égal  au  carré  de  la  polaire  par 
rapport  à S de  l'intersection  des  deux  droites;  cette  polaire  a pour  ex- 
pression générale 

P = [ax  b y -I-  ,gz)  (fiv' — a'v  ) H-  (/ix  -H  b y -(-/z)  (vV  — v'i) 

-+■  + fxy-  ri) ( Aji' - )•>)  = o; 

d ailleurs,  la  relation  a -y  b — o,  qui  exprime  que  les  droites  sont  conju- 
guées par  rap|)ort  à S,  devient  dans  le  cas  général  (I57H)  « = o,  c’est-à- 
dire 

W = AÀx'-t-  BtXtx’-f-  Cvv’ 

F(p  v'  -t-  u'v)  -t-  ti  (vX'-f-  ï'i)  H (xp'-e  t.'p)  = o. 

L’équation  du  lieu,  trouvée  pour  le  cas  particulier  du  n”  272,  devient 
donc  dans  le  cas  général 

U 4-  NP’  = o. 

VllI.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique  S,  deux  de  ses  côtés 
sont  tangents  à S';  trouver  l’enveloppe  du  troisième  côté. 

Prenons  pour  lignes  de  référence  les  côtés  du  triangle  supposé  fixe  dans 
une  de  ses  positions,  et  soient 

S = 2(/rz  4-  g-zx  -t-  bxf)  = o, 

S’=  x’  4-_r  ’ 4-  z’  — 2 yz  — axz  — axr  — 2/1/,  xj  — o, 

les  équations  des  deux  coniques,  x et.r  étant  les  côU'-s  tangents  à S'.  La 
conique  / S 4- S' est  évidemment  tangente  au  côté  z;  de  plus,  elle  est 
ySire.  En  elTet,  les  invariants 

V = 2./g/(,  (4  = — (/■-(-  g 4- 

B'=  a{/ 4-g  4-  /i)(2  4-  /</),  A'=  — (2  4-  bby 

vérifient  la  relation 

H'J  _ 4 HA  = 4 AA7 , 
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et  l’équatkin  / S -+-  S'  = o prend  la  forme 

(H”- 4Hi)S-h  4AA'S'=  O, 

qui  représente  une  conique  fixe  tangente  au  troisième  côté  du  triangle. 
Lorsque  (-)’’=  4nA,  le  troisième  côté  enveloppe  la  conique  S'. 

IX.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  tangents  à une  conique  ü,  deux 
de  ses  sommets  glis.sent  sur  une  conique  V;  trouver  le  lieu  du  troisième 
sommet. 

La  solution  de  ce  problème  peut  se  ramener  aux  trois  opérations  sui- 
vantes ; former  l'équation  des  tangentes  menées  à U par  le  troisième 
sommet  (x',  r',  i');  trouver  l'équation  des  droites  qui  joignent  les  points 
où  ces  tangentes  rencontrentV;  enfin,  exprimer  qu’une  de  ces  droites  qui 
doit  être  un  des  côtés  du  triangle,  est  tangente  à V.  Nous  désignerons  par 
U'  et  V'  les  résultats  obtenus  en  substituant  aux  coordonnées  courantes 
dans  U et  V celles  du  troisième  sommet. 

Si  l’on  représente  par  P la  polaire  par  rapport  à Ü de  {x',_>  ',  z'|,  on 
aura  pour  l'équation  des  tangentes 

LU'—  P’=  o. 

L'équation  des  cordes  d’intersection  do  ces  tangentes  avcc'V  s’obtien- 
dra en  exprimant  que  UU' — l”-t-  ’aV  se  réduit  ù deux  droites.  En  éga- 
lant a 7-éro  son  discriminant,  on  trouve  pour  déterminer  >.  l'é»iuation  du 
second  degré 

VA’-h  AU'V'=  O. 

Pour  exprimer  qu’une  do  ces  cordes  d intersection  est  tangente  à U,  il 
suffit  de  former  ('.17:2)  le  discriminant  de  «U  -e-  (UU'  — P'-^  iV),  et  il'é- 
crire  que  l’équation  en  jx 

tt’A  -e  u(îU’A  -t-  ÀH)  -+-  U’’ A -I-  ).(HU'  -h  A\")  -e  ’a’  H’  = o, 
obtenue  en  l’égalant  à zéro,  a ses  racines  égales,  ce  qui  donne  la  relation 
Â{4  AH'—  (-»’)  -t-  4A’V'=  o. 

En  éliminant  > entre  cette  équation  et  celle  obtenue  plus  haut 
’a’A'-i- ÀF'-t-  AU'V'=  o, 
on  trouve,  pour  le  lieu  cherché,  l’équation 

iGA’A'V  - 4A(4AH'-  h’)F  -h  ü(4ôh'-  «’)>=  o, 
qui  se  réduit  à V'  = o,  lorsqu’on  a 4AH’=  H’  (*). 


(*)  üii  trouvera  dans  le  Quartrrlr  Jotirnal  of  Matbematics^  1. 1,  p.  3'|4»  une 
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X.  Doux  des  côlfs  d'un  Iriungle  sont  tangents  à U,  le  troisième  à 
«U  -t-  tandis  (|ue  deux  de  ses  sommets  glissent  sur  V ; trouver  le  lieu 
du  troisième  sommet. 

En  suivant  la  môme  marche  que  dans  l'exemple  précédent,  on  voit  que 
le  lieu  cherché  est  l’une  ou  l’autre  des  coniques  inscrites  dans  le  qua-  • 
drilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  communes  à U et  à V,  et  définies 
par  l’équation 

Ai'  V -4-  >uF  -I-  u’U  = O, 

dont  les  constantes  X et  a vérifient  la  relation 

fi[x6  — Srt)7l’  .irr  H-  2 M — /j'u'  = o, 

dans  laquelle  on  a fait 

a = 4 AA',  P = H’  - 4 AH'. 

XI.  la'S  n côtés  d’un  polygone  sont  tangents  à ü,  tandis  que  n — i de 
ses  sommets  glissent  sur  V ; trouver  le  lieu  du  sommet  libre. 

Ce  problème  se  ramène  au  précédent,  car  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  sommets  adjacents  au  sommet  libre  est  tangente  à la  conique 
«U  -+•  ôV.  Si  l'on  représente  par  p',  fi',  V",  u’”  les  valeurs  de  X et  a 
pour  les  polygones  de  « — i,  «,  //  -f-  i côti-s,  il  vient 

p’fi",  yVX’ixii’—  A'ftX*). 

On  a pour  le  triangle  V — a,  u'=  A’p,  et  pour  le  quadrilatère  Â’=  (i*, 
_u'=  a(4Ax -t- 2^h)  ; en  augmentant  successivement  le  nombre  des 
.sommets,  on  trouve  facilement  les  valeurs  de  >■  et  p relatives  aux  autres 
polygones  (*). 

XII.  Les  polaires  des  milieux  des  côlés  d’un  triangle,  prises  par  rap- 
port aune  conique  inscrite,  forment  un  triangle  dont  l’aire  est  constante 
(M.  Fai  re). 

XIII.  On  joint  jwr  des  droites  chacun  des  sommets  du  triangle  de  ré- 
férence aux  points  où  le  côté  opposé  rencontre  une  conique;  trouver  la 
condition  pour  que  ces  droites  pas.sent  trois  par  trois  par  un  môme  point. 

ItÉl'OXSE.  flhl-  — 2 — llp  — — <7/’  - O. 


discussion  d(*  M.  Cayloy,  rolalivc  au  lieti  décrit  par  le  sommet  d’un  triangle 
cirennserit  à une  conique  S,  et  dont  les  deux  autn'S  sommets  i;Iisst»nt  tàiir  des 
coiirUoH  données.  Ix)r«que  ces  courlH^it  sont  toutes  deux  des  coniques,  le  lieu 
est  du  huitième  d«*(;ré,  et  touche  S aux  points  où  H est  rencontré  par  les  po- 
laires, prises  p.ir  rapport  à S,  des  intersections  des  deux  coniques. 

(*)  Voir  Phiîoioptncal  ^lagotine,  XIM,  p.  33ÿ. 
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XIV.  Trouver  la  conrlition  pour  qu'un  point  soit  eAtcrieur(ou  intérieur) 
il  une  conique,  autrement  dit  pour  que  les  tangentes  menées  à la  conique 
par  ce  point  soient  réelles  (ou  imaginaires)  (M.  Sïlvesteb). 

Réponse.  Le  |X)int  est  intérieur  lorsque  A et  S' sont  de  même  signe 
( fuir  II"  283,  Ex.  111  ). 

382.  La  théorie  des  invariants  et  des  eovariants  permet  de 
trouver  facilement  en  coordonnées  trilinéaires  les  formules 
équivalentes  de  certaines  formules  bien  connues  exprimées  en 
coordonnées  cartésiennes. 

L’équation  générale  d’une  droite  passant  par  un  des  points 
imaginaires  et  à l’infini  du  cercle  étant  x±y<J—  i-t-c  = o, 
la  condition  pour  que  la  droite  "i.x  + + v passe  par  un  de 

ces  points  est  + = autrement  dit,  ces  points  ont 

/’  -I-  fi’  = O pour  équation  langentielle. 

Lorsque  2i  = o,  i'  = o sont  les  équations  tangerftielles  de 
deux  coniques,  le  discriminant  de  - -t-  A -'  a pour  expression 
(285-286) 

qui  devient 

A’  -f-  A A(a  H-  A ) -t-  A'(flA  — /i’) 
pour  A'  = -I-  fi’. 

Si  donc,  dans  un  système  quelconque  de  coordonnées,  on 
forme  les  invariants  d'une  conique  et  des  points  imaginaires 
du  cercle,  la  relation  (-)'  = o exprimera  que  la  conique  est  une 
hyperbole  équilatère,  et  (-)  = o qu’elle  est  une  parabole.  Pour 
que  la  conique  passe  par  un  des  points  à l'infini  du  cercle,  il 
faut  que  la  condition 

(o -I- A j’ = 4 (oè  — /<’)  ou  [a  — A)’-t-4/i’  = o 

soit  remplie,  et  elle  ne  peut  l’étre  par  des  valeurs  réelles  que 
si  la  conique  passe  à la  fois  par  ces  deux  points,  car  alors 

fi  = b,  h = O. 

La  relation  f/’  = o (')  exprime  (34)  que  la  distance 


( *)  condition  implique  aussi  ( «5)  que  chacune  dos  droites  menées 

par  un  do  c«»s  doui  points  est  perp<‘ndiculaire  à enc-nïême.  On  peut,  on  partant 
de  là,  cKpIiquor  In  pn‘*senco,  dans  les  èquationH  de  certains  lioiu,  de  facteurs 
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d'un  poinl  ù une  droiie  menée  par  un  des  points  à l’infini  est 
toujours  infinie.  I.a  condition  équivalente  en  coordonnées 
trilinéaires  s'obtient  en  égalant  à zéro  le  dénominateur  de  la 
traction  qui  représente  la  distance  d’un  pointa  une  droite  (01). 
L’équation  tangentiellc  des  points  imaginaires  du  cercle  sera 
donc 

À’  -(-  fji'  v’  — 2 uv  cos  A — 2v?.  cos  B — 2 Àu  cosC  = o. 

Si  l’on  calcule  les  invariants  (-J,  (-)'  du  système  formé  par 
ces  points  et  une  conique,  on  trouve  : pour  la  relation  t-)'=o, 
qui  exprime  que  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère, 

rt+6-f-c  — 2/  cos  A — 2 g-  cos  B — 2 h cosC  = o ; 

pour  la  condition  0=o,  qui  est  vérifiée  lorsque  la  coniipie 
est  une  psrabole, 

A sin’A  H-  B sin’B  -f-  sin’C 
-i-zFsinBsinC  + 2G  sin  C sin  A 4-  2 II  sin  A sinB  = o. 

L’équation  (-)'’  = 4^3,  qui  exprime  que  la  coniiiue  passe  par 
un  des  points  à l’infini  du  cercle,  peut  se  ramener  par  divers 
procédés  à une  somme  de  carrés. 

383.  Le  covariant  F du  système  formé  par  une  coni(|ue  et 
un  couple  de  points  représente  le  lieu  des  sommets  des  fais- 
ceaux harmoniques  qui  ont  pour  rayons  deux  tangentes  à la 
conique,  et  deux  droites  menées  par  les  points  du  couple. 
Lorsque  ces  points  sont  les  points  à l’infini  du  cercle,  F re- 
présente le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
la  conique.  En  se  reportant  à la  valeur  de  F donnée  au  n"378, 
et  observant  que  la  seconde  conique  se  réduit  à -t-  iz’,  c’est- 
à-dire  que  A'=  B'=  I,  et  que  tous  les  autres  coefficients  de 
son  équation  tangcntielle  sont  nuis,  il  est  facile  de  voir  que 


on  apparonro  etraiigors;  coinmo,  par  oxomplo,  du  fartour  (x — — /S'* 

dans  JVqnation  de  la  projection  du  foyer  («,  sur  une  tangente.  Car  la 
per)H‘ndiculniro  abaissée  du  foyer  sur  une  des  tangentes  qui  s*y  cou|>eiit  cuïii' 
eidnnt  avec  cette  langonto,  la  tangente  fait  partie  du  lieu. 
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l'équation 

r = o, 
ou 

P = C(a:’+_^’)  — sGa:  — 2F^-  + A+  B = o, 

représente,  en  coordonnées  cartésiennes,  le  lieu  des  sommets 
des  angles  droits  circonscrits  à la  conique  (294,  Ex.  ). 

Lorsque  cette  conique  est  une  parabole,  on  a C = o,  et  le 
lieu  se  réduit  à la  directrice,  dont  l’équation  prend  la  forme 

a(Gx  + F_^-)  = A -I-  B. 

En  suivant  la  même  marche,  on  trouve,  pour  l'équation  tri- 
linéaire  correspondante, 

(B  -f-  C -t-  aF cosA)x’ 

-i-(Ch- A-t-  aGcosB)/’ 

-4-  ( A 4-  B -I-  a H cosC  )a’ 

-t-  a (A  cosA—  F—  G cosC  — H cosB)/z 
■+-  a(BcosB  — G — Hcos  A — F cosC)ex 
4-  a(CcosC  — H — F cosB  — G cosA  )x/=;  o. 


et  l’on  peut  voir,  comme  au  n”  128,  qu’elle  représente  un 
cercle,  en  la  mettant  sous  la  forme 


(x  sin  A 4-/sinB  4-  s sinC) 

rB4-c 


X 


sin  A 

0 


aFcosA  C4-A4-aGcosB  A4-B4-aHcosC  \ 
T-;: /-I rrrr: ^1 


sin  A sin  B sin  C 


sin  B 

,{  rz  sinA  4-  ix  sin  B 4-x^-sinC). 


sinC 


Si  l’on  J fait  0 = o,  qui  exprime  que  la  conique  (382)  est 
une  parabole,  on  obtient  l’équation  de  la  directrice. 


384.  En  général,  1 4-  /r— ' représente  une  conique  inscrite 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  communes 
à 2 et  2';  lorsque,  par  suite  d’une  valeur  particulière  de  A, 
2 4-  A2'  se  réduit  à un  couple  de  points,  cos  points  sont  deux 
sommets  opposés  de  ce  quadrilatère.  Dans  le  cas  où  2'  et 
2 4-  7i  2'  représentent  respectivement  les  points  à l’infini  du 

3a 
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cercle  ei  un  couple  de  points,  ces  derniers  sont  les  fojers 
de  i (279).  Pour  trouver  les  foyers  d’une  conique  définie  par 
une  éiiualion  nunicriqiie  en  coordonnées  cartésiennes,  on  peut 
donc  employer  la  méthode  suivante  : déterminer  4 d’après 
l’équation  du  second  degré 

{ab  — A’)4’  -f-  A(rt  -+-  b)k  -f-  A’  = o, 

exprimantque  le  lieu  1 -+-  4 (>,’  u’)  représente  deux  points  ; 

introduire  l’une  ou  l'autre  des  valeurs  de  4-  dans  l’équation  de 
ce  lieu  qui  se  décompose  alors  en  deux  facteurs 

(?,x'  -t-  fl)-'  -+-  vj'){Xx'  -4-  U y"  4-  va"  ), 

et  donne  pour  les  coordonnées  des  foyers 


L’une  des  valeurs  de  4'  correspond  aux  foyers  réels,  l'autre 
aux  foyers  imaginaires.  La  même  méthode  est  applicable  aux 
coordonnées  trilinéaires. 

L’équation  2 4- 4(?.’ 4- fi’)  = o représente  en  coordonnées 
tangenticlles  une  conique  homofocale  de  la  conique  donnée  2; 
en  la  transformant  en  coordonnées  cartésiennes  (28.5),  on 
trouve,  pour  l’équation  générale  des  coniques  homofocales  à S, 

AS  4-  4 [C(x*  4- >■’)  — a Gx  — a Fr  4-  A 4-  B]  4-  4’  = o, 
et,  par  suite,  pour  les  tangentes  communes  à ces  coniques, 
[C(x’  4-y’)  — aGx  — a F/  4-  A 4-  B]’  = 4 AS. 

Si  l’on  décompose  cette  équation  en  deux  facteurs. 


[(X  - a)’  4-  ^).]  [(X  - «')’  4-  (.>•-?')*]. 


on  obtient  les  coordonnées  des  foyers,  qui  sont  alors  a,  (â; 
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EXEnCICES. 


K Trouver  les  foyers  de  la  conique 

a.t’ — 2 j-K -H  ’ — IX — 8 > -I-  11=0. 

L'équation  du  second  degré  en  X est  alors  3X’-t-  4XA  ■+■  A*=  o,  d'où 
l'on  lire  X'  = — A,  X"  = — d'ailleurs  A = — 9.  En  parlant  de  la 
valeur  A’ = 3,  on  trouve 


6 V -1-  2 1 fl’  -t-  3 v’  1 8 P 1 2vX  -H  3oXu  -H  3 (‘a’  -+■  u’ ) 
= 3(À  H-  2fi  4-  v)(3À  -1-  U -I-  v), 


ce  qui  donne  (1,  2),  (3,  1)  pour  les  foyers.  La  valeur  X'=  g correspend 
aux  foyers  imaginaires  (2  ± 1,  3 V^  — ')• 

IL  Trouver  les  coordonnées  du  foyer  d'une  parabole  définie  par  une 
équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

L’équation  du  second  degré  se  réduit  alors  au  premier,  et  l'expression 

(a  -1-  b)  [ A'a’  -f-  Bfi’  -H  2 Fp  -+-  2Gv'a  -1-  2H)u]  — A (X’  4-  p’) 


peut  SC  décomposer  en  deux  facteurs,  qui  sont 


(a4-6)(2GX4-2Fa), 


(fl4-i)A — A,  (rt4-i)B— A 

2(f/4-iyG  2(rr4-6)F 


Le  premier  donne  le  foyer  situé  à l'infini  et  montre  que  l'axe  de  la  courbe 
est  parallèle  à Fj:  — G/.  L’autre  foyer  a jwur  coordennées  les  coefficients 
de  X et  (X  dans  le  second  facteur. 

III.  Trouver  les  coordonnées  du  foyer  d'une  parabole  définie  (lar  une 
équation  en  coordonnées  trilinéaires. 

Ces  foyers  sont  représentés  par  l’équation 


B'î  = A ('a’  4-  IA*  4-  ï’ — 2 P cos  A — 2vXcosB  — aXjacosC). 


Les  coordonnées  du  foyer  situé  à l’infini  sont  connues  (293),  puisque  ce 
foyer  est  le  pôle  de  la  ligne  à l’infini.  Les  coordonnées  de  l'autre  foyer 
sont  alors 

(4'A  — A H'B  — A 

.\sin.\  4-  llsinB  4-  GsinC’  llsinA  4-  BsinB  4-  FsinC’ 

e'C  — A 

GsinA  4-  FsinB  4-  CsinC 

32. 
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385.  La  condition  (61)  pour  que  deux  droites  soient  per- 
pendiculaires entre  elles 

fA  ti'  -+-  vv'  — ( uv’  -f-  //'v)  COS  A — ( vX'  -t-  v'X)  cosB 

— (Xft'  -f-  X'u)  cosC  = O 

exprime  en  même  temps  (293)  que  ces  droites  sont  conjuguées 
par  rapport  à la  conique 

X’  4-  a’  -+-  — a-Av  cosA  — 2vX  cosB  — aXu  cosC  = o. 

La  relation  qui  existe  entre  deux  perpendiculaires  n'est 
donc  qu’un  cas  particulier  de  celle  que  vériflenl  deux  droites 
conjuguées  par  rapport  à une  conique  fixe.  Ainsi  le  théorème  : 
Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même  point, 
n’est  qu’un  cas  particulier  du  suivant  : Les  droites  qui  joignent 
tes  sommets  correspondants  de  deux  triangles  polaires  par 
rapport  à une  conique  se  coupent  en  un  même  point. 

Sur  la  sphère  ('),  les  deux  points  imaginaires  et  à l’infini 
du  cercle  sont  remplacés  par  une  conique  imaginaire  fixe; 
tous  les  cercles  peuvent  être  considérés  comme  des  coniques 
ayant  un  double  contact  avec  une  conique  fixe,  le  centre  du 
cercle  étant  le  pôle  de  la  corde  de  contact;  deux  lignes  sont 
perpendiculaires  lorsque  chacune  d’elles  passe  par  le  pôle  de 
l’autre  par  rapport  à cette  conique,  etc. 

La  méthode  des  projections  nous  a permis  de  généraliser 
certains  théorèmes  en  remplaçant  dans  leur  énoncé  les  deux 
points  imaginaires  et  à l’infini  du  cercle,  par  deux  points 
quelconques.  Ce  qui  précède  nous  autorise  à donner  à ces 
théorèmes  une  extension  plus  grande  encore,  en  substituant 
une  conique  à ces  deux  points.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de 
vue  que  les  théorèmes  auxquels  on  arrive  par  cette  sorte 
d’induction  doivent  être  soumis  à une  démonstration  ulté- 
rieure. Ainsi,  c’est  par  cette  méthode  inductive  que  nous 
avons  été  conduit  en  partant  du  théorème  ; Le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  d'un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole 


< * ) foir  l.t  (iéomctt it  n trois  fittnrmions  do  M.  G.  Salmon,  (^liap.  IX. 
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équilalère  appartient  à l’hyperbole,  aux  propriétés  des  coni- 
ques assujetties  à la  relation  0 = o,  propriétés  que  nous  avons 
ensuite  démontrées  à la  fin  du  n°  375. 

Nons  indiquerons,  dans  les  deux  numéros  suivants,  quel- 
ques-unes des  recherches  analytiques  relatives  aux  théorèmes 
qui  concernent  les  coniques  ayant  un  double  contact  avec  une 
conique  fixe,  et  correspondent,  ainsi  que  nous  l’avons  Tait 
voir  au  n*  306,  à une  série  de  théorèmes  relatifs  aux  systèmes 
de  cercles. 

386.  Trouver  la  condition  pour  que  la  droite  },x  ■+-  py  ■+■  vz 
soit  tangente  à la  conique  S -t-  ( À'x  -4-  fji'y  -h  -yz)’. 

Il  suffit  de  remplacer  dans  2, a,  b,c...  para  -i-  )/’,  h -t- 
ce  qui  donne 

2 -t-  [ a ( _uv'  — fc'v  )’  -4- . . . J = O ; 

la  quantité  entre  parenthèses  indiquant  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  lAv' — p.'y,  vÀ' — v'X,  Ip.' — X'fx  à x,  y,  z dans  S. 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme:  on  a,  en 
effet  (29i), 

(aar’  -I-  b y'  -t-.  . .){ax'^  + by’’  — {axx'  -4-  byy'  -4- . . . )’ 

— A(yz'-y'zy-i-...; 

un  calcul  analogue  donne  la  relation 

( A -4-  B -4- . . . ) ( A X’’  -4-  B u’  ’ -4- . . ) — ( A X X’  -4- , . . 

= A[a(;/v'-,<A'v)>-H-...], 

dans  laquelle  le  facteur  (AXX'-i-...)  est  le  premier  membre 
de  l'équation 

AXX'-(-  Bpp'-^-Cvy 

-H  F(  U v’  -4-  o/v  ) -4“  G ( V //  -4-  >’ X ) -4-  H (/.  p'  -4-  X et  j — O, 

qui  exprime  que  les  droites  ’Ax  -t-  py  -4-  vz,  i.'x  -4-  p'y  -t-  v'z 
sont  conjuguées.  En  posant  alors 

2'=  AX"  -I-  Ba'»  -4- . . . , II  = AXX'  -I-  B 'A ,tt'  -4- . . . , 

et  remplaçant  a(uv'—  p'vf  -4-. . . par  la  valeur  trouvée  préré- 
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deninieiit,  on  a enfin,  pour  la  condition  cherchée, 

Si  l’on  considère  ).,  jx  et  v comme  les  coordonnées  d’un  point 
de  la  conique  réciproque,  ce  qui  est  possible  (321),  on  voit 
que  cette  dernière  équation  peut  servir  de  démonstration 
analj'tique  au  théorème  : Le  système  réciproque  de  deux  co- 
niques ayant  un  double  contact  se  compose  de  deux  coniques 
ajrtnt  également  un  double  contact. 

Celte  condition  peut  aussi  se  mettre  sous  une  forme  plus 
commode  pour  quelques  applications,  en  définissant  la  droite 
Ix -i- fxy -h  V Z,  non  plus  par  les  coefficients  >,  /2  et  v,  mais 
bien  par  les  coordonnées  de  son  pôle  par  rapport  à S.  Si  l’on 

désigne  par  P'  la  polaire  {axx'-+-  byy' -h ) de  [x',  y',  z') 

par  rapport  à S,  et  par  P"  la  droite  l.'x  + p'y  -(-  v'z  considérée 
comme  polaire  de  (ar",  r-*,  z"),  il  suffit  d’exprimer  que  P'  est 
tangent  à S + P"’,  en  substituant  aux  fonctions  2,  2',  Il  en 
X,  fx  et  V les  fonctions  équivalentes  en  x,y,z. 

Lorsque  la  polaire  de  ( a:',  z'  ) est  tangente  à S,  les  coeffi- 
cients S|,  S„  S|  de  son  équation  vérifient  la  relation  2=o 
en  X,  fj,  V,  et  le  point  {x:',y',  z')  appartient  à S;  2 doit  donc 
être  remplacé  par  AS'  (285),  et  de  même  2'  par  AS".  Quand 
deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à S',  il  en  est  de 
même  de  leurs  pôles;  les  coefficients  S,,  S,,  S,  satisfont  donc  à 
la  relation  II  qui  devient  AK,  si  l’on  représente  par  K le  résultat 
de  la  substitution  des  coordonnées  d’un  des  points  [x’,y',  z'), 
(x',y",  z")  dans  la  polaire  de  l’autre.  La  condition  pour  que  P' 
soit  une  tangente  de  S 4-  P"'  prend  alors  la  forme 

(i4-S")S'=R>. 


387.  Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  coniques 
S -4-  f/.'x  + u'y  + v’z)\  S -+-  (rx  4-  p.y  4-  v"z)> 
soient  tangentes. 

Ces  coniques  sont  tangentes  lorsqu’une  de  leurs  cordes 
communes 

( Vx  4-  4-  v's  ) ± ( l“x  4-  p."y  4-  v“z  ) 
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est  langenie  à l’une  des  coniques;  et  en  remplaçant,  dans  la 
condition  trouvée  précédemment,  ).  par /.'±  X",  il  vient,  pour 
la  condition  cherchée, 

(A-t-i;')(i'±2n-4-i')  = (i'±u)», 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme,  plus  symétrique 

(A-t-V')(A4-i")  = (A±n)». 

On  trouverait  de  môme  que  les  deux  coniques  S -H  P", 
S H-  P*’  sont  tangentes,  quand  on  a la  relation 

(n-S')(n-S'')  = (idzR)>. 

EXERaCES. 

I.  Décrire  une  conique  S -t-  P’  ayant  un  double  contact  avec  S,  et 
tangente  à trois  coniques  données  S -t-  P",  S -t-  P",  S ■+-  P*”  qui  ont  avec 
S un  double  contact. 

Soient  x,  /,  s les  coordonnées  du  pôle  de  la  cordo  de  contact  de  S avec 
la  conique  cherchée  S + P’,  on  aura  les  équations 

(I S)(|  + S')  = (1  + P')»,  (.  -t-  S){I  + S*)  = (.  -H  P*)>, 
(i-t-S){i-t-S")  = (i-^P')’, 

dans  lesquelles  S',  S*,  S"  sont  des  constantes  connues,  tandis  que  S,  P',... 
renferment  les  coordonnées  x,  y,  z du  point  cherché.  Si  l’ort  pose 

i-t-S  = ^’,  I -t- S' = X". . ., 

il  vient 

XX  ' = n-  P',  X X*  = I -h  P*,  X X"  = I -I-  P", 

et  en  observant  que  P',  P',  P",  X',  X*,  X"  comportent  le  double  signe, 
on  voit  que  le  problème,  eu  égard  à la  combinaison  do  ces  signes,  admet 
trente-deux  solutions.  Los  équations  précédentes  donnent 

X (X'  — X*)  =r  P'  - P*,  X ( X*  — X ' ) = P*  - P", 

et  en  éliminant  X,  on  obtient  l'équation 

P'(X*-  X")  P*(X"-  X')-+-  P"(X'-  X*)  = O, 

qui  est  celle  d’une  droite  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  pôle  par  rapport 
à S de  la  corde  de  contact  de  la  conique  cherchée.  Elle  est  évidemment 
vérifiée  par  le  point  P'=  P'=  P*  qui  est  un  des  rentres  radienux  (306) 
des  coniques  S h-  P”,  S -i-  P*’,  S -+-  P"'. 
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pf  P*  pM 

Celle  équation  esl  aussi  véri6ée  par  le  poinl  ']7  = donlnous 

allons  chercher  la  signiricalion  géométrique.  D'après  le  n°  380,  les  équa- 
tions tangenlielles  des  coniques  S -h  P'* , S -f-  P*’  sont  respectivement 
données  par 

(I  -hS')l  = A(>x'-4-  pr'  -4-  vz')>,  (I  -4-  S'jS  = -H  P,r'-+-  ïz')’, 

et  l'équation 


Ix' -H  li  v' -H  vz'  >x' -H  ur' -I- vz’ 

>. ± =0 

représente  les  points  d'intersection  des  tangentes  communes  à S F’  et 

JT  ^ «r  * 

s -t-  P";  ces  points  dont  les  coordonnées  sont  ^ ± -p-  . ont 


P»  pt  pw 

pour  polaires  par  rapport  à S.  Donc  ’p’  ~ jn'  = -pr  représente  le  pèle 

par  rapport  à S d'un  axe  de  similitude  (300)  des  trois  coniques  données. 

Par  conséquent,  le  pâle  de  la  corde  de  contact  cherchée  sc  trouve  sur 
l'une  des  droites  tint  joignent  un  des  r/iiatre  centres  radicaux  au  fiAle 
par  rapport  à S d'un  des  quatre  ares  de  similitude.  Ce  théorème  n’est 
du  reste  qu'une  extension  de  celui  qui  se  trouve  à la  Gn  du  n°  118. 

Pour  compléter  la  solution,  nous  chercherons  les  coordonnées  du  point 

de  contact  de  S -i-  P’  avec  S ■+■  P".  Soient  j — p i . . . , les  coordonnées 
de  ce  point,  qui  est  un  centre  de  similitude  des  deux  coniques  ; en  rem- 
plaçant X par  ^ P dans  XX'=  i -i-  P',. . . et  désignant  par  R et 

R'  ce  que  devient  réijualion  de  la  polaire  de  (x',  > z')  lorsqu'on  substitue 
x",  z';  x",  z"  aux  coordonnées  courantes,  on  a 

XX' = 1 -t- P' -I- ^ S',  XX'=  1 -i-P'-e  ^R,  XX"=  i-t- P'-t-^R'; 

par  suite 

X(X'-X”)=  P'-  P'-i-  P (S'- R), 

X(X'-  X'jzr  P-  P’”-H  ~ (S'-  R'), 


Digitized  by  Googlc 


INVABIANTS  BT  COVARUNTS  DES  STSTkMES  DE  CONIQUES.  5o5 
d'où,  en  éliminant  X , 

p.[,.  - » _ î.)]  * p.[r-  «:_(<■  - f)] 

Celle  équation  représente  une  droite  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  point 
de  contact  cherché.  Cette  droite  joint  évidemment  un  des  centres  radi- 
caux au  point  défini  par  les  équations  que  l'on  obtient  on  exprimant  que 

S*  R 

P',  P",  P"  sont  respectivement  proportionnels  ù ~ 

R^ 

X*—  ou  bien  à i,  X'X"—  R,  /'X'—  R'.  Et  comme  les  polaires  par 

rapport  à S h-  P'*  des  trois  centres.de  similitude  des  coniques  S P", 
S -+-  P**,  S -H  P"’  ont  [K)ur  tkiuations 

(X-'X*-  R)P'=  P",  (rx-'-^  R')P'=  p--.  etc., 

la  droite  cherchée  s'obtiendra  en  joignant  l'un  des  quatre  centres  radi- 
caux au  p6le,  par  rapport  à S + P'*  d’un  des  quatre  axes  de  similitude. 
Celte  construction  pourrait  aussi,  d’après  le  procédé  indiqué  au  n°  ül, 
se  déduire  géométriquement  des  théorèmes  du  n°  306.  Les  seize  droites 
qu’on  peut  mener  de  celte  manière  rencontrent  S h-  P'^  en  trente-deux 
points,  qui  sont  les  {)oints  de  contact  des  coniques  satisfaisant  aux  con- 
ditions du  problème  (*). 


(*)  I.a  solution  que  nous  venons  de  donner  de  ce  proldèine  ne  diffère  pas 
au  fond  de  celle  qui  a été  donnée  par  M.  Cayley  (Cre//c,  I.  XWIX  ). 

M.  Casey  {Procfrtiings  of  the  Rotai  Irish  Academj^  iB66)  a donné  une  autre 
solution  de  ce  problème  en  se  basant  sur  des  considérations  de  ('éomélrie 
sphérique,  et  tour  appliquant  la  méthode  indiquée  dans  les  n°*  121  (a)  et 
121  (^).  l a relation  121  (a\ à laquelle  sont  assujetties  les  tangentes  communes 
à quatre  cercles  tracés  sur  un  plan  et  tangents  à un  cinquième,  est  vérinée  par 
les  sinus  des  moitiés  des  tangentes  communes  menées  à quatre  cercles  tracés  sur 
la  sphère  dans  des  conditions  analogues.  Si  donc  les  équations 

S-L*  = o.  S-M*r^o,  S — X*  = o 

représentent  trois  cercles  pris  sur  une  sphère  (G.  Salmon,  Geometry-  of  thrte 
dimensions^  Chap.  IX),  les  cercles  qui  leur  sont  tangents  doivent  vérifier  la  re- 
lation 

v;(s’-i.jH-  vV  (s*-m)-i-  ^ v(s'-n)  =0, 

qui  donne  une  solution  du  problème  posé  à l'Everciee  1.  On  trouvera  une  Note 
à ce  sujet  à la  fin  du  volume. 
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II.  Los  quatre  coniques  qu’on  peut  mener  par  trois  points  fixes  de  telle 
sorte  qu’elles  aient  un  double  contact  avec  une  conique  donnée  S,  sont 
tan"cnles  à quatre  coniques  qui  ont  aussi  un  double  contact  avec  S (*). 
Soit 

S = x’  -t-j’  -H  2/3C0S.4  — azxcosB  — ïxjcosC  = o; 

les  quatre  coniques  passant  par  les  trois  points  ont  pour  équation 

S = ( X ± / ± : )’ 

et  sont  tangentes  à la  conique 

S = [xcos(B  — c)  -t-.vcos(C  — A)  zcos(A  — B)]* 

ainsi  qu’aux  trois  coniques  obtenues  en  changeant  successivement  les 
signes  do  A,  B et  C dans  cette  équation. 

Hl.  Les  quatre  coniques  qu’un  peut  mener  tangentiellement  â trois 
droites  fixes  x,  r,  2 de  telle  sorte  qu’elles  aient  un  double  contact  avec  S, 
sont  tangentes  à quatre  coniipics  qui  ont  aussi  un  double  contact  avec  S. 

Si  l'on  pose  M = i (A  -h  B -t-  C),  les  quatre  premières  coniques  seront 

données  par  l’équation 

S = [xsin  (M  — A)  -+-_rsin(M  — B)  -t-  zsin(H  — C)J’ 

et  celles  qu’on  en  déduit  on  y changeant  successivement  les  signes  de  A, 
B et  C.  Les  quatre  autres  coniques  sont  représentées  par  l’équation 

„ r sin|Bsin4C  sinlCsin'.  A sin  1 Asin  1 BT  ’ 

1/  sinjA  siniB  siniC 

et  celles  qu’on  en  déduit  en  y changeant  le  signe  de  x et  augmentant  de 
180  degrés  les  angles  B et  C,  etc. 

IV.  Trouver  la  condition  pour  que  les  trois  coniques  U,  V,  W aient  un 
double  contact  avec  la  même  conique. 

Cette  condition  s'obtient  en  éliminant  >,  u et  v entre  l’équation 

AV  — B'itu’  — A' fi’  = o 

et  les  équations  correspondantes  qu’on  obtient  en  exprimant  que  les  co- 
niques fiV  — vW,  vW  — XUso  réduisent  respectivement  à deux  droites. 


(•)  Colle  eilonsion  du  Ihcoriunc  do  Fouerbarh  (131.  Ex.)  peut  rooovoir 
encortî  une  plus  |;mndc  exlension.  Voir  Quarterly  Journal  of  Mathematics, 
l.  VI,  p.  G;. 
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388.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  quelques  indications 
sur  la  théorie  des  invariants  et  des  covarianis  des  systèmes  de 
trois  coniques,  dont  l’étude  complète  nécessite  la  connais- 
sance des  propriétés  des  courbes  du  troisième  degré. 

Le  lieu  du  point  dont  les  polaires  par  rapport  à trois  coni- 
ques V,  V et  W sont  concourantes,  est  une  courbe  du  troisième 
degré,  qu’on  appelle  le  Jacobien  des  trois  coniques. 

En  effet,  en  éliminant  x,  y,  z entre  les  équations  des  trois 
polaires 

U,  X -t-  U,y -I-  UjS  = o,  V,  a:  -t-  V,z  = o, 

-I- W,_r-(-WjZ  = O, 

on  obtient,  pour  l'équation  du  lieu, 

U.  ( V,  W,  - V,  w,)  + U,(  V,  w,  - V.  W3)  -hU,  (V.  w,  -V.  w,)  = O. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  si  les  polaires  d’un  point  A 
prises  par  rapport  à U,  V,  W se  coupent  en  un  même  point,  il 
en  est  de  même  des  polaires  de  ce  point  prises  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  du  système  /ü  + m V -t-  nW. 

Lorsque  les  polaires,  par  rapport  à toutes  ces  coniques, 
d'un  point  A du  Jacobien  passent  par  le  point  B,  la  droite  AB 
est  divisée  harmoniquement  par  toutes  les  coniques,  et  par 
suite  la  polaire  de  B passe  parle  point  A.  Le  point  B appartient 
donc  au  Jacobien,  et  l’on  dit  qu’il  correspond  au  point  A.  La 
droite  AB  est  évidemment  divisée  en  involution  par  toutes  les 
coniques,  et  les  points  A et  B sont  les  foyers  de  cette  division. 
Et  comme  aux  foyers  se  confondent  deux  points  correspon- 
dants de  la  division,  il  en  résulte  que  si  une  conique  du  sys- 
tème est  tangente  à AB,  ce  ne  peut  être  qu’en  un  des  points 
A et  B.  Lorsqu’une  conique  se  réduit  à un  couple  de  droites 
se  coupant  sur  AB,  l’intersection  de  ces  droites  ne  peut  se 
trouver  qu’en  A ou  B,  à moins  que  la  droite  AB  ne  fasse  elle- 
même  partie  de  ce  couple. 

On  peut,  du  reste,  démontrer  directement  que  lorsque 
/ü  -1-  wiV  4-  nW  représente  deux  droites,  leur  intersection  se 
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trouve  sur  le  Jacoblen.  En  effet,  celte  intersection  (292  ) vérifie 
les  trois  équations 

/U,  -f-  mV,  + nW,  = O,  /U,  -i-  mV,  + nW,  = o, 

/Uj  -I-  mVj  -I-  nWj  = i>, 

et  l'équation  du  lieu,  obtenue  en  éliminant  l,  m et  n,  est  la 
même  que  celle  trouvée  précédemment.  La  droite  AB,  qui 
joint  deux  points  correspondants  du  Jacobien,  rencontre  celle 
courbe  en  un  troisième  point,  et  il  résulte  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  que  la  droiie  AB  appartient  au  couple  de  droites 
issues  de  ce  point,  et  compris  dans  le  système  / U -i-  niV  ■+■  nW. 

L’équation  générale  du  Jacobien,  qu’on  désigne  habituelle- 
ment par  la  lettre  J,  peut  s’écrire  de  la  manière  suivante  : 

( agh  )x>  + ( bhf  )y  > + { cfg)z' 

— [(a/>g:)-+-(aA/)]xV—  [(caA)-4-(a/g')]i-’3 

— [{abf)-i-[bgh)]y-x  — [{bc/i)-h{bfg)]r’z 

— [(  c«/)  ■+■  ( cgh  )]  i’a:  — [(  beg)  ( c/if)]  z^y 

— [( aAc ) -f-  2 (/g/l  ) ] xyz  = o, 

en  représentant,  pour  abréger,  par  (abc]  le  déterminant  des 
neuf  coefficients  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c". 

Le  Jacobien  est  un  covariant  qui  est  du  même  degré  par 
rapport  aux  coefficients  et  par  rapport  aux  variables. 


EXERCICES. 

I.  Faire  passer  |>ar  quatre  points  une  conique  tangente  à une  conique 
donnée  W. 

Sup|iosons  lesqualre  points  définis  par  l’inlerseclion  des  deux  coniques 
U et  V.  Le  problème  admet  six  solutions,  puisqu’on  remplaçant  a,... 
para  -h  A a',  dans  la  condition  (37i)  qui  exprime  que  U et  \V  sont  tan- 
gentes, on  obtient  une  équation  du  sixième  degré  en  A . Le  Jacobien  de 
ü,  V et  W coupe  \V  aux  six  points  do  contact  cherchés.  Car  la  polaire  du 
point  de  contact  par  rapport  à V étant  aussi  sa  polaire  par  rapport  à une 
conique  ).U  -f-  uV  passe  par  l’intersection  de  ses  polaires  prises  par  rap- 
port à ü et  à V. 
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II.  Le  Jacobien  de  trois  coniques  ayant  un  triangle  aulopolaire  commun 
se  réduit  à trois  droites. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  xyz  = o est  le  Jai’obien  des  coniques 

nx’ -I- -t- cz’=r  O,  n'x’-i- r'z’ =:  o,  «'x’-t- c'z’=  o. 

On  peut  donc  trouver  l'équation  des  côtés  du  triangle  autopolaire  com- 
mun à deux  coniques  en  formant  le  Jacobien  (J)  de  S,  S’  et  du  covariant 
F,  puisque  ce  triangle  est  aussi  autopolairc  par  rapport  à F (381,  Ex.  I }. 

En  comparant  ce  qui  précède  au  résultat  obtenu  au  n°  381.  Ex.  IV,  on 
obtient  l’équation 

J’  = F*-F’(0S'-i-  0'S)-hF(A'0S‘-hA«'S'’)-(-F(00'-3AA')SS' 

— A'’AS'  — AA'’S”-t-  A'(aA0'— H»)S>S'-+-  A(aA'0  - 0'’)5S". 

III.  Le  Jacobien  de  trois  coniques  qui  ont  deux  points  communs  se  ré- 
duit à une  droite  et  à une  conique  passant  par  ces  doux  points. 

Il  est  évident,  par  la  Géométrie,  qu’un  point  quelconque  de  la  droite 
menée  par  les  deux  points  satisfait  aux  conditions  du  problème;  le  théo- 
rème peut  d'ailleurs  se  vérifier  facilement  par  l'analyse.  Dans  le  cas 
particulier  où  les  coniques  sont  des  cercles,  le  Jacobien  n’est  autre  chose 
que  le  cercle  qui  les  coupe  orthogonalement. 

IV  .Le  Jacobien  SC  réduit  encore  à une  droite  et  à une  conique  lorsqu’une 
des  coniques  S est  un  carré  parfait  L’. 

En  efiet,  L est  un  facteur  du  lieu.  On  peut  donc  mener  quatre  coniques 
tangentes  à une  conique  donnée  aux  deux  points  (S,  L)  et  en  même  temps 
à S';  l’intersection  du  lieu  avec  S'  détermine  les  points  de  contact. 

Lorsque  les  trois  coniques  sont  : une  conique,  un  cercle  et  le  carré  de 
la  ligne  à l'infini,  le  Jacobien  passe  par  le  pied  des  normales  qu’on  peut 
mener  à la  conique  par  le  centre  du  cercle. 

388  (rt).  Trouverlacondition  pourque  ladroilelx p.y+vz 
soit  divisée  en  involiition  par  trois  coniques. 

En  se  reportant  au  n°  333  et  à la  Note  du  n”  3i2,  on  voit 
que  la  condition  cherchée  s’obtient  en  égalant  à zéro  le  dé- 
terminant 

t),’  — a g-A  -t-  nv'  cp}  — a f pv  -t-  bv'  c'/.a  — fw.  — gvp  -i-  h v’  I 

c'  — a g'  vÀ  -+-  n'v’  c'fA’  — a f'pv  4-  b'y’  c'  — f'vl  — g'vp  4-  b'  v' 

t-»/.'  _ 2 g"A  4-  c"u.’—  -if'uv  4-  6%’  c"lp  -/"v>.  - g"  va  4-  /i"v  ' | 
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qui,  développé  el  divisé  par  v’,  peui  se  mellrc  sous  la  forme 

}i‘{bcf)  -h  _u‘(caff)  -4-  v’(nb/i)  + ).’u  [(c/if)  — (fceg')] 

-4-  ).=>[2(b/ff)  — (bc/i)]  -h  ,u’X[a(cgA)  —(<•«/)] 

-4-  u»î/[2(rt/§')  — (cn/i)]  +v>).[2(A^/i)  — (a//)] 

-I-  v’u [ 2 ( a/tf  ) — (abg)]  -h  ).a>[(abc)  — 4 (/ÿ/i  ) ] = o, 

en  employam  pour  les  délerminaiils  l’abrévialion  indiquée 
précédemment.  On  désigne  habituellement  ce  conlrevariant 
par  la  lettre  4».  Sa  forme  suffit  pour  montrer  que  toute  droite 
divisée  en  involution  par  les  trois  coniques  U,  V et  W,  l’est 
aussi  partroisconiquesqueIconqucsdusjstème/U-4-»iV -4-nW. 
L’équation  du  lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées 
par  l’un  d’eux  aux  trois  coniques  forment  un  faisceau  en  invo- 
lution, (leut  se  déduire  de  celle  qui  précède  en  y remplaçant 
>,  fx,  V par  X,  y,  z et  a,  b,  c...  par  les  coefficients  A,  B,  C,... 
de  l’équation  réciproque  ou  tangentielle. 

389.  Lorsqu’on  forme  le  discriminant  de  /U  -i-  ni  V-t-  n W, 
on  obtient  une  fonction  en  /,  ni,  n,  dont  les  coefficients  sont 
les  invariants  du  système  de  coniques.  Tous  ces  invariants 
appartiennent  à la  catégorie  de  ceux  que  nous  avons  étudiés 
précédemment,  sauf  un,  qui  est  dans  ce  développement  le 
coefficient  de  Imn,  et  qui  se  déduit  du  discriminant  A d’une 
conique  U en  y remplaçant  chaque  terme  abc, . . . par  six  nou- 
veaux termes  tels  que 

a6'c"-f-  ab”c'  -4-  a'6'c  4-  a' b c"  + a' b c'  ■+■  a"b'c. 

Il  existe  encore  un  invariant  remarquable  de  ce  système  de 
trois  coniques,  qu’on  obtient  en  se  basant  sur  le  principe  sui- 
vant (*):  Allant  donnés  un  comrianl  et  un  conlrevariant  de 
même  degré,  on  peut,  en  substituant  dans  l'un  des  sjmboles 
différentiels  et  opérant  ensuite  sur  Vautre,  obtenir  un  inva- 
riant. On  a ainsi,  en  partant  du  Jacobian  et  du  conlrevariant 


(*  ) f'otr  la  trntluctic*!!  françaiiw  tic  V.4/g^he  supérieure  tic  M.  Salinon,  p.  io8. 
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irouvé  au  numéro  précédcnl, 

T = ( rtfrc  )>  -4-  4 ( «6/)  { rtc/)  -f-  4 ( " ) 4-  4 { Ciih  ) { cbh  ) 

8 ( fl/g-)  ( fc/")  -4  8{ fl//i  ) (cfh  ) + 8(  cg-Zi  )(  ftg/i ) 

— 8 ( flg/i  ){ ftc/’)  — 8 ( i/i/)(  Cflg ) — 8( c/g-)(  rtZ»/i  ) 

+ 4(flftc)(/g^/i)-8(/gVi)». 

Cel  invariant  a été  indiqué  par  M.  Sj'lvesier,  .qui  l’a  obtenu 
par  un  procédé  différent  de  celui  que  nous  venons  d’emplover, 

389  (fl).  On  peut  simplifier  l’élude  de  certaines  propriétés 
des  systèmes  de  trois  coniques,  en  rapportant  chacune  de  ces 
courbes  à quatre  droites  x,  y,  z,  iv  et  mettant  leurs  équations 
sous  la  forme 

U = fl  x’  -t-  b y’  4-  cz’  4-  t/rv’,  V = a'x’  4-  b'y^  4-  c'a’  + d'iv’, 
W = a"x^  4-  6"y’  -H  c"z'  -i- 

à laquelle  il  est  toujours  possible  de  les  ramener  d’une  infinité 
de  manières.  En  effet,  chacune  de  ces  équations  renferme  trois 
constantes  indépendantes,  et  chaque  ligne  est  définie  par  deux 
constantes;  la  forme  ci-dessus  contient  donc  dix-sept  con- 
stantes, tandis  que  la  forme  employée  habituellement  pour 
U,  V,  W n’en  renferme  que  trois  fois  cinq,  ou  quinze. 
D’ailleurs,  les  équations  de  quatre  droites  vérifient  toujours 
une  relation  de  la  forme  w—'kx-i-ixy-hvz,  que,  pour  plus 
de  symétrie,  on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

X -f-  .r  4-  a 4-  IV  = O, 

en  supposant  les  constantes  X,  jia  et  v contenues  implicitement 
dans  X,  y et  z. 

Comme  application,  nous  résoudrons  le  problème  suivant. 

Trouver  la  condition  pour  que  les  trois  coniques  U,  V,  W 
passent  par  un  même  point. 

Si  l’on  résout,  par  rapporta  x’,y’,  s%  le’,  les  équations 

U=o,  V=o,  W = o, 
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Cl  que  l'on  représente  par  A,  B,  C,  D les  quatre  déterminants 
(bcd),  [dca),  (dab),  {bac),  on  voit  que  x’, z*,  «'•  sont  res- 
pectivement proportionnels  à A,  B,  C et  D,  et,  en  substituant 
dans  l’équation 

X -h  J-  -h  Z -h  iV  = O, 

il  vient,  pour  la  condition  cherchée, 

. ^A  -I-  ^B  -I-  t/C  -f-  ^ü"  — O, 

ou,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 

(A’-f-B>  + D-l-D*— aAB— aBC  — xCA-  aAD— aBD— aCD)> 

= 64ABCD. 

Le  premier  membre  de  celle  équation  est  le  carré  de  l'in- 
variant T obtenu  précédemment,  le  second  membre  est  un  in- 
variant que  nous  désignerons  par  la  lettre  M.  La  relation  M = o 
exprime  que  l’on  peut  trouver  des  valeurs  de  /,  m,  n telles, 
que  /U  -t-  m\ -+-  nW  se  réduise  à un  carré  parfait.  El  comme 
M est  du  quatrième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de 
chaque  conique,  on  peut  rendre  S /U  mV  -t-  nW  un  carré 
parfait  de  quatre  manières  {voir  n”  373,  Ex.  III),  puisqu’en 
égalant  à zéro  l'invariant  M relatif  à S -+-  /U,  V,  W,  on  obtient 
une  équation  du  quatrième  degré  pour  déterminer  /. 

389  {b).  En  général,  trois  coniques  quelconques  peuvent 
être  considérées  comme  les  polaires  de  trois  points  relative- 
ment à une  même  courbe  du  troisième  degré,  ou  cubique; 
autrement  dit,  leurs  équations  peuvent  se  ramener  à la  forme 

a(  j;’—  \rz  ) + fi(/’  — 2Zx]  ■+■  y’(  z’  — aarv)  = o. 

Si  l'on  emploie  pour  les  cqiialions  des  coniques  la  forme  indi- 
quée au  numéro  précédent,  l’cqualion  de  la  cubique  dont 
elles  se  déduisent  pourra  s'écrire 


cl  l'on  voit  que  si  l’invarianlM  s'annule  (ce  qui  ne  peut  arriver 
que  lorsqu’une  des  expressions  A,  B,  C,  1)  est  nulle),  il  y a 
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exception,  et  les  coniques  ne  peuvent  être  considérées  comme 
déduites  de  la  même  cubique. 

Dans  le  cas  général,  on  peut  obtenir  l'équation  de  la  cubique 
en  formant  le  Hessien  (*)  du  Jacobien  des  trois  coniques, 
et  retranchant  du  résultat  le  produit  du  Jacobien  par  l’inva- 
riant T. 

En  opérant  sur  le  contrevariant  $ du  troisième  degré  suc- 
cessivement avec  chacune  des  coniques,  ou  sur  le  Jacobien 
avec  leurs  réciproques,  on  obtient  les  contrevariants  et  les 
covarianis  linéaires  qui  représentent  géométriquement  les 
points  dont  les  coniques  données  sont  les  polaires,  ou  les 
lignes  polaires  de  ces  points  par  rapporta  la  cubique. 


(*)  /Wr  la  traduction  fran<,*aisc  do  \ * Algèbre  supérieure  de  M.  Salmos,  ]».  96. 
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390.  Les  problèmes  rclalifs  au  tracé  des  langenlcs,  à la 
délerminalion  des  aires  et  des  longueurs  d’arcs  des  courbes, 
peuvent  être  traités  par  deux  méthodes  dilTérenles  : l'analyse 
et  la  géométrie.  Renvoyant  le  lecteur  aux  ouvrages  spéciaux 
pour  l’emploi  de  la  première,  nous  nous  bornerons  à exposer 
dans  ce  Chapitre  quelques  exemples  de  la  seconde,  afin  de 
donner  une  idée  des  procédés  employés  par  les  géomètres 
avant  la  découverte  de  l’analyse.  Ces  procédés,  en  dehors  de 
l’intérêt  historique  qui  s’y  ratiachc,  peuvent,  dans  certains 
cas,  conduire  plus  simplement  et  plus  rapidement  à une  so- 
lution que  l’analyse  : qu’il  nous  suffise  de  rappeler  ici  le  beau 
théorème  énoncé  au  n°  iOO,  théorème  qui  n’avait  pas  même 
été  entrevu  par  ceux  qui  ont  appliqué  le  calcul  intégral  à la 
rectification  des  sections  coniques. 

A mesure  que  le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  inscrit 
dans  une  courbe  augmente,  l’aire  et  le  périmètre  du  polygone 
se  rapprochent  de  l’aire  et  du  périmètre  de  la  courbe;  le  côté 
du  polygone  tend  à coïncider  avec  la  tangente  menée  à la 
courbe  par  son  extrémité.  Lorsque  ce  nombre  devient  infini, 
le  polygone  se  confond  avec  la  courbe,  et  la  tangente  en  un 
point  coïncide  avec  la  droite  qui  le  joint  à un  autre  point  in- 
finiment voisin. 

A mesure  que  le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  circon- 
scrit augmente,  son  aire  et  son  périmètre  se  rapprochent  de 
l’aire  et  du  périmètre  de  la  courbe,  et  le  point  d’intersection 
de  deux  de  ses  côtés  consécutifs  tend  à coïncider  avec  le  point 
de  contact  d’un  de  ses  côtés. 

Lors  donc  que  nous  voudrons  déterminer  l’aire  ou  le  péri- 
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mèlrc  d’une  courbe,  nous  pourrons  subsliluer  à celle  courbe 
un  polygone  inscril  ou  circonscrild’un  nombre  infini  do  côlés; 
de  plus,  nous  pourrons  considérer  une  langenle  comme  la 
corde  menée  par  deux  points  infinimenl  voisins  de  la  courbe, 
ei  un  poinl  de  la  courbe  comme  l’iiiierseclion  de  deux  lan- 
genies  infinimenl  voisines. 

391.  1.  Trouver  la  direction  delà  tangente  menée  en  un 
poinl  B du  cercle. 

Dans  un  iriangle  isoscèle  AOB  {Jif;.  1 1 1 ),  formé  par  les  deux 
rayons  OA,  OB  el  la  corde  B.\  qui  joinl  leurs  cxlrémiiés, 

111. 


n 


l’angle  à la  base  .\BO  csl  égal  à un  angle  droil  diminué  de  la 
moilié  de  l'angle  au  sommcl  BOA;  à mesure  que  les  poiuls  .\ 
ei  B se  rapproclieni,  cei  angle  au  sommel  lend  à devenir  plus 
pelil  que  louie  grandeur  donnée;  donc,  à la  limile,  l'angle  OBA 
que  la  langenle  fail  avec  le  rayon  esl  égal  à un  angle  droil. 

Nous  aurons  souvenl  occasion  d’employer  le  principe  qui 
vienl  d’èlre  démonlré,  et  qu'on  pcul  énoncer  de  la  manière 
suivanle  : Deux  droites  égales,  infiniment  voisines,  cl  issues 
du  même  point,  sont  perpendiculaires  à la  droite  qui  joint 
leurs  extrémités. 

H.  Les  circonférences  de  deux  cercles  sont  entre  elles  dans 
le  même  rapport  que  leurs  rayons. 

Par  le  cenlre  des  deux  cercles  {fg.  ni)  supposés  concen- 
triques (ce  qui  esl  toujours  possible),  menons  des  rayons  OA, 

33. 
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OB,...,  Ofl,  Ob,..,,  el  les  cordes  qui,  dans  chaque  cercle,  joi- 
gncnl  leurs  exlrémilés;  nous  formerons  ainsi  deux  polygones 
inserils  ABCI)...,  abcd...  d’un  même  nombre  de  côtés,  sem- 
blables, el  dont  les  périmètres  sont,  par  suite,  dans  le  même 
rapport  que  les  rayons  des  cercles;  celte  propriété,  étant  in- 
dépendante du  nombre  des  côtés,  subsiste  encore  à la  limite 
lorsque  les  polygones  se  confondent  avec  les  circonférences 
circonscrites  : donc  les  circonférences  de  deux  cercles  sont 
entre  elles  dans  le  même  rapport  que  leurs  rayons. 

III.  /.  'aire  d'un  cercle  est  égale  au  produit  du  rayon  par  la 
moitié  de  la  circonférence. 

L’aire  d’un  triangle  OAB  {Jig.  1 1 1),  formé  par  une  corde  et 
deux  rayons,  est  égale  au  produit  de  la  moitié  de  la  corde,  par 
la  distance  de  celte  corde  au  centre;  par  suite,  l’aire  d’un 
polygone  régulier  inscrit  est  égale  à la  moitié  de  son  périmètre 
multipliée  par  la  distance  d’un  quelconque  de  ses  côtés  au 
centre  ; à mesure  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  aug- 
mente, son  périmètre  tend  à devenir  égal  à la  circonférence, 
et  la  distance  d’un  de  ses  côtés  au  centre  tend  à devenir  égale 
au  rayon;  les  différences  respectives  entre  le  périmètre  el  la 
circonférence,  la  distance  et  le  rayon,  pouvant  devenir  plus 
petites  que  toute  quantité  donnée,  il  en  résulte  que  inire  du 
cercle  est  égale  au  produit  du  rayon  par  la  moitié  de  la  cir- 
conférence. 

392.  I.  Mener  la  tangente  TT'  en  un  point  P-  de  l’ellipse. 

Considérons  sur  la  courbe  deux  points  P,  P'  infiniment  voi- 

Fi(î.  113. 


T 


sins  {Jig.  112);  en  les  joignant  aux  foyers  F el  F'  de  l’ellipse, 
il  vient 

FP  + PF'=FP'-h  P'F'. 
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Prenons  sur  F P',  FR  = FP,  cl  sur  F’ P,  F''U'=F'P';  on  aura 
ainsi  P'H  = PR'.  Les  deux  triangles  PRP'  el  PR' P'  sont 
rectangles  en  R et  R'  (391,  1);  d'ailleurs  ils  ont  une  base 
commune  PP',  et  les  côtés  P' R,  PR'  sont  égaux  : donc  les 
angles  P P' R cl  P'  PR'  sont  égaux.  Mais  à la  limite  TPF  = PP'F, 
la  différence  PF  P'  entre  ces  deux  angles  pouvant  devenir  plus 
petite  que  toute  quantité  donnée;  par  suite,  TPF  = P'PF';  la 
tangente  fait  donc  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs 
menés  du  foyer  au  point  de  contact. 

II.  Mener  la  tangente  en  un  point  P de  l'hyperbole. 

En  répétant  sur  l'hyperbole  une  construction  analogue  à 


Fig.  Il 3. 


celle  qui  se  rapporte  à l’ellipse,  on  a (fig.  1 13) 

F'P'- F'P=FP'-FP,  P'R  = P'R', 

et  les  angles  PP'R  et  PP' R'  sont  égaux.  Donc  la  tangente  est 
la  bissectrice  intérieure  de  l’angle  F P F'  formé  par  les  rayons 
vecteurs  menés  des  foyers  au  point  de  contact. 

III.  Mener  la  tangente  en  un  point  P de  la  parabole. 

Soient  P,  P' (_/îg.  ii4)  deux  points  infiniment  voisins;  si 
l’on  mène  au  foyer  F les  rayons  vecteurs  FP,  F P'  et  les  per- 
pendiculaires PN,  P' N'  à la  directrice  D,  el  que  l’on  prenne 
en  outre  N'S  = PN,  FR  = FP,  on  a 

FP  = PN,  FP'=P'N',  P'R  = P'S. 
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Les  angles  N'P'P,  FP'P  sont  égaux.  La  langeiile  est  donc  la 
bisseclrice  de  l’angle  FPN. 


393.  I.  Trouver  l’aire  du  segment  paraholiqueYW  compris 
entre  la  courbe,  son  axe  VF,  et  un  rayon  vetteur  FP  issu  du 
foyer  F. 


Puisque  PS=PR  (fig.  ii4)  et  PN  =FP,  le  triangle  FPR  est 
la  moitié  du  parallélogramme  PSN N' ; si  l’on  prend  entre  V 

Fig.  ii.'|. 


N'- 

N- 


S P' 


I -/  >• 

! (-/ 

D T 


et  P un  certain  nombre  de  points  P',  P" on  formera  un 

certain  nombre  de  triangles  et  de  parallélogrammes  dont  les 
aires  seront  dans  le  rapport  de  i à à la  limite,  la  somme 
des  parallélogrammes  devient  l’aire  NPDV,  et  la  somme  des 
triangles  l’aire  FPV,  qui  est  ainsi  la  moitié  de  la  précédente, 
et,  par  suite,  le  tiers  de  l’aire  du  quadrilatère  NPFD. 

II.  Trouver  Taire  du  segment  PMV'  de  parabole  limité  par 
une  ordonnée  PM  et  son  diamètre  conjugué  V'M. 

Par  le  point  T,  où  la  tangente  en  P {fg.  ii5)  rencontre  le 
diamètre  V'M,  par  l’extrémité  V'  de  ce  diamètre,  et  par  le 
point  P'  inriniment  voisin  de  P,  menons  des  parallèles  TR', 
V'N'  et  P'M'  à l’ordonnée  PM  ; les  parallèles  PR,  P' R'  menées 
par  P et  P'  au  diamètre  couperont  les  précédentes  en  R,  N, 
R',  N'.  Les  parallélogrammes  PR'  et  PM'  sont  équivalents  (la 
diagonale  TP'  divisant  en  deux  parties  égales  les  parallélo- 
grammes RM,  R'M');  d'ailleurs,  V'  étant  le  milieu  de  TM,  le 
parallélogramme  PN'  est  la  moitié  de  PR';  si  donc  on  prend 
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entre  P cl  V'  un  certain  nombre  de  points  P',  P",  P",.--,  on 
formera  une  série  de  parallélogrammes  PM'...,  PN'...,  cl 


Fig.i  i5. 

a' A'  ' P- 
B ' \_'v 

; 

T /v  M H' 


la  somme  des  premiers  sera  double  de  la  somme  des  se- 
conds; l’aire  V'PM  est,  par  suite,  double  de  l’aire  V'PN; 
autrement  dit,  l’aire  du  segment  parabolique  PMV'  est  les 
deux  tiers  de  celle  du  parallélogramme  PMV'N. 

394.  1.  L'aire  de  l’ellipse  est  égale  à l'aire  du  cercle  qui  a 
pour  rayon  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  demi-axes 
de  l'ellipse. 

Si  l’on  divise  l'ellipse  ABA'  {Jig.  ti6)  et  le  cercle  ADA' 
décrit  sur  le  grand  axe  AA'  de  l’ellipse  comme  diamètre,  par 

Fig.  1 16. 


\ »■ 


D' 

une  série  de  parallèles  dbm,  d'b'm’,...  au  petit  axe  BC,  on  a 
la  relation 

mb  : md  m' b'  m' d' b : a, 

et  les  aires  des  quadrilatères  mbb'  m' , md  d' m' sont  entre 
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nlles  dans  le  rapport  b:  a;  il  en  est  de  même  de  leurs  sommes 
respectives,  c’est-à-dire  des  polygones  Bbb'...  A,Dr/r/'. ..  A 
inscrits  dans  l'ellipse  et  le  cercle,  quel  que  soit  du  reste  le 
nombre  des  côtés  de  ces  polygones.  Donc  /'«/re  de  l'ellipse  est 
à celle  du  cercle  dans  le  rapport  de  b à a‘,  cl  comme  l’aire  du 
cercle  est  égale  à ma’,  celle  de  l’ellipse  a pour  valeur  mab. 

Corollaire.  — On  peut  prouver,  de  la  même  manière,  que, 
si  deux  figures  sont  telles,  que  les  ordonnées  de  l’une  soient 
dans  un  rapport  constant  avec  les  ordonnées  de  l'autre,  les 
aires  de  ces  figures  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport. 

II.  L'n  diamètre  quelconque  d’une  conique  divise  l’aire  de 
la  courbe  en  deux  parties  équivalentes. 

Le  diamètre,  divisant  ses  ordonnées  en  deux  parties  égales, 
divise,  par  cela  même,  en  deux  parties  équivalentes  l’aire  du 
trapèze  formé  en  joignant  les  extrémités  de  deux  ordonnées 
consécutives;  le  nombre  de  ces  trapèzes  augmentant  au  delà 
de  toute  limite,  la  somme  de  leurs  aires  devient  égale  à l’aire 
de  la  courbe,  qui  est  ainsi  divisée  en  deux  parties  équiva- 
lentes par  le  diamètre. 

395.  1.  Dans  l’hyperbole,  l’aire  du  secteur  PCQ,  déterminé 
par  les  droites  qui  joignent  deux  points  P et  Q de  la  courbe 
au  centre  C,  est  équivalente  à celle  du  segment  PQKL  obtenu 
en  menant  par  ces  points  des  parallèles  PK,  QL  à une  asymp- 
tote. 

D’après  la  génération  de  la  courbe,  les  triangles  PKC,  QLC 
Fig.  117. 


{/ig.  117)  sont  équivalents  ; donc  les  aires  PQC  et  PQKL  sont 
équivalentes. 
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II.  Deux  segnienls  PQLK  et  RSNM  sont  équivalents  lors- 
qu’on a la  proportion  PK  : QL  ;;  RM  : SN. 

En  elTel,  l’cqualion  de  la  courbe  donne  la  relalion 

PK:QL:;CL;CK, 

el  si  l’on  mène  les  droites  QR  et  PS,  on  a (107) 

CL  — MT',  CK  = NT, 

par  suite, 

RM:SN:;MT':NT. 

QR  est  donc  parallèle  à PS.  Il  est  dès  lors  facile  de  voir  que 
les.  secteurs  PCQ,  RCS  sont  équivalents,  puisque  le  diamètre 
des  cordes  PS  et  QR  divise  en  deux  parties  équivalentes  l’aire 
hyperbolique  PQRS,  ainsi  que  les  triangles  PCS  et  QCR. 

Lorsque  les  points  Q et  R coïncident,  l'aire  PKNS  est  divisée 
en  deux  parties  équivalentes  par  l’ordonnée  QL  qui  est  alors 
moyenne  géométrique  entre  les  ordonnées  PK,  SN  des 
extrémités  de  l’arc  PQS. 

De  plus,  si  l’on  mène  un  certain  nombre  d’ordonnées  en 
progression  géométrique  continue,  l’aire  comprise  entre  deux 
ordonnées  consécutives  est  constante. 

396.  Lorsque  deux  coniques  sont  semblables,  semblablement 
placées  et  concentriques,  toute  tangente  AB  à la  conique  in- 
térieure détermine  dans  la  conique  extérieure  un  segment  AVB 
dont  l’aire  est  constante. 

Nous  avons  vu  (236,  Ex.  V)que  cette  tangente  AB  [Jig.  1 18) 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de  contact  P. 

Fig.  1 18. 


\ \ 

\.  \ ' / 


T 


Si  l’on  mène  une  deuxième  tangente  A' B'  ayant  son  point  de 
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conlaci  en  P'  et  coupant  la  précédente  en  Q,  les  angles  AQA' 
et  BQB'  sont  égaux;  d’ailleurs,  plus  le  pointQ  se  rapprochera 
de  P,  plus  les  côtés  AQ,  AQ'  tendront  à devenir  égaux  aux 
côtés  BQ,  B'Q;  lors  donc  que  les  tangentes  sont  infiniment 
voisines,  les  triangles  AQA',  BQB'  sont  égaux,  ainsi  que  les 
segments  AVB  et  A'VB'.  Le  segment  AVB,  ne  variant  pas 
lorsqu'on  passe  d'une  tangente  à une  tangente  consécutive, 
est  donc  consunt. 

Corollaire.  — On  prouverait  de.  la  même  manière  que,  lors- 
que la  tangente  à une  courbe  détermine  sur  une  autre  courbe 
un  segment  dont  l’aire  est  constante,  elle  est  divisée  en  deux 
parties  égales  au  point  de  contact,  et  réciproquement  que,  si 
elle  est  divisée  en  deux  parties  égales  au  point  de  contact, 
elle  détermine  un  segment  d’aire  constant. 

On  peut,  en  s’appuyant  sur  ce  qui  précède,  mener  par  un 
point  donné  une  corde  déterminant  dans  une  conique  un 
segment  minimum.  En  effet,  pour  déterminer  un  segment  de 
grandeur  donnée,  il  suffit  de  mener  par  le  point  une  tangente 
à une  conique  semblable  et  concentrique,  dont  la  distance  à 
la  première  est  d’autant  plus  grande  que  l’aire  donnée  est 
elle-même  plus  grande.  Pour  que  faire  soit  minimum,  il  faut 
donc  que  la  conique  auxiliaire  passe  par  le  point  donné,  et 
comme  alors  la  tangente  qu’on  lui  mène  y est  divisée  en 
deux  parties  égales,  on  voit  que  la  corde  menée  par  un  point 
détermine  dans  une  conique  un  segment  d’aire  minimum 
lorsqu’elle  est  divisée  en  ce  point  en  deux  parties  égales. 

De  même,  la  corde  menée  par  un  point  donné  de  manière  à 
déterminer  dans  une  courbe  quelconque  un  segment  maxi- 
mum ou  minimum  est  divisée  en  ce  point  en  deux  parties 
égales. 

On  démontrerait  par  des  raisonnements  analogues  les  deux 
théorèmes  suivants,  dus  à feu  le  professeur  Mac-Cullagh. 

I.  Si  une  tangente  AB  à une  courbe  détermine  sur  une 
deuxième  courbe  un  arc  constant,  elle  est  divisée  au  point  de 
contact  P de  telle  sorte  que  le  rapport  AP  ; PB  est  l’inverse 
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(lu  rapport  AO  ; OB  des  tangentes  menthes  en  A et  B <1  la 
deuxième  courbe. 

II.  Si  la  tangente  AB  est  de  longueur  constante,  et  si  M est 
la  projection  sur  AB  de  l'intersection  des  tangentes  en  A et  B, 
on  aura  AB  = MB. 

397.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse. 

Le  cenire  du  cercle  circonscrii  à un  triangle  se  trouvant  à 
l’intersection  des  perpendiculaires  menées  aux  côtés  du  trian- 
gle par  leurs  milieux,  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  trois 
points  consécutifs  de  la  courbe  est  l'intersection  de  deux 
normales  consécutives. 

Lorsqu’on  mène  les  bissectrices  PN,  P N'  {Jig.  i la)  des  an- 
gles au  sommet  de  deux  triangles  FPF',  FP'F,  qui  ont  une 
base  commune,  on  a la  relation 

iPprp^=^F^-t-  ^F^. 

Si  l’on  observe  qu’un  arc  de  cercle  est  proportionnel  à la  fois 
à l’angle  au  centre  correspondant  et  au  rayon  (391),  on  peut, 
en  considérant  PP'  comme  un  arc  de  cercle  ayant  son  centre 

PP' 

en  N,  prendre  le  rapport  pour  mesure  de  l’angle  PNP'. 

Si,  de  plus,  prenant  FR  = FP,  F'R=F'R',  on  mesure  les 

PR  P'R' 

angles  PFP',  PF'P'  parles  rapports  .=70  > =7^,  > on  a 

1*  r*  r r 

aPP'_  PR  P'  R' 

PN  ~ FP  F'P  ’ 

mais 

PR  = P'R'=PP'  sinPP'F, 

et,  en  représentant  l’angle  PP'F  par  0,  et  les  longueurs  PN, 
FP,  F' P par  R,  p et  p',  on  obtient  la  relation 

a I I 

R sinO  P p'’ 

qui  peut  s’énoncer  de  la  manière  suivante  : La  corde  focale 
de  courbure  (245,  Ex.  IV)  est  égale  au  double  de  la  moyenne 
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harmonique  des  rayons  vecteurs  qui  joignent  les  foyers  au 
point  de  contact.  En  remplaçant  respectivement  siiiô,  p o' 

et  pp'  par  2a  et  b’’,  on  retombe  sur  la  valeur  connue  du 
rayon  de  courbure  R : 

Le  rayon  de  courbure  de  l’hyperbole  ou  de  la  parabole  peut 
SC  déterminer  de  la  même  manière.  Dans  le  cas  de  la  para- 
bole, p'  devient  infini,  et  la  formule  précédente  se  réduit  à 

2 I 

R sin  0 P 

On  peut  encore  arriver  à la  détermination  de  la  corde  focale 
de  courbure  par  la  méthode  suivante,  due  à M.  Townsend. 

Menons  une  parallèle  quelconque  QR  {fi%.  119)  à la  tan- 
gente en  P à la  conique,  et  faisons  passer  par  PQR  un  cercle 

Kic-  119- 


c 


qui  rencontre  la  corde  focale  de  la  conique  en  C;  on  a,  dans 
le  cercle,  la  relation 

PS.se  = QS. SR. 

D'ailleurs,  MN  étant  la  parallèle  menée  à la  tangente  par  le 
foyer  F,  on  a,  dans  la  conique  ( 193,  Ex.  II  ), 

PS.SL:QS.SR::PL:MN; 

donc,  quel  que  soit  le  cercle, 

SC:SL:;  MN:PL, 

et,  comme  pour  le  cercle  de  courbure  S et  P coïnçident,  il 
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vicnl 

PC;PL:MN:PL, 

c'esl-à-dire  la  corde  focale  de  courbure  est  égale  à la  corde 
focale  de  la  conique  menée  parallèlement  à la  tangente  {245, 
Ex.  IV). 

398.  Le  rayon  de  courbure  d’une  conique  à ccnlre  C peut 
encore  se  trouver  de  la  manière  suivante.  Si  l’on  prend  sur  la 
courbe  un  point  Q {fg.  120)  infininient  voisin  du  point  P,  la 


Fig.  130. 


parallèle  QR'  à la  tangente  TP  en  P rencontre  la  normale  en  S 
et  le  diamètre  PP'  de  P en  R.  D'ailleurs  QS  est  perpendicu- 
laire au  diamètre  du  cercle  meqé  par  P et  Q tangcntiellement 

•i  TT'  en  P,  et  PQ  est  égal  au  produit  de  PS  par  le  diamètre; 
le  rayon  de  courbure  est  donc  égal  à 

aPS' 

Mais,  comme  QR  est  toujours  parallèle  à la  tangente  et  que 
PQ  coïncide  à la  limite  avec  cette  tangente,  on  aura  à la  limite 
PQ  = QR;  d’où,  par  une  propriété  connue  de  l’ellipse  (en 
représentant  par  a',  b' , CP  et  son  conjugué), 

5"  : a'>  : : Qr’:  PR . R P'  { = 2 PR  ) ; 

donc 
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ce  qui  donne,  pour  le  ra^on  de  courbure  K, 


~ PS 


Cl  comme,  quelque  pelils  que  soienl  PU  ei  PS,  on  a toujours,  ' 
en  raison  de  la  similitude  des  triangles,  CT  étant  parallèle  à la 
normale, 

IMt  _ CP  _ ^ 

‘ PS  “ CT  ~ /y  ’ 

l'expression  du  rayon  de  courbure  se  réduit  à 


On  démontrerait  de  même  le  théorème  suivant: 


Uans  un  système  de  deux  coniques  homofocales  S et  S'  se 
coupant  en  A,  le  centre  de  coui  bure  correspondant  au  point  A 
dans  la  conique  S est  par  rapport  à la  conique  S'  le  pôle  de  la 
tangente  en  K à la  conique  S. 

399.  Si  par  un  point  T d’une  ellipse  on  mène  deux  tangentes 
TP,  TQ  à une  ellipse  homofocale,  l'excès  de  la  somme  de  ces 
tangentes  sur  l'arc  qu'elles  interceptent  est  constant  (*). 

Si  l’on  prend  un  point  T'  (ftg.  121)  inrinimenl  voisin  du 


lie-  iji. 


premier,  et  que  l’on  mène  les  tangentes  T' P',  T'Q'  et  les  per- 
pendiculaires TU  et  T'Sà  PT'  et  TQ  (318),  il  vient 
PT=  PU  - PP'  -4  P U 


(•)  O Itotu  Ihéorèmo  a c-U*  (l<Tomt»rt  par  le  Graves,  qui  l’a  énoncé  dans 
sa  tiaduclioii  des  Mémoires  de  M.  (‘luisles  sur  les  c6nes  cl  U**  coniques  spho* 
riques. 
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( P'R  pouvant  être  considéré  comme  le  prolongement  de  PP'  ); 
de  même 

Q'T'=QQ'  + O.S. 

Et  comme  (19i)  les  angles  TT' K,  T''TS  sont  égaux,  on  a 


par  suite, 
d'où  l'on  déduit 


TS=  rit, 

PT-+-TQ'=  PT'-h'T'Q', 


(PT  + TQJ  -(P'T'4-T'Q')=PP'— OQ'=PO-  P’Q'. 

Corollaire.  — Le  théorème  est  encore  vrai  pour  deux 
courbes  telles,  que  les  tangentes  TP,  TQ  menées  par  un  point  T 
de  la  courbe  extérieure  à"  la  courbe  intérieure  fassent  des 
angles  égaux  avec  la  tangente  TT'  menée  en  T à la  courbe 
extérieure. 


■VOO.  Si  l'on  mène  deux  Iniif’entes  TP,  TQ  à une  ellipse  par 
an  point  T d’une  hyperbole  homofocale,  la  différence  des  arcs 
PK  et  QK  est  égale  à Indifférence  TP  — TQ  des  tangentes  (*). 

En  prenant  un  point  T'  (ftg,  122)  infiniment  voisin  et  répé- 
tant la  construction  du  numéro  précédent,  on  arrive  aux  rela- 
tions 

(T'P'-P'K)-(TP-  PK)  = T'R, 
(T'Q'-Q'K)-(TQ-QK)-TS. 

Mais  T'R=T'S,  puisque  (189)  TT'  est  la  bissectrice  de 
l’angle  RT'S.  Donc  la  dilTérence  entre  l’excès  de  TP  sur  PK  et 
celui  de  TQ  sur  QK  est  constante,  et  comme,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  T co'incide  avec  K,  ces  deux  excès  et,  par  suite, 
leur  dilTérence  s’évanouissent,  il  s’ensuit  qu’on  a,  dans  tous 
les  cas, 

TP  - PKr=TQ  - QK. 


(*)  Celte  extension  du  ihcorènie  précédent  a été  donnée  par  Mac-Ciillugh 
{^Dublin^  Exatn.  Pnpers^  p.  f\\  ; i8'|2,  p-  OS  cl  p.  83).  M.  Chasles  y est 

arrivé  de  son  côté  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
octobre  i8.|3,  t.  X\M,  p.  838). 
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Corollaire.  — L'n  quadrant  elliptique  peut  être  divisé  de 
telle  manière  que  la  différence  des  deux  segments  soit  égale  à 
la  différence  des  demi-axes.  Il  suflîl,  en  cITel,  pour  dciermincr 


Fi(;.  172. 


' 1 


S\  f 


\ f 

\ / 


\ 


\ 


le  poinl  de  division,  de  faire  passer  une  hyperbole  homofocalc 
à l’ellipse  donnée  par  l’intersection  des  tangentes  menées  à 
l’ellipse  aux  extrémités  des  axes.  Les  coordonnées  x el  jdes 
points  d’intersection  sont,  du  reste. 


X^= r)  r’= T* 

a -h  b ■’  a->r  b 

Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Fagnani. 

401.  Si  tous  les  sommets,  moins  un,  d'un  polygone  circon- 
scrit à une  conique  glissent  sur  des  coniques  homofocales,  le 
sommet  libre  décrit  une  conique  homofocale. 

Lorsque  le  sommet  T d’un  angle  PTQ  [Jig.  121)  circonscrit 
à une  conique  se  meut  sur  une  conique  homofocale,  si  l’on 
désigne  par  a et  5 les  diamètres  parallèles  à TP,  TQ  ; par  a et  P 
les  angles  TPT',  TQ'T  que  font  chacun  des  côtés  avec  leurs 
positions  consécutives,  on  a la  relation  ax  = b^,  qui  résulte 
des  égalités  ( 399) 


TR=T'S,  TR  = TP.a,  T'S  = T'Q'.p, 


et  de  ce  que  ( 149)  TP  etTQ  sont  proportionnels  aux  diamètres 
qui  leur  sont  parallèles. 

Réciproquement,  quand  on  a «a  = ôp,  le  point  T se  meut 
sur  une  conique  homofocale.  En  elTel,  en  reprenant  les  équa- 
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lions  qui  prccèilcnl  dans  l’ordre  inverse,  on  arrive  à l’égaliié 
TR  = T'S  qui  montre  (|uc  TT'  fiiil  des  angles  égaux  avec  TP, 
TQ,  el,  par  suite,  coïncide  avec  la  tangente  à la  conique 
homofocalc  menée  par  le  j)oini  T.  Le  point  T se  trouve  donc 
sur  celle  conique. 

Si  l’on  désigne  par  a,  b,c,..  . , u les  diamètres  de  la  coni(iue 

inscrite,  parallèles  aux  côtés  du  polygone,  elpara,^,-/ v 

les  angles  compris  respectivement  entre  deux  positions  con- 
sécutives des  côtés,  les  relations 

aoc  — b^,  bP  — cy,..  , niy.  — nv 

expriment  que  tous  les  sommets,  moins  un,  glissent  sur  des 
coniques  homofocales,  el  î’équalion  qui  en  résulte 

aa  — ti'j 

montre  (|ue  le  dernier  sommet  glisse  aussi  sur  une  conique 
homofocole  (*). 

(•)  C<*tU‘  d«*miin}*traUon  a etc  d<iiuuN}  par  le  1)^  Hait  {^Cninhri<l^eutt€i  Duhlln 
J^uth.  JoufN  , t.  IV,  p.  193). 
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SUR  LE  THÉORÈME  DE  PASCAL. 

(Pa(>c  340.) 

M.  Stcinor  esl  le  premier  qui  appelai*)  l’altention  des  géomètres  sur 
la  figure  complète  obtenue  en  joignant  de  toutes  les  manières  possililes 
six  points  pris  sur  une  conique,  par  l’énoncé  d'une  série  de  théorèmes 
qui  furent  corrigés  et  éteudus  par  M.  Pliicker  (’*).  Ce  sujet  a encore  été 
repris  plus  récemment  (***)  par  M.  Cayley  et  surtout  par  M.  Kirkman, 
qui  l’ont  enrichi  de  nouveaux  théorèmes. 

Nons  exposerons  dans  celte  Note  les  plus  importants  de  ces  théorèmes 
dont  la  plupart  peuvent  s’obtenir  à l’aide  des  princi[ies  les  plus  élémen- 
taires de  la  théorie  des  combinaisons,  et  des  théorèmes  suivants  ainsi  que 
de  leurs  réciproques  : 

lAirujiir  1rs  ilmiirs  r/tii  j<>i"nrnt  1rs  sonuurts  rorrrsitoniinnts  dr  deux 
lrinn"lcs  rtmenurrnt  rn  un  mrmr  f>ninl , qui  est  le  erntrr  d’hniiudu^ir 
des  deux  triangles,  1rs  inlrrsrrlinns  drs  rôlrs  rorirs/Mim/finls  sont  siliirrs 
sur  unr  ti^nr  droite,  qui  est  l’nxr  d' homoloair  ((il),  Ex.  III). 

Ij>rsrjur  dans  un  sfsiènir  dr  trois  triangles,  1rs  inirrsrrtinns  drs  côtés 
rorrcs/mnilants  dr  deux  t/urlroni/urs  d’rntrr  eux  sont  situés  rn  ligne  droite, 
1rs  rentres  d'iininolngie  du  premirr  et  du  second  triangle,  du  second  et 
tilt  troisième,  du  troisièmr  et  du  premier  sont  sur  une  meme  ligne  droite. 

Prenons  sur  une  conique  six  points  a,  h,  c,  d,  e.  f que  nous  ap|iellerüns 
les  points  P.  On  peut  les  joindre  deux  à deux  par  <piinzr  droites  ah,  ne, 
ad,...,  qui  .seront  les  droites  C.  Chacune  d’elles,  ah  ]«r  exemple,  ren- 
contre les  quatorze  autres  ; quatre  au  poiut  a,  quaire  au  point  b,  par  con- 
séquent six  on  des  points  \nb,  rd),. . . distincts  des  points  Pet  que  nous 
appellerons  p.  Il  y a quarantr-cimi  points  p,  puisque  chaque  ligne  C en 
contient  six,  et  qu’il  passe  deux  lignes  C par  chacun  d’eux. 


( * ) Annales  de  iierganne. 

(■•)  Journal  dr  Crclle,  l.  V,  j».  aÿ4* 

(•’*)  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  l.  V,  |i.  iHri. 
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Si  l’on  prend  les  côtés  de  l’iiexagono  dans  l’ordre  nbrdef,  le  théo- 
rème de  Pascal  exprime  que  les  trois  points  p,  [ab,  de),  (rd,fti),  [bc,  rf) 
sont  situés  sur  une  mémo  droite  qui  est  le  Pascal nbcdrf  et  que  nous  dé- 
signerons le  plus  souvent  par  la  nutation 

( ab.cd.rf  ) 

\ dr.fa.bc  1 

pour  indiquer  les  points  par  les([uels  il  passe. 

Par  chaque  point/;,  on  pont  mener  qnalio  Pascals.  Ainsi  le  point  {ab,  de) 
appartient  aux  quatre  Pascals  abedef,  abfdir,  abcedf,  abfedc.  On  trou- 
vera, par  conséquent,  le  nombre  des  Pascals,  en  multipliant  par  4 le 
nombre  des  points  p,  et  en  divisant  le  produit  pur  3,  puisqu’il  j a trois 
points  P sur  chaque  Pascal.  Il  y a donc  snijcantc  Pascals.  On  aurait  pu 
obtenir  ce  résultat  plus  directement,  en  calculant  le  nombre  d’arrange- 
ments possibles  des  lettres  a,  b,c,d,  <•,/. 

Considérons  les  trois  triangles 

(i)  ab.cd.rf 

de.  fa.  t/c 

(3)  cf.be.  ad 

définis  par  leurs  côtés.  Les  intersections  des  côtés  correspondants  de  (i) 
et  (i)  appartiennent  au  mémo  Pascal  ; par  suite  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  homologues  concourent  en  un  môme  point.  Ces  droites  sont 
les  trois  Pascals 

j ab.de.cf  j j al. fa.be  ) j rj.be. ad  ) 

i cd.fa.be  | t ef.be. ad  ( / ab.de.cf  j 

et  nous  avons  ainsi  le  théorème  de  Steiner  énoncé  au  n“  268.  Leur  point 
de  concours,  cpie  nous  appellerons  le  [>oint^,  sera  désigné  par  la  notation 

. ab.dr.rf  \ 

‘ cd.fa . be  ■ ; 

I ef.be. rai  I 

elle  montre  que  sur  chaque  Pascal,  il  n’y  a qu’un  seul  point  ",  puis 
qu'étant  donné  le  Pascal 

) ab.de.cf  j 
) cd.fa.be  ( 

on  obtient  un  point  g,  en  ajoutant  à chacune  de  ses  colonnes  verticales, 
un  nouveau  terme  formé  des  deux  lettres  qui  n’entrent  point  dans  les 

34. 
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«leux  lernies  du  celtu  colonne.  El  comme  il  pissc  trois  Pascals  par  chaque 
pointai  il  y a en  loul  vingt  points  g-. 

Los  droites  qui  dans  les  triangles  (a)  et  (3),  (i)  et  (2)  joignent  les 
sommets  correspondants  coïncident  respectivement  et  sont  concourantes; 
on  voit  donc,  en  se  re|iortant  au  théorème  réciproque  de  la  deuxieme  pro-, 
position  rappelée  plus  haut,  que  les  trois  «jc.r  de  ces  trois  triangles  con- 
courent en  un  même  point 

J iib.nl.rj  \ 

1 lit'. fa.be  ( 

' cf.be. ail  I 

qui  est  un  point  g,  conjugué  harmonique  par  rapport  à la  conique  de  celui 
trouvé  précédemment.  Les  vingt  points  g forment  donc,  ainsi  que  l’a 
montré  Steiner,  dix  couples  de  points  conjugués.  Les  Pascals  qui  passent 
par  ces  deux  points  g correspondent  respectivement  aux  hexagones  «érferf, 
afedeb , adrbrf ; abedrf , afrbcil,  arb  fcb,  dans  lesquels  les  sommets  de 
rang  impair  conservent  la  même  position  relative. 

Soient  les  trois  triangles 


(•) 

ab 

cd 

'/ 

(4) 

j ab.cc.df  j 

( cd.bf.ac  I 

t cf.bd.ac  j 

/ dc.bf.at  j 

/ af.ee. bd  ( 

1 bc.ac.df  ( 

(51 

( ab.cc.df  1 

( cd.bf.ar  1 

( cf.M.ar  1 

j cf.bd.ac  1 

) bc.ac.df  J 

1 ad.cr.bf  ( 

Ixs  intersections  des  côtés  homologues  do  (1)  et  (4)  sont  trois  points 
qui  appartiennent  au  même  Pascal  ; par  suite,  les  droites  qui  joignent  lis 
sommets  correspondants  concourent  en  un  mémo  |voint.  D’ailleurs  ces 
droites  sont  les  tiois  Pascals 

j ab  .rc,  df  j j cd.bf.ar  j j rf.ttr.  M ) 

i cd.bf.ar  | ( cf.ac.bd  i ( ab.df.ee  ( 

Leur  point  de  concours 

i ab.cc.df  \ 

• rd.bf.ac  > 

I cf.ac.bd  ) 

sera  un  point  A,  dont  la  notation  diffère  de  colle  d'un  point  g en  ce  qu’elle 
ne  renferme  qu’une. seule  colonne  verticale  comprenant  les  six  lettres  sans 
omission  ni  répétition. 


Digitized  by  Google 


Sur  cliaqiie  Pascal 


NOTKS. 


533 


/ iif.nf.be 

trouvent  les  trois  points 

h 

i Té.ttl.ef  1 

f nb.Vil.ef 

( tle.tij.be 

* fie. fij.be 

( ef.btl.uc  ' 

( fn  .be.flf 

nb.ril.rj  | 
i/f.aj.hc 
bf.cr.ful  ) 


(Les  colonnes  placées  sous  le  signe  — sont  relies  qui  contiennent  les  six 
lettres.)  Nous  avons  ainsi  le  lliéorènie  de  Steiner,  étendu  |>arM.  Kirkman. 

Ij's  Ptui  nLs  se  coupent  trois  pur  trois,  non-seulement  aux  vingt  jinints  g 
rte  Steiner,  niriis  encore  en  soixnnte  uutres  /xAnts  h. 

La  démonstration  du  n^iiiS  s'applique  aussi  bien  au  tliéoréine  do  M.  Kirk- 
inan  qu'à  celui  de  Steiner. 

Les  lignes  qui  dans  les  triangles  (i)  cl  (5)  joignent  les  sommets  corres- 
pondants se  confondent  avec  les  droites  analogues  des  triangles  (i)  et  (4); 
les  côtés  homologues  se  coupent  donc  sur  une  même  droite,  qui  est  un 
Pascal.  De  même,  les  côtés  lioinulogues  do  (4)  et  (5)  se  coupent  aux  trois 
points  h 

1ub.ce.ilf  I 1 ne.rtl.bf  j i uc.bd.ef  j 

(te.bf.uc  M / btl.uf.ee  fi  • tlf.ae.be  m 

ef.ac.  btl  I ( ac.  be.tlf  ) ( ce.bf.utl  ) 


qui  sont  en  ligne  droite. 

De  plus  les  axes  de  (4  ) et  (5),  de  (i)  et  (4  ),  de  (i)  et  (5)  concourent 
en  un  même  point,  qui  est  le  point  g 


É ub.ctl.ef  1 
• tle.uf.be  >1 
t ef.be.ut/  ) 


dont  la  notation  s'obtient  en  combinant  les  trois  colonnes  verticales  com- 
plètes, des  trois  points  fi.  On  a ainsi  le  théorème  suivant  : 

Il  »■  ti  vingt  lignes  G , tpii  contiennent  clincune  un  /mint  g et  trois 
pt  inis  h. 

Ces  lignes  ont  été  indiquées  par  M.  Cayle.y  et  par  M.  Salmon.  La  démons- 
tration donnée  plus  haut  est  celle  de  M.  Cayley. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  que  les  vingt  lignes  G passent 
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(jimtre  pur  ipiatrr, par  fjuinzc  /mints  i.  En  effet  les  quatre  droites  G sur 
lesquelles  se  trouvent  les  points  h,  qui  dans  la  notation  prérédente  ont 
une  colonne  verticale  commune,  passent  par  le  môme  [>oint. 

Si  l'on  considère  trois  Pascals  passant  [wr  un  môme  point  /i, 

j nb.ce.ilf  ) ( tic.bf.ac  | ( rf.nr.bti  j 

( lie . bf. ne  | ^ rf. ne.bil  \ ' ) ab. df. rc  | 

on  |)Cut,  en  prenant  sur  chacun  d'eux  un  point  />,  former  un  triangle 
ayant  [df.ac),  [bj.ar),  [bd.ee)  pour  sommets,  et  par  suite  pour  côtés 

( ac.bf.de  ) ( bf.re.ad  j 1 bd.ae.ef  ) 

J df.ac. eb  ('  j ae.bd.rf  j ( ee.df.ab  ) 

Si  (le  plus  on  prend  sur  cliacuu  d'eux  un  point /i,  en  écrivant  sous  chaque 
Pascal  af  rd,  bc,  on  forme  un  trùmgle  dont  les  côtés  sont 

j ac.bf.de  | I rf.ac.bd  j t df.ab.ee  j 

[ bc.cd.af  i I bc.cd.af  ) | be.cd.af  j 

Les  intersections  des  côtés  homologues  de  ces  triangles,  qui  doivent  être 
situés  en  ligne  droite,  sont  les  trois  points  g 

1 be.cd.af  | / bc.cd.af  j , bc.cil.af  | 

nc.bf.de  :>  < ef.nc.l»!  t | df.ab.ee  W 

df.ac.be  ; ( nd.bf.ee  ^ ( ac.ef.bd  1 

auxipiels  on  peut  en  ajouter  un  quatrième 

Ibc . cd.  aj  \ 
cf.nb.de  n 
ad.ef.be  ) 

en  se  guidant  sur  la  symétrie  do  la  notation,  qui  fait  voir  que  ce  quatrième 
|K)int  doit  se  trouver  sur  la  droite  déterminée  par  les  trois  autres.  Ces 
|K)ints  g sont  du  reste  les  seuls  dans  l'expression  dest^uolson  puisse  faire 
entier  bc.cd.af.  D’ailleurs  on  (xnit  former  quinze  produits  de  la  forme 
be.cd.af,  ce  qui  donne  le  théorème  de  Sleiner. 

J.e.1  /Miiati  g sont  situés  ijiiatrc  par  ipattre  sur  ipiinze  droites  I. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  do  démonlrer  sont  assujettis,  ainsi  que 
l'a  fait  remarquer  .M.  Hesse,  à une  certaine  loi  de  réciprocité.  Ainsi  il  y a 
soi.rnate  |X)ints/ido  Kirkman  auxquels  corresimndent  .««'.rfi//zclignes  H de 
Pascal.  Parchacun  des  w//gi  iHiintsgdeSteiner  passent  imis Pascals  H et 
une  ligne  G;  é chacune  des  vingt  droites  G appartiennent  trois  points  h 
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do  Kirkman  et  un  ftoitu  de  Sloiner.  Les  vingt  lignes  G passent,  quatre 
par  quatre,  |>ar  quinze  points  i,  et  les  vingt  /mints  g sont  situés,  quatre 
par  quatre,  sur  ipiinzc  droites  I. 

Les  indications  suivantes,  qui  peuvent  fournir  une  démonstration  de 
quelques-uns  des  théorèmes  précédents,  servent  en  outre  à déterminer  le 
point  h qui  correspond  au  Pascal  obtenu  en  prenant  les  sommets  dans  un 
ordre  déterminé  abrdef.  Considérons  les  deux  triangles  inscrits  ace,Mf  : 
leurs  côtés  sont  tangents  à une  mémo  conique  (335,  Ex.  IV),  cl  l’on  peut 
appliquer  le  théorème  do  Brianchon  à l'hexagone  dont  les  côtés  sont  ce, 
'Ifs  ne,  hf,  ne,  M.  En  prenant  les  côtés  dans  cet  ordre,  les  diagonales  de 
l’hexagone  sont  Iw  trois  Pascals  cx>ncourant  au  point  h 

ce.bf.ml  \ 
df.nc.be 
ne.bd.cf  ; 

et  puisqu'on  conservant  les  côtés  de  rang  impair,  on  peut  etiectuer  sur 
les  trois  autres  une  permutation  circulaire,  on  voit,  d’après  le  théorème 
réciproque  du  théorème  de  Steiner,  que  les  trois  points  de  Brianchon  qui 
résultent  do  cette  permutation  appartiennent  à une  môme  dioile  : 
par  suite,  qu’il  y a trois  points  ô sur  une  ligne  G.  En  partant  du  mémo 
hexagone  circonscrit,  on  voit,  en  outre,  que  lus  droites  qui  joignent  res- 
pectivement les  points  a et  (bc.df),  d et  {ar.ef)  se  coupent  sur  le  Pas- 
cal nbedef,  et  que  chaque  Pascal  contient  six  intersections  analogues. 

Dans  une  publication  récente  (*),  M.  Caylcy  a déduit  les  propriétés  do 
celte  ligure  en  la  considérant  comme  la  projection  des  intersections  do 
six  plans. 


DES  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES  TA NGENTI ELLES. 

(Page  4o3.) 

Dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  habituellement  considéré 
comme  coordonnées  tangentielles  d’une  droite  /a  -t-  «/p  -i-  «7,  les  con- 
stantes /,  m et  /ide  l’équation  de  celle  droite  (70),  et  nous  avons  appelé 
éifuation  tangentielle  d’une  courbe,  la  relation  qui  doit  exister  entre  ces 
constantes  pour  que  celle  droite  soit  tangente  à la  courbe.  Ce  système, 
auquel  on  peut  du  reste  ramener  tous  les  autres  systèmes  de  coor- 
données tangentielles,  nous  paraissait  lié  d’une  façon  plus  intime  aux 


(*  ) Quartfrijr  Juttinul,  t.  IX,  p.  .1(8. 
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Iliéorips  qui  font  l’objcl  de  ce  Trailf.  Nous  donnerons  dans  celte  Noie 
quelques  indications  com|ilémenlaires  sur  ce  sysUune,  et  nous  ex|K)serons 
sommairement  les  princi|H;s  de  quelques  autres  syU)me8  de  coordonnées 
tangenlielles. 

Nons  avons  vu  (13i,  Ex.  VI)  que  l’équation  tangenlielle  d’un  cercle  de 
rayon  r,  ayant  son  rentre  en  (a',  [b’,  •/)  est  de  la  forme 

( /a'-H /;;V «y'/ 

= /■’(/’-!-  /;/’  -t-  //’  — ’xnm  cosA  — a/// cos  B — ■ihn  cos  C). 

En  égalant  séparément  son  deuxième  membre  à zéro,  on  obtient  une 
équation  qui  se  décompose  en  deux  facteurs  et,  par  suite,  représente  deux 
points  que  nous  allons  déterminer.  Ce  produit  a été  obtenu,  en  formant, 
dans  le  développement  de  /a  -e  «y  ((H  ) la  somme  des  carrés  des 
coefficients  de  J et.) , /cos  a -i-  m cos  [b  -»-//  cos  y,  / sina  -i-n;sinS  -t-  « siny  ; 
d'ailleurs  la  relation  n’-r-/>’  = o exprime  que  1a  droite  «r-t- ér-(-r=  o 
est  parallèle  à l'une  ou  à l'autre  dos  droites  x±r^—  i = o.  Ces  ileux 
points  sont  donc  les  deux  points  imaginaires  et  à l'infini  du  cercle. 

Ce  résultat  peut  du  reste  se  déduire  direclemenl  de  l’équation  tangen- 
tielle  du  cercle  que  nous  venons  de  rappeler.  Soient  en  effet  w et  m'  les 
deux  facteurs  qui  forment  le  deuxième  membre  de  l'équation,  a le  centre; 
celte  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme  a’=  r’ww’,  qui  montre 
)|ue  w et  w'  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle 
par  a. 

De  même,  si,  pour  former  l'équation  tangenlielle  d’une  conique  dont 
les  foyers  sont  donnés,  on  exprime  que  le  produit  des  distances  d'une 
tangente  aux  foyers  est  constante,  on  obtient  la  relation 

(/a'  4-  Hifi'  4-  «•/'  ) ( /a*  4-  wft*  4-  «y’)  = /l’ww', 

qui  montre  que  la  conique  est  tangente  aux  droites  ipii  joignent  les  deux 
foyers  aux  points  <u,w'  (279). 

Le  résultat  obtenu  en  substituant  les  coordoniiées  tangenlielles  d'une 
droite  dans  l'équation  d'un  point  est  proportionnel  à la  distance  de  la 
droite  k ce  point  (01  );  et  en  interprébint,  d’après  ce  principe,  les  équations 
tangenlielles  = Xyo,  ay  = / on  retombe  sur  les  tliéorcmos  démon- 
trés comme  réciproques  au  n°  311.  De  même,  le  résultat  obtenu  en  sub- 
stituant, aux  coordonnées  courantes  de  l'équation  du  cercle,  les  coordon- 
nées tangenlielles  d’une  droite,  est  proportionnel  au  carré  de  la  corde 
interceptée  par  le  cercle  surla  droite  ; si  donc  ï et  représentent  deux 
cercle.s,  l'équation  S = /’£'  exprime  que  l’enveloppe  d'une  droite,  sur 
laquelle  deux  cercles  donnés  déterminent  des  segments  qui  sont  dans  un 
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rapport  constant,  est  une  conique  qui  touche  les  tangentes  communes  au\ 
deux  cercles. 

Remarquons  enfin  qu'un  système  de  deux  points  ne  peut  pas  être 
représenté  par  une  équation  trilinéairc,  pas  plus  (|u’un  couple  de  droites 
par  une  équation  tangentiellc.  Lorsqu'on  se  donne  une  équation  tangen- 
tielle  représentant  deux  points,  et  que  l'on  forme,  comme  au  n“  28S, 
l'équation  trilinéairc  correspondante,  on  obtient  pour  résultat  le  carré  de 
l'érpiation  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  mais  toute  trare  des 
points  eux-mémes  a disparu.  De  même,  l'équation  trilinéairc  du  couple 
de  droites  passant  par  un  point  correspond  à l’équation  tan- 

gentielle  ( /a'  mb'  -t-  «'/’)’  = o.  D’ailleurs,  une  droite  est  tangente  à une 
courbe  lorsqu'elle  la  rencontre  en  deux  points  qui  coïncident,  et  quand 
une  conique  se  transforme  en  un  couple  de  droites,  toute  droite  qui  passe 
par  leur  intersection  peut  être  considérée  comme  une  tangente  du  sys- 
tème. 

La  méthode  des  coordonnr'cs  tangentielles  peut  être  présentée  sous  une 
forme  qui  ne  siqipose  aucune  connaissance  préalable  des  coordonnées  car- 
tésiennes ou  trilinéaires.  De  même  que,  dans  ce  dernier  système,  nous 
avons  défini  la  position  d'un  point  par  les  rapports  mutuels  de  ses  distances 
à trois  droites  fixes,  de  même  nous  pouvons  (311)  définir  une  droite  par 
les  rapiKu  ts  mutuels  de  ses  distances  à trois  points  fixes.  Il  est  alors  facile  de 
voir,  en  suivant  la  même  marche  qu’au  n°  7,  que  si  > et  ft  sont  les  distances 
à cette  droite  de  deux  points  A et  B,  la  distance  du  point,  qui  divise  AB 

. , , . , ///U  ... 

dans  le  rapport  do  /«  a / a pour  expression  = l>ar  suite,  la  rela- 

tion /'a  -+■  wu  = O,  qui  exprime  qu’une  droite  passe  par  ce  point,  peut  être 
considérée  comme  l'équation  de  ce  i>oint.  Ainsi  ).  -i-  p = o repré.sente  le 
milieu  de  AB,  et  >.  — p =r  o est  l'équation  d’un  point  situé  à l'infini  sur  AB. 
On  démontrerait  de  même  (7,  Ex.  VI)  que  //.  -f-  wp  -t-  «»  = o repré- 
sente un  pointu  IJîg-.  3g,  p.  87)  qu’on  peut  obtenir  en  divisant  respec- 
tivement, soit  BC  et  .AD  dans  les  rapports  de  h à /«,  et  de  ui  -1-  « à /,  soit 
AC  et  BE  dans  les  rapports  de  / à n et  ilo  t h'a  m,  soit  enfin  AB  et  CF 
dans  les  rapports  de  ///  à / et  de  / -i-  /«  à //.  Si  l'on  observe  ipie  le  rapport 
des  triangles  AOB  cl  AOC  est  le  même  que  celui  de  HD  à BC.  on  voit  que 
l’on  peut  mettre  l'ëiiuation  du  (loint  O sous  la  forme 

BÜC./.  -t-  COA.p  -1- AOB.v  = o, 

ou,  en  remplaçant  l'aire  de  chaque  triangle  BOC  par  sa  valeur  o'j>'’sinO 
(311), 

sinO  liSinO'  vsinO' 

-1-  ~ -I --  o. 

P P P 
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Los  coordonnées  de  la  droite  à l'infini  sont  ).=  (*  = v,  puisque  tons  les 
points  situés  à une  distance  finie  peuvent  être  considérés  comme  épaloinent 
distants  de  cette  droite;  par  suite,  le  point  /'a  h-  ;;ip  -t-  nv  sera  situé  à 
l'infini,  quand  on  aura  / h-  /«  -i-  n = o ; plug  généralement,  une  courbe 
est  tangente  à la  droite  à l'infini  lorsque  la  somme  des  coefficients  de  son 
équation  est  égale  à zéro.  On  verrait,  do  même,  que  les  intersections  des 
médianes,  des  bissectrices  et  des  hauteurs  du  triangle  de  référence  ont 
respectivement  pour  équations 

À -t-  IA  H-  V = O,  À sin.\  -h  lA  gin  B h-  v sinC  = o, 

À langA  -i-  IA  tangB  -t-  > tangC  = o. 


Nous  bornerons  ici  l'étude  des  applications  de  ces  coordonnées,  parce 
qu’en  définitive,  elles  ne  diflérent  que  par  un  facteur  constant  de  celtes 
dont  nous  avons  fait  usage  habituellement.  En  effet,  la  distance  d'un 
point  (a',  S',  7')  à une  droite  la.  -t~  mfj  «7  a pour  valeur  l’expression  (fil) 


v//'. 


la'  -h  ny' 

■ ■xwii  cos  A — a fil  cosB  — altn  cosC 


dans  laquelle  le  dénominatenr  est  indépendant  de  la  position  du  point. 
Si  donc  /A, /a',/a*  représentent  les  distances  des  sommets  du  triangle  de  ré- 
férence aux  côtés  opposés,  les  distances  a,  ,ia  et  v de  cos  sommets  à cette 
droite  sont  respectivement  proportionnelles  à l/>,  mp’,  /ip'-,  et  on  peut 
facilement'  transformer  les  équations  tangcntielles  ordinaires,  qui  sont 
homogènes  en  l,  tn,  n,  en  de  nouvelles  équations  tangentiellcs  exprimées 
au  moyen  des  distances  À,  ,u  et  v.  Il  est  d’ailleurs  évident,  d'après  co 
que  nous  venons  de  dire,  que  les  valeurs  de  a,  ia  et  v vérifient  la  relation 

It’  v’  Uï  , vl  >tt 

-I-  H iT  — 'A  COS  A — IA  - , COS  B — IA  -A-,  COS  C — ' I • 

p‘  p'  p‘  PP  PP  PP 


Nous  avons  du  reste  indiqué(‘311  ) la  marche  ô suivre  pour  déduire  de 
l'équation  trilinéaire  d'une  courbe  l’équation  en  coordonntH;s  tangentiellcs 
de  la  courbe  réciproque. 

Au  système  de  coordonnées  tangcntielles,  défini  par  trois  points  de  ré- 
férence, se  rattachent  deux  autres  systèmes,  qui  en  paraissent  indépendants 
de  primo  abord  ; ce  sont  ceux  qu’on  obtient  en  supposant  qu’un  on  deux 
des  points  de  référence  s’éloignent  à l’infini. 

Supposons  qu’un  des  points  de  référence  C [fig.  i'i3)  soit  à l'infini; 
V et  p’  deviennent  à la  fois  infinis  ; mais  leur  rapport  reste  fini  et  égal  ù 
sinCOE,DOE  étant  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  O.  L’équa- 
tion du  point  donnée  plus  haut  prend  alors  la  forme 


sin  0 A 
P sinCüE 


sinO’ 


sinCUE 


-I-  sinO” 


o. 
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Lorsque  le  point  O est  donné,  elle  ne  contient  que  les  deux  variables 
A : sinCOE,  fl  : sinCOE,  qui,  en  raison  do  l’égalité  sinCOE  = sinODA, 
peuvent  êtres  remplacées  par  AD  et  BE.  En  d’autre.,  termes,  si  l’on  prend 


Fig.  n3. 


/ • 


D- 

/ 


h 


/ 

/ 


pour  coordonnées  les  segments  AD  et  BE  déterminés  par  une  droite 
variable  DE  sur  deux  parallèles  Hxes  AD  et  BE,  une  équation  quelconque 
<j>H-tfi  + c=o  représente  un  point  et  peut  être  considérée  comme 
la  forme  prise  par  l’équation  homogène  n~k  -p  iji  -+-  c-j  = o,  lorsque  le 
point  V = O s’éloigne  à l’infini.  (fo/>n“  09.) 

L’exemple  suivant  se  rapporte  à l’emploi  de  pareilles  coordonnées.  On 
sait,  d’après  la  théorie  des  sections  coniques,  que  l'équation  générale  du 
second  degré  peut  se  ramener  à la  forme  af  = X’,  dans  lesquelles  » et  ^ 
sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  : et  ce  résultat  analytique 
est  complètement  indépendant  de  l’interprétation  géométrique  que  l’on 
peut  donner  des  é(|uations.  Il  en  résulte  que,  dans  le  système  de  coor- 
données indiqué  plus  haut,  l’équation  générale  des  courbes  de  la  seconde 
classe  peut  so  ramener  à la  mémo  forme  «p  = X’,  qui  représente  alors 
une  courbe,  à laquelle  appartiennent  les  points  x et  p,  et  qui  a pour  tan- 
gentes, en  ces  points,  les  parallèles  qui  joignent  zet  %au  point  X situé  à 
l’infini.  On  retombe  ainsi  sur  le  théorème  bien  connu:  Dans  uneconir/iir, 
toute  tangente  variable  tlcternune  sur  tleujc  tangentes  fi-zes  et  parallèles 
(les  segments  dont  le  produit  est  constant. 

Considérons  enfin  le  cas  où  deux  des  points  do  référence  s’éloignent  à 
l'infini.  L’éqnation  du  point  devient  alors  (Jlg.  iz4) 


’AsinO 


sinO'sinBOD  sinCi'COE  = o, 


ou,  comme  il  est  facile  de  le  voir. 


sint 

te 


sinO' 


AD 


sin  0’  — = o. 

Ab 


Lorsque  le  point  O est  donné,  cette  oiiuation  ne  renferme  comme  va- 
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riables  que  les  se?;menLsAD  el  AE.  Si  donc  on  prend,  pour  coordonnées 
d’une  droite,  les /necr.tc.t  des  sofjmenls  qu’elle  détermine  sur  les  axes,  une 

Kig.  u4' 


/ 

\ /'/ 

' \ ^ 
o\ 


r. 

c 


(’siuation  linéaire  entre  ces  coordonnées  représente  un  point,  el  une  équa- 
tion du  degré  n,  une  courbe  de  la  classe. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'équation  tangentielle  obtenue  de  celle 
manière  est  do  la  mémo  forme  que  celle  que  nous  avons  employée  jus- 
qu’ici, et  qui  a pour  coordonnées  soit  les  coelTicients  l,  m de  l’équation 
en  coordonnées  cartésiennes  tx  -t-  my  = 1,  soit  les  rapports  mutuels  des 
coeflicients  de  l'équation  analogue  !x  -1-  my  + n = o. 


suit  LA  FORME  DONNÉE  PAR  M.  CASEY  A L’ÉQUATION  D’UNE 
CONIQUE  AYANT  UN  DOUBLE  CONTACT  AVEC  UNE  CONIQUE 
FI.\E,  ET  TANGENTE  A TROIS  AUTRES  t’.ONIQUES. 

(Page  So.'i.) 


On  peut  obtenir  cette  équation  en  suivant  une  marche  analogue  à celle 
indiquée  au  n”  132,  Ex.  IV.  Soient 

x'  -e  y-’  -r-  = O,  Ix  ■+-  my  -f-  nz  = 0,  /'.r  -t-  m'y  -t-  n’z  = o 

les  équations  de  la  conique  S et  des  droites  L et  M.  Ui  condition  |>our  cpie 
les  deux  coniques  S — L’,  S — M’ se  touchent,  peut  s’écrire  ( 387  ) 

(>-S’)(.-S’)=(. -R)’, 

en  posant  S'  = -I-  ru’  -t-  S"  = l"  ■+-  -t-  R = //'  -1-  mm’  -h  ««'. 

Désignons  en  outre,  pour  abréger,  par  (la)  la  quantité 

t/Ô  R). 
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Si  l'on  ellfduf,  il’aiirès  lis  régies  connues,  le  produit  des  deux  exprès-, 
sion^ 
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un  obtient  le  déterminant 


O I 1 I I I I 


— S'  0 

(12) 

(i3) 

(>4) 

(là) 

v'ns'  (.2) 

0 

(23) 

(••*4) 

(25) 

(i3) 

(23) 

0 

(34) 

(35) 

t/i-S”  (>4) 

(M) 

(34) 

0 

(45) 

v/.-S'  (i5) 

(25) 

(35) 

(45) 

0 

i|ui  doit  être  nul,  puisque  les  facteurs  contiennent  six  lignes  liorizonlales 
et  seulement  cinq  colonnes.  L’équalion  qu'on  obtient  ainsi  est  vériQée  |>ar 
les  invariants  des  cinq  coniques  qui  ont  un  double  contact  avec  S.  Lors- 
que la  conique  (5)cst  tanguante  aux  ({uatre  autres,  les  expressions  [i5  ),... 
s'annulent, et  les  invariantsdesqualre coniques  qui,  ayant  avec  S un  double 
contact,  sont  tangentes  à une  cinquième  conique,  satisfont  à la  relation 

I <•  (*ï)  ('3)  (M)! 

j(iî)  O (a3)  {»4)|^^ 

,(i3)  (23)  O (34)'  "■ 

I(i4)  (24)  (34)  O I 

qui  devient,  après  le  développement, 

v'(i2)(34)  ± v'ii3)(24)  ± v'h4)(23)  = O. 

On  peut  déduire  de  cette  équation , celle  d'une  conique  qui  en  touche 
trois  autres,  en  opérant  de  lu  manière  suivante.  Lorsque  le  discriminant 
d'une  conique  s'annule  on  a S = 1,  et  la  condition  de  contact  avec  une 
quelconque  des  autres  coniques  se  réduit  à R = i;  si  donc  a,  p et  7 sont 
les  coordonnées  d'un  point  vérifiant  la  relation  S — L’  = o,  c'est-à-dire 
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.r’  -f-  2’  — (U  -H  H/)  + nzf  — O,  l'équalion 

3 1 i «J-  f-  S V-+-  •/:  1 

■r-  -t-  1 ’ -f-  2’  — ! - ! 


représente  une  conique,  dont  le  discriminant  est  nul,  et  qui  touche  S — L’. 
Par  suite,  étant  données  les  trois  coniques  S — L’,  S — M',  S — N’,  si  l'on 
prend  un  pointquelconque(a,^,7)sur  la  conique  qui  leur  est  tangente,  el 
que  l'on  considère  comme  quatrième  conique  celle  dont  nous  venons  d'écrire 
l'équation,  les  quantités  (i4),  (a4),  (34)  ont  respectivement  |X)ur  valeurs 

I — t , I — I et  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 

y/à  V'S 

de  la  conique  tangente  aux  trois  autres  satisfont  à la  relation 

vVa3)(v'S  — L)  ± V(3i)(v/S  - M)  ± v'(ia)  (v^S  — N)  1=  o. 


SUR  LE  TRACÉ  D UNE  CmiQUE  ASSUJETTIE 
A CINÜ  CONDITIONS. 

Nous  avons  vu  (128)  que  cinq  conditions  déterminent  une  courbe  du 
second  degré;  on  peut  donc,  en  général,  tracer  une  conique  lorsqu'on 
en  connaît  m points  et  n tangentes,  m -h  n étant  égal  à 5.  Nous  ne 
pensons  pas  qu'il  y ait  grande  utilité  à traiter  s<>parément  les  cas  où 
parmi  les  données  s'en  trouvent  quelques-unes  à l'infini,  d’autant  plus 
qu'il  suffit  presque  toujours,  pour  construire  la  conique,  de  modifier  légè- 
rement la  construction  indiquée  pour  le  cas  général.  .Ainsi,  par  exemple, 
on  sait  qu’nnc  /mml/rir  à une  niymplole  équivaut  à une  condition,  puis- 
qu’on a ainsi  un  point  de  la  courbe,  celui  qui  est  situé  è l'infini  sur 
cette  parallèle.  Pour  tracer  une  conique,  étant  donnés  quatre  [toints  et  une 
asymptote,  il  sulfit  de  supposer,  dans  la  construction  indiquéeau  n°  338, 
<pie  le  point  E est  à l'infini,  et  que  les  droites  DE,  QE  sont  parallèles  à 
la  droite  donnée;  ce  (|ui  n’entraine  pas  une  modification  bien  grande  dans 
le  tracé  primitif. 

Une  n.\riii/>lnie  équivaut  à deux  conditions,  puisque  l'on  s<^  donne  ainsi 
une  tangente  et  son  point  de  coulai  t,  qui  est  à l’infini  sur  l’asymptote. 
Dire  que  In  rmirhe  est  une  parnhotc  correspond  à une  cou  lilion,  puisque 
l'on  connaît  alors  une  tangente  qid  est  la  droite  à l’infini.  Savoir  que  !n 
courbe  est  un  renie  implique  deux  conditions,  puisque  tous  les  cercles 
(rassent  par  deux  mêmes  points  situés  à l’infini.  Un  fojer  équivaut  à deux 
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tangenles  (2îi8)  el  par  suite  à deux  conditions.  On  peut  voir,  du  reste, 
qu'il  sufBt  alors  do  trois  autres  conditions  pour  déterminer  la  eonique, 
puisqu'on  prenant  le  foyer  pour  origine,  et  se  reportant  au  tracé  des 
courbes  réciproques,  tout  se  réduit  à décrire  un  cercle  assujetti  é trois 
conditions;  et  rien  n'empècbe  de  transformer  par  la  métliode  réciproque, 
pour  revenir  à la  conique,  la  solution  de  ce  problème,  qu'il  est  facile 
d'obtenir  parla  géométrie  élémentaire.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
déterminer,  par  ce  procédé,  les  directrices  des  quatre  coniques  définies 
par  un  foyer  et  trois  points. 

Le  jMe  d’une  droite  donnée  ftar  rapjmrt  à ta  rnidijue  équivaut  à deux 
conditions.  En  effet,  soient  l’ le  |mMo  de  R'R’  (_^g.  54,  p.  207)  et  T un  point 
rie  la  courbe  ; en  prenant  le  quatrième  harmonique  T'  on  aura  un  autre 
point  de  la  courbe;  d'ailleurs  si  OT  est  une  tangente,  OT' en  sera  une 
autre.  Si  donc  on  sc  donne,  outre  une  droite  et  son  pôle,  trois  |)oints 
ou  trois  tangentes,  on  peut  en  trouver  iinmt'Hlialement  trois  autres  et  tra- 
cer la  courbe. 

Le  centre  équivaut  à deux  conditions,  puisque  le  centre  est  le  pôle 
de  la  droite  à l'inlini.  Connaître  un  point  de  la  polaire  d'un  ))oint  donné 
représente  une  condition.  Ainsi , dire  que  tn  courbe  est  une  hypcrbtde 
éiiuiliitère  revient  à exprimer  que  les  deux  points  à l’infini  du  cercle  se 
trouvent  chacun  sur  la  (lolaire  de  l'autre  par  rapport  à la  courbe.  Un 
irian"le  autopotaire  équivaut  à trois  conditions  ( lorsque  celte  donnée  se 
rapporte  à une  parabole,  elle  est  la  même  que  celle  de  trois  tangentes)  : 

1°  Construire  une  rnniipie  rounuissnnt  cin<i  points.  Nous  avons  montré 
(âliD),  comnnent,  avec  le  secours  do  la  règle  seulement,  on  peut  déter- 
miner aniant  de  points  de  la  courbe  qu'on  le  désire;  ou  jicut  également 
trouver  la  polaire  d'un  point  quelconque  par  rapport  à la  courbe  ( I fC), 
ou  le  pôle  d'une  droite  donnée,  et  par  suite  le  centre. 

2*  Ciiui  tangentes.  On  peut  transformer,  par  voie  réciproque,  la  con- 
struction du  n°  2(19;  ou  ramener  ce  problème  au  précédent  d’après  les 
indications  de  l'Exercice  IV  du  n"  268. 

3“  (Juutre  /mints  et  une  tunocute.  Nous  avons  déjà  (IH.’!,  Ex.  IV  ) indi- 
qué une  solution  de  ce  problème,  qui  en  admet  deux  et,  par  suite,  exige 
plus  que  l'emploi  de  la  règle. 

Soient  AB,  a,n',b,b'  la  tangente  et  les  quatre  (roints  donnés;  on  a, 
d’après  le  théorème  do  Carnot  (313) 

.\f  ..\c'.B«.B«'.C/<.Cô'  = Aô.  Aô'.Bc  .Bc'.Cn.Co', 
et  comme  les  points  cet  c co'incident,  cette  relation  suffit  [wur  déler- 

— 3 — 3 

miner  le  ra|>porl  Ac  : Bc  . On  [K-ut  aussi  ramener  ce  problème  à l'un 


Digitized  by  Google 


NOTES. 


544 

des  suivants,  en  observant  que  la  connaissance  do  quatre  points  entraine 
(282)  celle  des  polaires  de  trois  points,  et  qu’en  ayant  une  tangente  on 
peut  immédiatement  en  trouver  trois;  de  telle  sorte  qu’on  obtient  ainsi 
quatre  points  et  quatre  tangentes. 

4°  Quatre  itt/iijr/ilrs  et  un  imint.  I,a  solution  de  ce  problème  peut  se 
déduire  de  celle  du  précédent,  par  la  méthode  réciproque,  ou  par  le  procédé 
qui  s’y  trouve  indiqué,  pui.squ’en  se  donnant  quatre  tangentes,  il  y a trois 
points  dont  on  connaît  les  polaires  (I  tG). 

5°  fminls  et  deux  tangentes.  Le  théorème  suivant  est  un  cas 

particulier  do  celui  du  n"  3it.  Les  deux  points  où  une  droite  rencontre 
une  conique  et)  ceux  où  elle  coupe  deux  de  ses  tangentes  appartiennent 
à un  système  en  involution  qui  a pour  un  de  ses  foyers  l’intersection  de 
cette  droite  avec  la  corde  do  contact.  Si  donc  la  ligne  qui  joint  deux  des 
points  donnés  n et  b est  coupée  par  les  deux  tangenti-s  en  A et  B,  la 
corde  de  contact  do  ces  tangentes  passe  par  l'im  ou  l'autre  des  points  fixi's 
F et  F',  qui  sont  les  foycrsdu  système  (n.i.A.B),(28G,  Ex.).  De  mémo 
la  corde  de  contact  passe  par  1 un  ou  l’autre  des  points  fixes  G,  G'  siluts 
sur  la  droite  qui  joint  les  points  donnés  n et  c.  La  corde  de  contact  est  donc 
l'une  ou  l’autre  des  droites  FG,  FG',  F'G,  F'G'.et  le  problème  admet  quatre 
solutions. 

6"  Deux  fMiints  et  trais  tangentes.  Le  triangle  formé  par  les  trois  cordes 
de  contact  a ses  sommets  situés  chacun  sur  une  des  tangentes,  et  comme, 
d'après  le  théorème  énoncé  plus  haut , chacun  do  ces  cotés  passe  par 
un  point  fixe  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes,  on  peut  construire 
le  triangle. 

Ijt  construction  d’une  conique  de  laquelle  on  connaît  deux  points  ou 
deux  tangentes,  n’est  qu’un  cas  jiarticulier  de  celui  où  la  conique  doit 
avoir  un  double  contact  avec  une  conique  donnée.  Le  tracé  d’une  conique 
ayant  un  double  contact  avec  une  conique  donnée  et  tangente  à trois 
droites,  ou  passant  par  trois  points,  a été  indiqué  aux  n"*  328  et  387.  Nous 
avons  résolu  au  n°  28G  le  problème  de  trouver  une  conique  ayant  un 
double  contact  avec  deux  coniques  données  et  passant  par  un  |>oint,  ou 
tangente  à une  droite;  et  au  n”  387  celui  de  tracer  une  coniqne  ayant  un 
double  contact  avec  une  conique  donnée,  et  touchant  en  même  temps 
trois  autres  coniques  qui  ont  aussi  un  double  contact  avec  la  première. 
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DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES  ASSUJETTIES  A QUATRE 
CONDITIONS. 

Lorsqu’on  ne  donne  que  quatre  conditions  pour  déterminer  une  co- 
nique, on  peut  trouver  tout  un  système  de  coniques  satisfaisant  à ces 
conditions.  Les  propriétés  des  systèmes  de  courbes  assujetties  à un 
nombre  de  conditions  inférieur  d'une  unité  à celui  qui  est  nécessaire 
pour  les  définir,  ont  été  étudiées  par  M.M.  de  Jonquières,  Chasles,  Zeuthen 
et  Cayley  (*);  nous  exposerons  succinctement  dans  cette  Note  quelques- 
uns  des  résultats  qu’on  peut  obtenir  par  la  méthode  des  caractéristiques, 
méthode  qui  est  due  à M.  Chasles. 

Lorsque  dans  un  système  de  coniques  satisfaisant  à quatre  conditions 
il  y en  a P qui  passent  par  un  (loint  donné,  et  v qui  touchent  une  droite 
donnée,  on  dit  que  et  v sont  les  caractéristiques  du  système.  Ainsi  les 
caractéristiques  d’un  système  de  coniques  passant  par  quatre  points  sont 
I et  a,  parce  qu’en  ajoutant  aux  conditions  primitives  un  cinquième 
point  on  ne  peut  construire  qu’une  seule  conique,  tandis  qu’en  y ajoutant 
une  tangente  on  peut  en  construire  deux.  De  même,  les  caractéristiques 
des  systèmes  définis  par  trois  points  et  une  tangente,  deux  points  et  deux 
tangentes,  un  point  et  trois  tangentes,  quatre  tangentes,  sont  respective- 
ment (a,  4)  (4,  4),  (4,  2),  (a,  i). 

On  peut  déterminer  à priori  l’ordre  et  la  classe  de  beaucoup  de  lieux 
liés  au  système,  en  se  basant  uniquement  sur  les  définitions  que  nous 
avons  données  rie  l’ordre  et  de  la  classe  : une  courbe  est  du  it'"“  ordre 
lorsqu’elle  rencontre  une  droite  quelconque  on  n points,  réels  ou  imagi- 
naires; une  courbe  est  de  la  classe  lorsque  par  un  point  arbitraire 
on  peut  lui  mener  n tangentes,  réelles  ou  imaginaires.  Ainsi  le  lieu  du 
pôle  d’une  droite  donnée  par  rapport  à un  système  dont  les  caractéris- 
tiques sont  fl  et  V est  une  courbe  de  l’ordre  v.  En  elfet,  si  l’on  examine 
en  combien  de  points  ce  lieu  peut  couper  la  droite  donnée,  on  voit  qu’il 
ne  peut  la  rencontrer  que  lorsque  le  pôle  de  la  droite  se  trouve  sur  la  droite, 
c’est-à-dire  quand  cette  droite  est  tangente  à une  conique  du  système  : 
et  comme,  jiar  hypothèse,  ce  contact  ne  peut  se  produire  que  dans  v cas, 
le  lieu  est  du  degré  v.  Ce  résultat  est  en  parfaite  concordance  avec  ceux 
que  nous  avons  obtenus  dans  quelques  cas  particuliers,  comme  le  degré 
du  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points  ou  tangentes 
à quatre  droites,  etc. 


(*)  On  trouvera  l'indication  dea  aourcea  originalea  dana  le  .Mémoire  de 
M.  Cayley  {Pkilosophical  Transactions^  *807,  P-  7^)- 
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Délt'rminons  maintenant  l’ordre  du  lion  du  foyer  des  coniques  de  c**  sys- 
tème En  généralisaiit  la  question,  au  moyen  de  la  conce)>tion  des  foyers 
exiioséo  au  n”  37  f,  on  voit  que  ce  problème  n’csl  qu’un  ras  particulier  du 
suiviuit  : Étant  ilonnf'S  deux  points  A et  B,  trouver  le  de^ré  ilu  lieu  de  l’inter- 
section des  tangentes  menées  respectivement  aux  coniques  du  système 
]>ar  A et  B.  Si  l’on  examine  en  combien  de  points  ce  lieu  peut  rencontrer 
la  droite  AB,  on  voit  immédiatement  que  lorsqu’un  de  st'sixiinfsest  sur  AB, 
AB  est  tangente  à la  conique.  Soit  T le  point  de  contact;  la  tangente  AT 
rencontre  en  T la  tangente  BT,  et  en  B la  deuxième  tangente  menée  par  B; 
de  même  la  tangente  BT  rencontre  en  A la  deuxième  tangente  menée  par 
le  [loint  A.  Par  suite,  à toutes  les  coniques  qui  touchent  AB.  correspon- 
dent sur  AB  trois  points  du  lieu,  qui  e.st  ainsi  de  l’ordre  3v  et  dans  lequel 
A et  B sont  des  points  multiples  de  l’ordre  v.  Le  lieu  des  foyers  des  roni- 
()ucs  tangentes  à quatre  droites  est  donc  une  cubiipie,  qui  passe  par  les 
deux  points  du  cercle  situés  à l’infini. 

Lorsque  parmi  les  conditions  du  système  se  trouxe  celle  que  la  droite  AB 
soit  tangente  aux  coniipies,  toute  transversale  menée  par  A rencontre  le 
lieu  en  v points  distincts  do  A,  et  A lui-méme  est  un  |ioiut  multiple  de 
l'ordre  v;  le  lieu  se  réduit  alors  à l’ordre  av.  C’est  celui  du  lieu  des  foyers 
des  paraboles  assujetties  à trois  conditions. 

Le  principe  suivant  est  très-important  au  point  de  vue  de  ces  recherches. 
Lorsque  deux  point*  .\  et  A',  appartenant  à une  droite,  se  correspondent 
de  telle  sorte  qu’à  une  position  quelconque  de  A correspondent  ///  posi- 
tions de  A',  et  qu’à  une  position  quelconque  de  A'  correspondent  « positions 
de  A,  il  y a ni  ■+-  « cas  dans  le.sqiiels  A et  A'  co’i'ncitlenl . Ce  théorème 
se  démontre,  comme  ceux  des  ti™  336  et  310.  Si  l'on  prend  la  droite  sur  la- 
quelle se  trouvent  A et  A'  pour  axe  des  les  abscisses  jt  et  .r'  de  ces 
points  sont  assujettis  à une  certaine  relation  qui  e.st  par  hypothèse  du 
/«^""degréen  T,  et  du  n'""  en  .r',  et  qui  devient,  par  suite,  du  degré  m -e  n 
lorsiju’on  y fait  x = x'. 

Comme  application  de  ce  principe,  cherchons  l’ordre  du  lieu  des  points 
dont  la  polaire,  par  rapport  à une  conique  fixe,  est  la  même  que  |)ar  ra|q>ort 
à une  conique  du  système,  et  voyons  combien  de  ses  points  |>euvent  se 
trouveren  lignedroite.  Si  l'on  considère  sur  celte  droite  deux  points  Ael  A' 
tels,  que  la  polaire  de  A par  rapport  à la  conique  fixe  coïncide  avec  la 
polaire  de  A',  par  rapport  h une  dos  coniques  du  système,  le  problème 
revient  à trouver  dans  combien  de  cas  A et  A’  coïncident.  Lorsque  A est 
fixe,  sa  polaire  par  rapport  à la  conique  fixe  est  fixe;  le  lieu  du  pùle  île 
cotte  dernière  ligne  par  rapport  aux  coniques  du  système  est,  d’après  le 
premier  théorème,  de  l’ordre  v,  et  détermine,  par  suite,  sur  la  droite  don- 
née ï positions  du  (wint  A'.  Examinons  maintenant  combien  de  positions 
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de  A correspondent  à une  position  déterminée  do  A'.  D'après  le  théorème 
réciproque  du  premier,  les  polaires  do  A'  par  rapport  aux  coniques  du 
système  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  p,  à laquelle,  par  suite,  on 
peut  mener  p tangentes  par  le  (lôle  de  la  droite  donnée  AA',  pris  par 
rapport  à la  conique  fixe.  Par  conséquent  p positions  de  A correspondent 
à une  position  de  A'  : il  y a donc  p4-  v cas  pour  lesquels  A et  A'  co'inci- 
dent,  et  le  beu  cherché  est  de  l’ordre  p-t-  v. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  déterminer  immédiatement  dans  un 
système  le  nombre  de  coniques  qui  touchent  une  conique  fixe,  puisque 
chaque  point  de  contact  a même  polaire  par  rapport  à la  conique  fixe  et 
à une  conique  du  système.  Ce  point  de  contact  se  trouve  donc  à l'inter- 
section de  la  conique  fixe  avec  le  lieu  trouvé  précédemment,  qui  la  ren- 
contre évidemment  en  a(p  -4-  v)  points.  On  obtient  ainsi  le  nombre  de 
coniques  qui,  touchant  une  conique  fixe,  sont  assujetties  à quatre  condi- 
tions ; quatre  points,  trois  points  et  une  tangente,  deux  points  et  deux 
tangentes,  etc.  Ces  nombres,  qui  sont  respectivement  G,  12,  iG,  12,  G, 
nous  permettent  de  calculer  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques 
qui  touchent  une  conique  et  satisfont  à trois  autres  conditions  ; trois 
points,  deux  points  et  une  tangente,  etc.  ; elles  ont  pour  valeurs  rej^pec- 
üves  (6,  12),  (12,  iG),  (iG,  12),  (12,  G). 

De  même,  les  coniques  de  ces  différents  systèmes  qui  tourhcnl  une 
deuxième  conique  fixe  sont  au  nombre  de  36,  56,  5G,  3C,  ce  qui  donne 
(36,56),  (56,56),  (56,36),  pour  les  caractéristiques  respectives  des 
systèmes  dont  les  courbes  louchent  deux  coniques  fixes  et  satisfont  à deux 
conditions  : deux  points,  un  point  et  une  tangente,  deux  tangentes. 

Les  coniques  de  ces  différents  systèmes  qui  touchent  une  troisième 
conique  fixe  sont  au  nombre  de  184,224,  184  : on  a ainsi  (184,  224), 
(224,  1 84  ) pour  les  caractéristiques  des  systèmes  définis  par  trois  coniques 
et  un  point,  trois  coniques  et  une  tangente. 

Le  nonbre  des  coniques  de  ces  systèmes  qui  touchent  une  quatrième 
conique  est  pour  chacun  d'eux  deSiG;  et,  par  suite,  on  peut  mener3264 
coniques  qui  touchent  à la  fois  cinq  coniques  données. 

Nous  renverrons  pour  de  plus  ampdes  détails  aux  Mémoires  déjà  cités, 
et  nous  nous  contenterons  d’ajouter  ici  que  2v — u coniques  du  système  se 
réduisent  à un  couple  do  droites  et  2u  — v à un  couple  de  points. 


FIN. 


35. 
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Emploi  de  cc»  coniques  pour  Irouver  le  centre  de  courbure,  p.  Jifi. 

Ix>n(riieur  dt*  l'arc  intercepté  sur  une  conique  par  deux  tan(^entes,  p.  Ji(i. 
Propriétés  des  coniques  humofocalcB  démontrées  par  la  methude  des  polaires 
réciproques,  p.  .4oG. 

2^  Coniques  semblables  et  semblablement  placét^,  p.  3m. 

Conditions  pour  que  deux  coniques  soient  semblables,  p.  3C>. 

Ix*8  coniques  homothétiques  ont  deux  points  communs  situés  â rinfmi,  p.  3aH. 
Toute  tangente  à une  conique  détermine  une  airt*  constante  dans  une  conique 
homothétique  et  concentrique,  p.  ô-ji. 

COXTACT  DES  SECTIONS  CONiOl'ES,  p.  3l/|. 

Continuité  (Principe  de},  p,  4ô8. 

CONTREVARIANTS,  p.  487» 

('.ooiiDONNÉEs.  — Coordonnées  cartésiennes,  p.  ij  q5. 

Coordonnées  triliiiéaircs,  p.  90. 
t'oordonnées  tangcntielles,  p.  qG. 
t'oordonnees  polaires,  p.  lI. 

Cordes.  — Dans  une  conique  la  corde  est  perpendiniluire  ;i  la  droite  qui 
joint  son  p61e  au  foyer,  p.  a.Vi.  fto2. 

I.a  corde  qui  louche  une  conique  hoinofocale  est  propoitionnelle  au  carré 
du  demi-diamètre  parallèle,  p.  3o8. 

Cordes  d'intersection  de  deux  coniques;  leur  équation,  p. 

Cordes  supplémentaires,  p.  t3S. 

Coi'RBES  I AKALLFI.es,  p. 

CovRiiLnE.  — Knvon  de  courbure,  sa  loiiQueui*  et  sa  ci»nstnirti*>n,  p.  Si*, 

hquntion  du  cercle  de  courbure,  p.  3a5. 

Centre  de  courbure  ; ses  coordonnées,  p.  3 i 1 . 

CoVARlANTS,  p.  487. 

t^RiTÉRiL'Ms  : — Pour  reroiinaitre  que  trois  droites  sont  concourantes,  p.  4^ 
Pour  voir  si  nn  point  est  ii  l’intérieur  ou  à l'extérieur  d'une  conique,  p.  363. 
Pour  reconnaître  lorsque  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points  réels  cl 
deux  points  imagimiirt^,  p.  4"4. 

Descaiiies,  p.  L. 

Dlteruinants,  p.  186- 

DEVCLOrPLLS  des  CONIQl'ES,  p.  333, 

Diagonales  d'in  ulaurilatlre.  — lueurs  milieux  sont  en  ligne  droite,  p.  ^ 
02,  3oo. 

I.es  cercles  di^crlts  sur  les  diagonales  comme  diamètres  ont  même  axe  radical, 

p.  3ââ. 

Diamètres  comiciés,  p.  3<i3. 

Kelation  entre  la  longueur  de  deux  diamètres  conjugués,  p.  3j3,  334. 
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I.'airt*  du  parallclocrammc  construit  sur  deux  diamêtrt*s  ri»njii0ii<^  i^l  i 
Htaiile,  p.  373,  iZCi. 

Deux  diamètre*  roiijtigués  lorment  avec  le«  atsymptoicH  un  l’aisc*>au  hanno- 
niqtio,  p. 

lin  diuntètn*  est  la  polaire  du  point  à l’infini  de  son  conjugue,  p.  ,^i3. 

(àuistruire  «leux  iliainètres  eoiijugnés  qui  tu.*  cou|H*nl  sons  nn  angle  donné, 
p.  738. 

Tracer  le  diamètre  conjugue  d’un  diamètre  dtmiié,  p.  3o|. 

Diivectrici:,  p.  7^8. 

Kquation  de  la  <iirectrice  de  la  parabole,  p.  3ÿ.S, 

directrice  est  le  lieu  de.s  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à la  pa- 
rabole, p.  781,  .jgG. 

La  dir«‘ctrice  passe  par  le  point  d»*  concours  des  hauteurs  du  triangle  circoii- 
scrîl  à la  parabole,  p.  793,  34*»  b 4^^* 

Discrimis4XTs,  p.  3Gg. 

Leur  Tormation,  p.  10.^1,  aog,  717,  7iH. 

Distamck  or  of.ux  roisTs,  p.  ô,  ij,  iS5. 

distances  de  deux  points  an  centrt^  d’iiii  cercle  sont  jtroporlionnelles  aux 
distances  de  ces  points  à leurs  polaires,  p.  i3G. 

Dans  quel  cas  la  distance  de  deux  points  <*st  une  fmirtion  rationnelle  des 
coonlonnees,  p.  ’i/p). 

Uelation  entre  les  distances  miitnelles  <lc  quatre  points  pris  sur  un  plan, 
p.  188. 

Distaxce  o'rx  foixt  a rxr.  uroite,  p.  3g,  8g. 

Distamcf.  dc  centre  et  des  loyers  à une  tangente,  p.  235,  i3o,  380, 

I Division  uarmoxiqie,  p.  83. 

j Ce  qu’elle  devient  lorMiu’un  des  points  s’éloigne  à l'intlni,  p.  '|>2- 
V Propriétés  harmoniques  du  quadrilatère,  p.  8G,  4-1^' 

Propriétés  des  prtles  et  polaires,  p.  I27,  OoG,  4*3,  44“* 

Faisceau  harmonique  formé  : 1®  par  deux  tangentes  et  deux  droites  conju- 
guées, p.  707,  4*4‘ 

2®  Par  les  asymptotes  et  deux  diamètres  conjugue^,  p.  4»  4» 

3®  Par  les  diagonales  des  quadrilatères  inscrit  et  circotiscrit,  p.  335. 

'1®  Par  les  cordes  de  contact  et  les  cordes  communes  de  deux  coniques  ayant 
un  double  contact  avec  une  troisième,  p.  335. 

Propriétés  harmoniques  deduiU*s  par  projection  de  th<*oK*m<‘s  sur  les  angle» 
droits,  p.  43 1. 

Condition  analytique  pour  (pie  qiiatn*  points  forment  un  fais(«^u  harmoiii- 
(juc,  p.  4^8< 

Condition  |KUir  (jirnno  droite  soit  divist'e  harmoniquement  par  deux  coni- 
ques, p.  43 1. 

Lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées  par  l’un  d’eux  à deux  coniipie» 
forment  un  faisceau  harmonique,  p.  4?9* 

Docble  contact,  p.  3i5,  3a6. 

Équation  d'une  conique  ayant  un  double  contact  avec  deux  autrt's,  p.  364. 
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Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  contact,  toute  tanf^entt;  4 rime  est  di- 
visée harmoniquement  par  l'autre  et  la  corde  de  cunUirt,  p. 

ProprieU*s  de  deux  coniques  ayant  un  double  ciuitact  avec  une  troisième, 
p.  33S,  392. 

Propriétés  de  trois  coniques  ayant  un  double  contact  avec  une  quatrième, 
p.  336,  3q3. 

j^üquation  tangenlielle  d'une  conique  ayant  un  double  contact  avec  une  coni- 
que donnée,  p.  Soi. 

Condition  pour  que  deux  coniques  ayant  un  <louble  contact  avec  une  troi- 
sième SC  louchent,  p,  .Soi. 

Décrire  une  conique  turq^enU!  à trois  coniques,  la  conique  cherchet*  et  les 
coniques  donruH^s  ayant  toutes  un  donlilc  contact  avec  une  conique  fixe,  p.  5o3, 
.'>o3,  34^* 

DaoiTF.s  (;o>>ji’Ci’i''r.s,  p.  3^1. 

DcALiTh  (Principe  de',  p.  386. 

Elupsi..  — Orit'ine  d<*  celte  dénomination,  p.  2j8,  462. 

Trace  mécanique  de  celle  courbe,  p.  2J7,  3oJ. 

Ain*  de  l'ellipiu*,  p.  Siq. 

E?iVtU)PPts.  — D’une  droite:  dont  réquntioii  lenferme  une  indetermim*e 

au  deuxième  degre,  p.  3.'<8. 

2^  Telle  que  la  somme  de  &<‘8  distances  il  plusieurs  points  lixes  suit  consUiiU', 

(>•  '3g. 

3®  Telle  que  le  produit,  la  8<unmo  ou  la  dilVéïence  des  carres,  de  ses  distances 
il  deux  points  fixes  suit  constant,  p.  3jq. 

Du  troisième  c6té  d'un  triarq;lc  : 1®  étant  donnés  l'anple  oppose  et  la  somme 
des  autres  cAtes,  p.  36 1. 

a®  Dont  les  sommets  Qlissonl  sur  trois  droites,  et  dont  les  deux  autres  côtes 
passent  par  des  points  fixes,  p.  IISq. 

3®  Inscrit  dans  une  conique,  et  dont  les  deux  autres  côtés  tournent  autour 
de  deux  points  fixes,  p.  3^6,  392,  .4.|8. 

4®  Ce  troisième  côté  étant  vu  sous  un  aii(;le  constant  d'un  point  fixe  et  les 
autres  côtés  étant  donnés  de  position,  p.  398. 

De  la  polaire  il'iin  point  fixe  par  rapport  ii  une  conique  assujettie  à quatre 
conditions,  p.  3^8,  3q3. 

De  la  polaire  du  centre  d’un  cercle  tan(*eiit  il  deux  cercles  donm^,  p.407. 

Des  cordes  d'une  conique  vues  d’un  point  donné  sous  un  angle  constant, 
p.  254,  3q^,  lq8. 

Des  per[>endiculaires  élevées  aux  extrémité^  des  rayons  vecteurs  menés  par 
un  point  à un  cercle,  p.  399. 

De  l’asymplolo  des  hyperboles  ; 1®  ayant  une  directrice  et  un  foyer  communs, 
p.  398;  — 2®  dobnies  par  trois  points  cl  l'autre  asymptote,  p.  38o. 

De  la  droite  qui  joint  les  points  correspondants  de  deux  systèmes  lioniogra- 
phiques:  1®  pris  sur  deux  droites  dinurent<*s,  p.  jij;  — 2®  pris  sur  une  conique, 

p.  349,  425. 

Du  côté  libre  d’un  polygone  inscrit  dans  une  conique,  et  dont  les  autres 
côtés  passent  par  di»s  points  fixes,  p.  3'|6,  j22. 
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Du  troisième  côté  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  et  dont  les  deui 
autres  côtes  enveloppent  une  conique,  p. 

Du  rayon  d'un  faisceau  ntiharmonique  donné,  dans  différentes  conditions, 

p« 

D'une  ellipse  pour  laquelle  on  donne  la  position  de  deux  diamètres  conju* 
gués  et  la  somme  do  leurs  carres,  p.  36i. 

ÉQt'ATiO?(S. — Ia*s  équations  en  coordonnées  cartésiennes  ne  sont  qu'un  cas 
particulier  des  équations  trilineaircs,  p.  gj. 

Ce  que  reprtrsente  une  équation  lorsqu'on  y remplace  les  coordonnées  cou> 
rantes  par  celle  d'un  point  ; cas  de  la  ligne  droite,  du  cercle,  de  la  conique, 
p.  4>i  333. 

Même  problème  pour  les  équations  tangentielles,  p.  536. 

Equations  carU'siennes  ou  trilincuires. 

Des  bissectrices  des  angles  que  forment  deux  droites,  p.  loa. 

De  l'axe  radical  de  deux  cercles,  p.  i/|3,  i83. 

D<*s  tangentes  communes  a deux  cercles,  p.  i .>o,  366. 

Du  cercle  : passant  par  trois  points,  p.  ta3,  i86;  — a<>  coupant  ortho- 

goiialemcnl  trois  cercles  donnes,  p.  tangent  à trois  cercli*s, 

p.  i65,  i88,  541  ; — 4®  inscrit  ou  circonscrit  dans  un  triangle,  p.  170,  181,  4<>^  » 

— 5®  ayant  le  triangle  de  référence  pour  triangle  autopolaire,  p.  3ja. 

% Delà  tangente  h un  cercle  ou  à une  conique,  p.  ii5,  30^,367. 

De  la  polaire  par  rapport  à un  cercle  ou  à une  conique,  p.  119,  7o5,  368. 

Du  couple  de  tangentes  menées  h une  conique:  1®  par  un  point,  p.  193, 
?o8,  3*4;  — 'î®  par  les  points  où  elle  rencontre  une  droite,  p.  379. 

Des  asymptotes  d'une  conique,  p.  38o,  479- 

Des  cordes  d'intersection  de  deux  coniques,  p.  47** 

Du  cercle  osculateiir  d’une  conique,  p.  3a t. 

D’une  conique:  1®  passant  par  cinq  points,  p.  3a4;  — 9®  tangente  à cinq 
^ droites,  p.  383  ; — 3°  ayant  un  double  contact  avec  deux  coniques  données,  p.  3(54  ; 

— 4°  ayant  un  double  contact  avec  une  conique  donnée  et  en  touchant  trois 
autres,  p.  5o3,  54 1. 

D'une  conique  passant  par  trois  points,  ou  tangente  à trois  droites:  t®  dont 
le  centre  est  donné,  p.  379;  — 9®  dont  l'nn  des  foyers  est  donné,  p.  409. 

^ Delà  conique  réciproque  d'une  conique  donnée,  p.  4<37,  4^9,  Soi. 

^ De  la  directrice  et  du  cercle  directeur,  p.  37.1,  4p6. 

Des  droites  qui  joignent  à un  point  les  points  d'intersection  de  deux  courbes, 
p.  377,  43i. 

Des  quatre  tangentes  menées  à une  conique  par  les  points  où  elle  est  cou- 
pée par  une  autre  conique,  p.  386,  485. 

De  la  courbe  parallèle  h une  conique,  p.  47^* 

De  la  développée  d'une  conique,  p.  399,  476.  * 

Du  Jacobien  de  trois  coniques,  p.  5o8. 

Équations  langenliêllcs,  p.  96,  386,  535. 

Des  cercles  inscrit  et  circonscrit,  p.  173,  179,  4o9. 

D'une  conique  en  général,  p.  919,  36i. 

Du  cercle  en  général,  p.  i85,  535. 

Des  points  imaginain*s  et  a l'inlini  du  cercle,  p.  49^* 
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Des  coniques  homofocalcs,  p.  ^98,  536. 

Des  points  communs  à deux  coniques,  p.  /i8|. 

Interprétation  de  cette  équation,  p.  530. 

Équation!  en  coordonnées  polaires,  p.  5*3,  n6,  i39,  îî.|,  3j6,  *>83. 

Équations  homogènes  à deux  variables;  letir  signification,  p.  98. 

Eixer.  — Expression  de  ]a  distance  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circon- 
scrit, p.  i')83. 

Exccxtricité.  — Excentricité  d*une  conique  definie  por  l’équation  générale, 
p.  179. 

Elle  ne  dépend  que  de  l'angle  compris  entre  les  asymptotes,  p.  779^ 

Fagnami.  — Théorèmes  sur  les  arcs  de  coniques,  p.  5îS. 

Fackb  (Théorèmes  de  M.),  p.  /|8i,  491* 

PF.rERBACu.  — Relation  entre  quatre  points  pris  sur  un  cercle,  p.  laC,  3oi. 

Théorèmes  sur  les  cercles  tangents  à quatre  droites,  p.  i83,  187,  44o> 

Fovus,  de  q4^  ^ ^ ^9'^* 

Le  foyer  est  un  cercle  infiniment  petit  ayant  un  double  contact  avec  la  co- 
nique, p.  333. 

Les  foyers  sont  à l’intersection  des  tangentes  meru>es  par  deux  points  fiies 
ci  imaginaires  situés  à rinfini,  p.  333. 

Un  foyer  équivaut  à deux  conditions,  p.  543. 

Coordonnées  du  foyer  : 1®  étant  données  trois  t'ingénies,  384  » — 3®  lors- 
que la  conique  est  définie  par  l'équalioii  générale,  p.  353,  497* 

Foyer  et  directrice,  p.  a4®* 

Théorèmes  relatifs  aux  angles  qui  ont  leur  sommet  au  foyer,  p.  397,  4^7. 

Démonstration,  par  projection,  des  propriétés  des  foyers,  p.  440> 

Relation  entre  les  inverses  des  segments  des  deux  cordes  qui  joignent  un 
point  quelconque  aux  foyers,  p.  793. 

La  droite  qui  joint  l’intcrscction  des  normales  à celles  des  tangentes  menei'ü 
aux  extrémités  d'une  corde  focale  passe  par  l’autre  foyer,  p.  riQt. 

Lieu  du  foyer  des  paraboles  inscrites  dans  un  triangle,  p.  }83,  79G,  385,  399, 

45o, 

Lieu  du  foyer  des  coniques*.  1®  inscrites  dans  un  quadiilatèrc,  p.  385,  38S  ; 
— a®  circonscrites  à un  quadrilatère,  p.  3oi,  .\oi  \ — 3®  étant  donnés  un  point 
et  trois  timgentes,  p.  4<>3. 

Détermination  des  foyers  de  la  section  d’un  cône  droit,  p.  ^66, 

Foyers  d’cs  système  bm  ixvülvtioîi,  p.  43^. 

Gaultier  de  Tours,  p.  i44> 

Gereomre.  — Tracé  d’un  cercle  tangent  à trois  a^rclcs  dounés,  p.  iGo. 

Graves  (Théorèmes  du  D*"),  p.  4G9,  5a6. 

Hart  (Théorèmes  et  démonstrations  du  D**),  p.  178,  181,  366,  5a8. 

Hearm  (M.*).  — Méthode  pour  déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  assu-* 
jetlics  à quatre  conditions,  p.  37a. 
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lltKiiLs  (M.)'  — ftqualiiiii  de  la  coniqiir  rircoiisrritc  à un  trian|;le,  p.  i-3. 
lIi>»E  (M.),  p.  534. 

Hfaiguml  {voir  Hrianchon  et  Paseal).  — l’i-opriélés  des  aii|>les  de  riieiagoiie 
circonscrit,  |>.  376,  ^o6. 

Honni. KAPHif:.  — Systônu'»  hoiiio(;raphiqiirs,  p.  8^, 

Oitcrimn  pour  les  rcconnaUrc,  cl  méthode  pour  les  former,  p.  f^i~. 

Lien  de  rinlerscclion  des  droites  corn*spondantcs,  p.  378. 

Knvcloppe  de  la  droite  qui  joint  des  points  eom^spoiidanU,  p.  425. 

Hoxoïoi.ir,  p.  K8,  53o. 

Honoriir.Tir.,  p.  3io.  ' 

IlYPrr.ROLE.  — Origine  do  celte  dénoniiiiütinn,  p.  î.')8, 

Aire  de  la  couil>c,  p.  .'»50. 

Hyp<‘rl>olos  roiijiiguees,  p.  aaS. 

llsberbole  eqiiilatère;  eundition  généinic  pour  (|u’une  hyperbole  soit  equi* 
ialcre,  p.  a34,  4l>^* 

I/liyjH*rbole  eqiiilatêre  circonscrite  a un  triangle  passe  par  le  jmint  de  eon* 
cours  des  hauteurs,  j>.  uq*,  .^O^î,  4^^i* 

Le  cercle  circonscrit  à un  triangle  uiitopidaire  passe  j>ai‘  le  nuitre,  p. 

481. 

IHAMSAiREs.  — Droites  et  points  imaginaires,  p.  99,  ii3. 
liquation  di's  points  imaginaires  et  à rinlini  du  cerele,  p.  49  ’< 

Ixs  droites  meniH's  par  ces  points  S4uit  ù elles-mêmes  leurs  pendictilairi^.  . 

(1. 49.). 

Ixmi  (Droite  à T);  son  équation,  p.  94. 

Klle  est  t.'ifigente  à la  parabole,  p.  377,  4o5,  4^5. 

File  a pour  ptVle  le  centre  de  la  courbe,  p.  317,  4i3. 

ISVARIASTS,  p.  719,  477* 

lavcasios  de>  i:ocRBr>,  p.  i(>3. 

l!«VOUTIOîl,  p.  4^*‘ 

jACOBiF.?(  DE  mois  COMQt'ES,  )>.  5o7. 

.loAUiiMSTiiAL.  — Relation  entre  les  angles  excentriques  de  quatre  points  si- 
tuM  sur  un  cercle,  p.  SiQ. 

Méthode  pour  trouver  les  points  d’intersection  d’une  droite  et  d’une  courba*, 
p.  368. 

JoNQt  iiREs  (M.  de),  p.  j.'|5. 

KiRRMAn  (Théorèmes  sur  l’hexagone  de  M.),  p.  33o. 

Lir.rx  r.ÉonEmiorES.  — Du  sommet  d'un  triangle,  étant  donné  le  côte  oppos<- 
et  : 1°  une  i-clation  entre  les  bmgueiirs  des  autres  cAlés,  p.  55,  68;  — a®  une 
relation  entre  les  angles,  p.  55,  68,  178;  — 3®  les  segments  dt•ternlim^s  par  les 
autres  c6lés  sur  une  droite  fixe,  p.  42*' * —4°  rapport  des  segments  que  re«> 
côtes  déterminent  sur  une  parallèle  à la  base,  p.  Sq. 

D11  troisième  sommet  d’un  triangle  donné,  dont  les  autres  sommets  glisM^nl 
sur  deux  droites  lix€>s,  p.  786. 
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Du  troisième  »omiiu-t  il'iin  tnaii(|lo  dont  les  aii('lrs  sont  donnés  et  dans  lo- 
<|iu‘l  te  premier  tutinmi't  <^t  fixe,  tandis  <|Uo  le  secuml  (*1isso  sur  un  lieu  donné, 
ii.  75,  i4i. 

Du  troisième  sommet  il’un  triaii{'le  dont  les  côtés  tournent  autour  de  points 
fixes,  tandis  (|ue  les  deux  autres  sommets  l'ii.ssent  sur  des  droites  fixes,  p.  'i, 

l'ia.  ^9’»  4‘9- 

Dénérali&atioii  de  cet  énoncé,  p.  f(io. 

Du  troisième  sommet  d’un  triuii|*le  dont  les  eôU^i  enveloppent  uru*  roniqu4>, 
tandis  que  les  deux  mitres  sommets  "lissent  sur  des  droites  fixes,  p.  3q6, 

. Géiieralisaiioii,  p.  ^9^. 

Du  sommet  commun  de  plusieurs  triaiq’les  déiinis  par  un  côté,  ce  sommet  et 
U somme  de  leurs  aires,  p.  5^. 

Du  sommet  d’un  cône  droit  ayant  pour  section  une  conique  donnée,  p. 

Du  point  qui  divise  dans  un  rapport  donné:  i^Ies  cordes  parallèles  dans  un 
eercle,  p.  une  droite  mobiU:  sous  certaines  conditions  par  rapport 

il  deux  droites  fixes,  p.  .17,  70;  — 3"  la  portion  de  tangente  variable  comprise 
entre  deux  tangentes  fixes  à une  conique,  p.  3S7,  ,^56. 

Du  point  tel,  que  les  tangentes  meiie<*s  de  ce  point  it  deux  cercles  soient  dans 
un  rapport  donne,  ou  bien  aient  une  somme  donnée,  p.  3G.'j. 

Du  point  pris  suivant  une  loi  détermiiiéi?  sur  dos  rayons  secteurs  issus  d'un 
point  fixe,  p.  74. 

Du  point  toi,  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  à des  points  donnés 
soit  constante,  p.  1^9. 

D’un  point  tel,  que  le  carré  de  la  tangente  menée  h un  cerrle  parce  point 
suit  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  de  ses  distances  a deux  droites 
fixes,  p.  33}. 

Du  point  déterminant  une  division  aiiharmoniqiie  donnée  sur  une  corde  mc> 
liée  pur  un  point  fixe  à une  conique,  p.  4-49* 

D’un  point  pris  sur  la  hauteur  d’un  triangle  à une  distance  de  la  base  égale 
à cette  biRe,  étant  donnws  celte  hase  et  la  somme  des  deux  autres  côu^,  p.  SG. 

D’un  point  t<d,  que  la  surface  du  triangle  forme  pur  ses  projections  sur  les 
trois  côtés  d’un  triangle  donné  soit  constante,  p.  170. 

D’un  des  points  o d’une  transversale,  de  direction  donnée,  rencontr.int  un 
triangle,  de  telle  sorte  qu'on  aitoc*  =ort.o^,  p. 

D’un  point  des  cordes  vues  sous  un  angle  droit  d’un  point  de  la  roniqiie,  p.  377. 

D’un  point  tel,  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  h tieiix  coniques  f(»rm«uit 
un  faisceau  harmonique,  p.  4*29» 

Du  point  dont  les  polaires  par  rapport  à trois  coniques  fixes  sont  concou- 
rantes, p.  507. 

Du  centre  des  rcclangh's  inscrits  dans  un  triangle,  p.  G3. 

Des  milieux  des  cordes  : 1®  parallèb^  d’une  conique,  p.  *00  ; — concou- 
rantes d’un  cercle,  p.  f4^* 

De  l’intersection  P de  1a  bissi^ctrice  PC  de  l’angle  C d’un  triangle,  avec  lu 
perjiendiculaire  BP  élevée  au  côté  CB,  lorsqu’on  connaît  le  côté  BC  et  la  somme 
•les  autros  côtés,  p.  7a. 

De  riiilerseclion  do  la  |M*r|M*ndiculaire  nhaissee  du  centre,  ou  du  foyer,  sur 
la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  mené  par  le  centre,  ou  le  foyer,  p.  }S7. 

De  riiitcrsection  du  rayon  vecteur  issu  du  foyer  avec  la  droite  menée  par  le 
centre  et  rencontrant  l'axe  sous  un  angle  égal  à l'angle  excentrique,  p.  3oG. 
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Du  point  (le  concours  des  hauteur»  d’un  trtan(;le  : i^eluiit  donne»  un  côte  et 
l’angle  opposé,  p.  139;  — inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à une 
autre,  p.  /|Ka. 

De  rintcrsection  de  la  normale  en  un  point,  av('c  la  droite  issue  du  centre  et 
taisant  avec  Taxe  un  angle  (‘gai  ii  l’angle  excentrique,  p.  3ûy. 

De  rintersoclion  des  droites  correspondantes  de  deux  faisct'aux  homogru- 
phiques,  p.  378. 

De  l’intersection  des  polaires  par  rapport  û deux  coniques  d’un  point  qui 
glisse  sur  une  droite,  p.  379. 

De  l'intersection  des  tangentes  à une  parabole  qui  sc  coupent  sous  un  angle 
donné,  p.  -ïgS,  355,  BqB. 

De  l’intersection  des  tangentes  à une  conique:  i<*.qui  se  coupent  à angle 
tlroit,  p.  a3i,  a38,  370,  menées  aux  extrémités  de  deux  diamètres 

conjugues,  p.  387  ; — 3®  dont  In  corde  de  contact  est  vue  du  foyer  sous  un  angle 
constant,  p.  3q7;—  4"  ({iii  ({(‘terminent  sur  la  droite  qui  joint  deux  points  0x(^ 
une  division  harmonique,  p.  49^* 

De  l’intersection  des  tangentes  nien(k;s  par  deux  points  lixes  : aux  corii> 

ques  passant  parce»  points  et  assujetties  à deux  autres  cumliUon»,  p.  4^:  — 
7^  aux  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  dont  deux  côtés  passent  par 
ces  points  fixes,  p.  4^0. 

De  l’intersection  des  tangentes  interceptant  sur  une  droite  lixe  un  S(‘gmeiit 
de  longueur  consUiiite,  p.  ^198. 

De  l’intersection  des  normales  menées  aux  extrémités  : d’uno  corde  focale, 

p.  391;  1°  des  cordes  passant  pur  un  point  fixe,  p.  296,  471* 

Des  projections  du  foyer  : 1®  sur  les  tangcnU‘s,  p.  253,  280;  — 2®  sur  les  nor- 
males a la  parabole,  p.  396. 

Des  projections  du  centre  sur  les  cordes  qui,  dans  un  cercle,  sont  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit,  p.  i3i. 

De  l’extrémité  de  la  sous-tangente  polaire  dans  la  parabole,  le  f(%er  cLint 
pris  pour  origine,  p.  253. 

Des  centres  des  cercles  : i®  déterminant  des  segments  donnés  sur  deux  droite» 
fixes,  p.  286;  — a®  inscrits  dans  un  triangle,  étant  donnes  un  côté  et  la  somme 
des  deux  autres,  p.  2H6  ; — 3®  qui  coupent  trois  cercles  sous  de»  angU*s 
(‘gaux,  p.  157;  — 4“  circonscrits,  deux  des  côtés  du  triangle  étant  donnés  de 
position  et  leurs  longueurs  vérifiant  une  relation  donnée,  p.  i3o;-~5®  qui 
touchent  deux  cercles  donnés,  p.  407,  4^^* 

Des  centres  (pôles  de  la  droite  à rinlini)  des  coniques  ; 1®  circonscrites  û un 
quadrilatère,  p.  ai3,  35i,  37a,  379,  4^5,  449»  — inscrites  dans  un  quadri- 
latère, p.  352,  372,  387,  393.  45»  ; — 3®  définies  par  trois  ungentes  et  la 
somme  des  carrés  des  ax(îs,  p.  3oo  ; — 4®  •ssuji'tlies  à quatre  conditions,  p.  377, 

545. 

Des  pôles  d’une  droite  lixe  par  rapport  à un  syst(‘me  de  coniques  honiofo- 
calcs,  p.  288,  4^^* 

Des  pôles,  par  rapport  à une  conique,  des  tangentes  à une  autre  conique, 
p.  287,389. 

Des  foyers  des  paraboles  inscrites  dans  un  triangle,  p.  283,  29C,  385,  399,  45e. 

Des  foyers  des  coniques  ; 1®  inscrites  dans  un  quadrilatère,  p.  385,  388;  — 
2®  circonscrites  à un  quadrilatèi'O,  p.  3oi,  4®^»  — ^®  définies  par  trois  tan- 
gentes et  un  point,  p.  4o3;  — 4®  nssujotties  à (piatre  conditions,  p.  546. 
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De»  «itminels  du  trian|>le  aulopolnire  commun  à une  conique  iiie  el  a cita- 
cune  (!(*«  coniqiu^  d'un  sy&tèmc  Jelini  par  quatre  conditions^  p.  ->46. 

Mac  CtXLAt.li  (Demon»lralion  et  théorèmes  de),  p.  3o6,  4^8,  5aa, 

Mac  Lai'bin  (Géncralion  des  rt»niqiit*s  d'après),  p.  34a,  3/|7,  4*9-  * 

Malfatti  (Problème  de),  p.  366. 

Mldiamis.  — Ia?s  médiane»  d’un  triantjle  »e  coupent  en  un  même  point, 
p.  4^t  Si. 

Miqi’El  (M.;.  — Sur  les  ciiu]  paraboles  inscrites  dans  les  quadrilalc*res  tormes 
par  etnt)  droites,  p.  34f. 

Mi«;bii:s.  — Des  coordonnées  tangentiellc»,  p.  3B9. 

Des  propriétés  harmoniques,  p.  4 O. 

Moore  (M.}. — Démonstrulion  bast'e  sur  le  theoKnne  de  Kriaiiehon,  d'un 
théorème  de  Sleiner,  p.  34 1. 

MtLcAiu  ( M.;.  — > Sur  les  ani'les  qui  ont  leur  sommet  au  foyer,  p.  467. 

Nr.nTOîï  (Génératimi  des  eonicjues  d'apri»s),  p.  4*î)* 

Normale,  p.  34't  47^* 

Sous-normale,  p.  i\2, 

La  sous-normale  dans  la  purabede  est  constante,  p.  ^76. 

Nombre:  — De  termes  ilana  l'equation  générale  de  degre  /«,  p.  loS.  . 

De  conditions  pour  déterminer  une  conique,  p.  190. 

Dt'  points  d'intersecXioii  de, deux  courbes,  p.  3i4* 

De  solutitms  du  problème  : Tracer  une  conique  lanjfente  à cinq  conique» 
données,  p. 

Pappcs,  p.  î5g,  4*3»  4^3. 

Parabole.  — Origine  de  cette  dénomination,  p.  a'j8,  463. 

I.a  parabole  a une  tangenU*  située  tout  entière  à l'infini,  p.  3^7,  4^^* 
Coordonné**»  du  fo\er,  p.  353,  38'|,  4D7* 

^^quaiion  do  la  dirtïclrice,  p.  376,  496. 

Paramétré,  p.  ^57,  769,  276. 

Le  paramètre  est  double  de  l’ordotinée  du  foyer,  p.  i57. 

Le»  coniques  reciproqm*»  de  cercle»  égaux  ont  même  paramètre,  p.  ^oQ. 

Pascal  ( Hexagone  île),  p.  339,  ^9'*  44®* 

PtRPr.>Dicn.AiREs.  — Equation  de  la  perpendiculaire,  p.  36,  89. 

Condition  pour  que  deux  droite»  soient  perfK'iuliculaires,  p.  88. 

Extension  doiiiuH*  ii  cette  condition,  p.  5oo. 

Plicser,  p.  389,  53o. 

PoisT  FIXE  (Ia's  lignes  suivante» passent  par  un).  — I.a  droite  représonUe  par 
une  é<tuiitioii  dont  le»  ciAeflirients  veriliont  une  relation  linéaire,  p.  73. 
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c<^lé  <run  truntjlo,  eUnt  doiinô  ran(*lG  o)>p<iM%  la  vMiime  iincrM^s  i'g» 
autro*  côté»,  70. 

Ia*  troi»ièmG  cAl«  d’un  IriaiiglG  dont  Igr  dGux  auti^  c<\t«k  |>as»Giit  par  des 
pointa  ti&t'a,  tandia  cpir  lea  aummota  glisaont  atir  troia  droit*'»  concourantGs,  p.  71 . 

dr<iKc  U'IIg  qii«>  Ih  aommG  de  »e&  distances  à plusieurs  poinu  Iikps  soit 
consUnte,  p.  72. 

polaire  d’un  point  lix**»  par  rapport  aux  cercles  ayant  m^me  axe  radi> 
cal,  p.  1.^6, 

polaire  *riiri  point  tixe,  par  rapport  aux  coniques  passant  par  quatre 
points,  p.  2i3,  378,  3g3. 

Les  cordes  d*intcrs«'ction  d'un  cercle  lixe  avec  dits  cercles  passant  jtar  deux 
points  donnés,  p.  1^6. 

droite  qui  joint  I«'s  points  où  deux  droites  iixt's  rencontrent  une  conique 
passant  par  quatre  points  (dont  dtMix  sur  Ic's  «IroitiH  tix('s),  p. 

lai  corde  de  contact  do  deux  coniques  ayant  un  double  contact,  ruiie  étant 
Hxe,  l’autre  passant  par  deux  points  fixes,  p.  3(i^. 

corde  qui  est  vue  sous  un  an(;lc  droit  d’un  point  tixe  de  la  coiiitpie,  p.  'i{3. 

Les  cordes  vim>s  d’un  ptiiiit  Üxc  de  la  conique  sous  un  an^lc  <pu  soit  divisé 
pur  la  normale  nu  point  fixe,  en  deux  nnyles  tels,  que  le  pniduit  de  leurs  tan» 
(*ent*'s  soit  constant,  p. 

I.c't  cordes  vues  d’un  point  lixe  de  la  conique  sous  un  angle  dont  la  bisscc> 
trice  est  d*innec,  p.  /(5i. 

1^  perpendiculaire  abaiss***'  d’un  point  d’un**  ordonnée  lixe  d«'  l’axe  sur  la 
polaire  de  ce  point,  p.  356. 

PolSTS  UMITtA  ïi*V%  SVSlt  MI.  liV.  CtftCLF^S,  p.  I .^|0G. 

Pol.r.s  ET  POI.MRF.S.  — Leurs  proprîéU^,  p.  i33,  T07. 

Equation  de  lu  polaire,  p.  119,  3o5,  367, 

r.Qordonm''<,'s  du  p<Me  d’une  droite  donnée,  p.  370. 

l’n  point  et  sa  polaire  équivalent  à deux  rondilitions,  p.  5.^3. 

POLSinF.S  RÉUPROVVXS,  p.  389. 

Posc.rt.KT,  p,  1.^7,  38t),  .'|33,  y|3. 

PaojM-Tiovs,  p.  4 V*» 

Oi’xnntLATÉRE.  — - Les  milieux  des  diagonales  sont  en  ligne  droite,  p.  36,  91, 
3o*». 

lu's  cercles  dt*crits  sur  1rs  dingonalt's  comme  diamètre  ont  in«‘ine  axe  radi- 
cal, p.  .iK8. 

Propriet*^  harmoniques,  p.  86,  44^* 
liiM'rit  dans  une  conique,  p.  i68. 

l.escùU*s  et  b's  diagonales  d'un  qundrilatère  inscrit  dans  une  conique  d«‘ter* 
minent  sur  une  transvers;ile  un  système  en  involiitioii,  p.  437. 

Ia's  diugomib'stb's  quadrilatères  inscrit  et  circonscrit  correspondants  fnrment 
un  fuiM'eati  bnriiioni(|iie,  p.  333. 

hAProRT  AMiARaoMot’F.*  — Démonstration  du  théorème  fondamental,  p.  83. 
t>  qu'il  devient  lorvi^u’un  point  s'èlnigiie  à l'infini,  p.  4 <3. 


Digitized  by  Google 


TABLIl  ANALYTIQUK.  563 

^ Kappoli  nnharmoiiiquo  de  quatre  droites  dont  équations  sont  données, 

"Y-  8^.  4^8. 

^ ^ Rapport  arilmnnoniquo  : i®  de  quatre  poiiiU  d'iiiii*  conique,  p>  333,  348, 
|f>3,  44*7  t — quatre  tniigcntns,  p.  348  ; — de  t^ois  tan|]pnlcs  h une  pum- 

hole,  p.  4iH. 

Di^'clopjMuneuts  sur  les  propi-iêtés  rorrespondaiiU's,  p. 

Leur  démonstration  par  la  projection  des  un[>1es,  p.  4^4* 

Dans  quels  cas  le  ra)iport  nitliarinoiiiqtie  de  quatre  points  d'uiie  conique  i^t 
égal  à celui  de  quatrt*  autres  points  ; i°  do  la  meme  conique,  p.  34o  » — 3®  d’une 
autre  corii(|ue,  p.  349»  4^^* 

Le  rapport  an)iarmoniqu«‘  : t®  de  quatre  points  est  égal  à celui  de  leurs  po- 
laires, p.  379;  — 3®  de  quatre  diamètres  wt  égal  à eelui  de  leurs  conjugues, 

[>•  M- 

U'  rapport  unhnrmoniqiio  des  M'gments  déterminés  pur  deu.x  coniques  sur  la 
tangont4»  à une  troisième  conique  est  constant,  Iorsqu<‘  les  trois  coniques  ont 
un  double  contact  suivant  la  même  droite,  p.  448> 

Rapport  harmonique  ( i>oiV  division  harmonique}. 

R.wqiv  m:  cr.RCLC  ctnco^iscRiT  au  triangle  inscrit  dans  une  conique,  p.  :q3,  469. 
Rayos  Pt.  1.0VRBIR1:.  p.  317. 

Réciprovvia  (Méthode  d«*s  , p.  97,  386,  3oi. 

Sadlf.ir  (llié<irèmes  de  M.),  )».  956. 

Si:a;iiF.?ns.  — Les  sc};ments  détermini's  sur  une  corde  par  la  courbe  et  les 
asymptotes  sont  égaux,  p.  360. 

laï  segment  déterminé  sur  les  asymptotes  par  les  droites  qui  joignent  deux 
]>oints  lixes  de  la  courbe  5 un  qiiolcoiic|ue  <le  ses  points  est  eunstant,  p.  963. 

Deux  droites  quelconques  déterminent  sur  Taxe  d’une  parabole  un  segment 
de  même  grandeur  que  les  projections  sur  cet  axe  des  pôles  de  ces  droites, 

1>.  575,  /|I0. 

Relation  entre  les  M*gmenls  détermines  par  une  tangente  variable  sur  ileiix 
tangentes  fixes  et  parallèles,  p.  339,  4o4,  4*9» 

Sr.RRFT  M.  P.).  — Lieu  du  rentre  des  coniques  inscrites daiisun qiiadrilalère, 
p.  9(J9. 

.SmiLmui.,  p.  3i3. 

t'.cntro  de  similitude,  p.  i3i,  3ii,  393. 

Stfisrh.  — 3 hèor«’*me  sur  le  triangle  circonscrit  ii  lu  paralmle,  p.  983,  2;)6, 

>84, 391),  4^- 

Des  points  dont  le  cercle  oscillateur  passe  par  un  point  donné,  p.  3iq. 
rhwrèmes  sur  l’hexagoni*  de  Pascal,  p.  34o,  .53o. 

Solution  du  problème  de  Malfatti,  p.  36G. 

S\ST»:llK:%  1>I-  CERCLES  AWXt  MÊME  AXE  RAHICAL,  p.  l45. 

De  cercles  etmpant  à angle  droit  une  si»rie  de  cercles,  p.  i4“,  tHf»,  490, 

Taxcesies.  — Définition  générale,  p.  ii3. 
équation  de  la  tangente,  p.  ii5,  204,  a3o,  974* 

Tangente  au  cercle  ; sa  longueur,  p.  121. 
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Constriictiun  [•eometriquo  de  lu  tun(;i‘nU'  ù une  conique,  p.  îO/. 

de»  points  de  coiitui‘1  d'une  roiiiqiie  avec  les  cinq  tangentes 
qui  lu  deliiiissenl,  p. 

Kelalion  entre  le*  se^^ments  que  deU‘riniiio  une  tungeiile  \ariubte  : i"  sur 
deux  tangente*  fixes  et  parallèles,  p.  x’ig,  4'^|,  4*9»  deux  diamètres 

conjugue»,  p.  x'Sg. 

Division  détermina  sur  une  tangente  variable  par  trois  tarig^nUs  lixes  à la 
parabole,  p.  4 iH. 

Tangente»  comniiines  ; i®  à deux  rercits,  p.  i'jo,  Jt>6;  — 3®  à doux  coni  pus. 
p.  485. 

Leurs  huit  )>oints  de  contact  uppurliennent  ii  une  même  conique,  p.  486. 

'lowxsEXD  (Théorèmes  et  démonstration  deM.},  p.  3'|p,  4’^3, 

TnA>>FOaHATIOX  DES  C<MmD0^7iÿ.r.S,  p.  R,  11,  4/3* 

TaAKsvcasAi.Es.  — Hclation  entre  b's  segmtmis  que  détermine  une  transvcrsa'e 
sur  les  côU^  d'un  triangle,  p.  5o. 

Des  systèmes  de  coniques  diUerminant  sur  une  transvcr».ilo  une  division  en 
involiition,  p.  437.  , 

TniAKt.LE  AtTUPOLAIRE,  p.  1 33. 

Équation  du  cvrcle  ayant  le  triangle  de  référencé  pour  triangle  aulopoUire, 
p.  35'i. 

Lquation  d'une  conique  rapportée  à un  triangle  aiitopulaire,  p.  33i,  35o. 

!.<*»  sommets  de  deux  triangles  antopolaire»  appartiennent  à une  même  ctv 
nique,  p.  481. 

Ix’urs  six  côtés  sont  tangents  à une  autre  conique,  p.  48t- 

Deux  coniques  ont  toujours  un  triangle  autopolaire  rommnti,  p.  35.S. 

Détermination  de  ce  triangle,  p.  40O,  JOq. 

Trukgle  poLAinE;  définition  et  propriétés,  p.  .33,  i34< 

ThIaKGLES  H0M0L04.t'ES,  p.  K8,  53o. 

Triakoles  iKstniTS  oc  CiBcoNscans Los  sommets  de  deux  triangles  circon- 

scrits à une  conique  sont  situés  sur  une  conique,  p.  4*>0' 

Triangle  inscrit  dans  une  conique  dont  les  côtes  |)assent  par  iroi»  points  don- 
nés, p.  3s I. 

1..0  point  de  eoncours  de»  hauU'ur»  d'itn  triangle  cireonscrit  à une  (mrabide  sc* 
trouve  sur  la  directrice,  p.  48*i> 

Triangle  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à une  autre,  p.  /|83. 

Zeksthek,  p.  5'|5. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  UBS  GRANDS-AUGUSTINS,  55,  A PARIS. 

JAUN  (J.),  Membre  de  l'Inslilut,  Professeur  à l’École  Polylechnique  et  à 
la  Faculté  des  Sciences  do  Paris.  — Petit  Traité  de  Phynque,  à l'usage 
des  Ëlablissemenis  d'instruction,  des  aspirants  aux  Baccalauréats  et  des 
candidats  aux  Écoles  du  Gouvernement.  In-8,  avec  nombreuses  firaret 
dan.s  le  texte;  1870 8 fr. 

Le  premier  fascicule  (CiiALEUR,  ÉLECTRlciré)  est  en  vente;  le  second 
(Acoustique,  OmouE)  parnitrn  à la _fitL  douars  1870. 

Depuii  lit  coinmencemenl  de  ce  siècle,  la  Physique  a élu  renouvelée  daitA^u 
ensemble.  Fresnel  a établi  la  Théorie  do  la  Lumière,  Ampère  colle  du  UKné- 
tisme;  l’étude  des  vibrations  sonores  s été  cniisidémblemenl  accrue;  ÿ a 
recouiiu  que  l'enserable  des  ladiations  rmiscs  par  les  corps  échaiilTes  se  distief^ue 
par  des  irrranaibilites  croissantes,  noiTpar  des  cli.xogements  de  nature  et  d’es- 
sence, et  que  par  conséquent  les  diverses  chaleurs  rayounantrs,  les  lumières  ou 
couleurs  dilTerentes  et  les  rayons  chimiques,  ne  sont  que  les  notes  distinctes 
d'une  série  de  gammes,  et  no  diflerent  que  par  leur  durée  de  vibration.  Dans  les 
dernières  années  enfin,  on  a démontré  qu’un  nombre  di'iiné  de  calories  peut  se 
transformer  en  une  quantité  équivalente  de  travail  mecani>|ue  et  réciproquement, 
et  que  la  chaleur,  autrefois  appelée  «slifee  et  considérée  comme  un  fluide,  n'esi 
autre  chose  que  la  somme  dos  forces  vives  qui  animent  les  molécules  des  corpa 
rhaufiés.  L’ensemble  de  ces  remarquables  piogrès  a fait  justice  d'anciennes 
hypollièses,  et  la  Physique  n’est  plus  ou  ne  sera  bientèt  plus  qu’une  Mécanique 
rationnelle  où  les  forces  naturelles  exercent  leur  action  sur  les  substances 
pesantes  et  sur  un  milieu  spécial  et  unique,  qui  se  nomme  Véther. 

Cependant  les  Traités  élémentaires  semblent  prendre  è tlehe  do  dissimuler 
ces  idées  géiiétales,  et  de  se  contenter  do  détails  sans  lisison  : le  magnétisme 
est  toujours  présenté  comme  dépendant  d'un  fluide;  la  chaleur  est  réduite  è des 
notions  empiriques,  on  professe  qu'elle  se  dissimule  et  ilevient  latrnle;  la  cha- 
leur rayonnante  est  prise  comme  distinrtu  de  la  lumière,  et  l’on  ne  dit  t;irn  de 
la  Théorie  optique.  — Le  livre  élémentaire  que  nous  olfrona  aujourd’hui  au 
public  est  eunçu  dans  un  esprit  dillérrnt.  Dès  les  premiers  mois  l'Auteur  démontre 
que  la  chaleur  est  un  mouvement  moléculaire,  et  cette  idée  guide  ensuite  le  lee- 
tour  dans  toutes  les  expériences,  et  les  explique.  La  terre  et  les  aimants  n’étant 
que  des  solénotdcs,  on  fait  dépendro  le  magnétisme  do  relcctricité.  L’Aenns- 
tique  montre  dans  leurs  détails  les  vibrations  longitudinales,  transversales, 
circulaires  et  clliptiquos;  elle  prépare  à l'Optique.  Letié  dernière  Partie  enfin 
est  l'etude  des  vibrations  do  toute  sorte  qui  se  produisent  dans  l’éther;  les  inter- 
férences et  la  polarisation  sont  expliquées  do  la  manière  la  plus  élémentaire,  et 
la  Théorie  vibratoire  est  rendue  accessible  à tous. 

L’Aulcur  espère  que  1rs  motliflcations  qu’il  propose  dans  l’enseignement  de  la 
Physique  seront  approuvées  par  ses  collègues,  et  qu'elles  seront  profitables  aux 
elévea  en  les  délivrant  de  ce  quo  les  savants  ont  abandonné,  en  devant  leur 
esprit  jusqu'è  de  plus  hautes  conceptions,  en  leur  montrant  l’ensamble  philoso- 
phique d’une  science  déjà  très-avaucéc  et  qui  semble  toucher  à son  terme. 

SALMON  (6.),  Professeur  ait  Collège  de  la  Trinité,  à Dublin.  — Leçons 
d'Algèbre  snpérienre;  traduit  de  l'anglais  |>ar  M.  Baxin,  Ingénieur  des 
Ponts  ol  Cliausséc»,  et  augmenté  de  Notes  iwr  M.  Hermitb,  Membre  de 
l'Institut,  ln-8;  1868 7 fr.  5o  c. 

Cet  Ouvrage  n’a  rien  de  commun  avec  les  Traités  d'Algèbre  supérieure  publiés 
jusqu’à  ce  jour.  .Son  but  principal  est  l’élude  dra  foneliona  dont  les  relatious 
mnliielles  ne  sont  pas  altérées  par  une  transformation  linéaire  des  variables. 
Les  méthodes  originales  cl  fécondes  qui  y sont  dévoloppées  forment  une 
branche  moderne  de  l'analyse  algébrique,  qui,  malgré  son  imporunee,  est  en- 
core presque  inconnue  eu  France.  Voici  les  titres  des  principaux  Clupiires  : 
Oéterminantt,  — Décetmmanu  léciproqmes  et  mmrurt.  ■ — Fonctions  tymêtê^ises. 
— Aéju/lsn«.  — Discnminonlt.  — Tntnsfoi mettons  linroirrs.  — Invnriâm^et 
eo^vnhnnts. — Fatmes  canoniques*  *~‘Aprtiemtioni.gnx/brmeiùinnires,  ternaires* 
quaternaires.  — Nnvrs  os  M.  Flaanivr  : Sur  les  inraria'nti  des /ormes  du  5*  de- 
gré I — Sur  l ’inrariant  gauche  des  /ormes  du  (>•  degré. 

TVNDALL  (John),  Professeur  k l'Institution  rotalo  et  à l'École  royale  des 
-Mines  de  la  Grande-Bretagne.  — Le  Son,  traduit  de  l'anglais  et  augmenté 
d’un  rlppmdice  par  M.  1 Abbé  Moigno.  ün  beau  volume  in-8,  orné  de 
171  figures  dans  le  texte;  1869 7 fr. 
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